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Yorwort. 



Indem ich der Offentlichkeit die vorliegende Abhandlung tibergebe, 
habe ich die Verpflichtung, denen meinen Dank auszusprechen, die mir bei 
der Ausarbeitung derselben in der einen oder der anderen Weise behdlflich 
gewesen sind. Aufser meinen Lehrem Herrn Prof. H. G. Zeuthen, der mir 
urspriinglich die Anregung zu dieser Untersuchung gab, und Herm Prof. 
J. L. Heiberg, der mir aus seinen Kollationen Material entlieh, imd die 
mir beide immer mit Rat und That beistanden, gebiihrt mein Dank in 
erster Reihe Herm Dr. R. Besthorn, ohne dessen unsch&tzbare Auskiinfbe 
ilber die arabischen Menelaoshandschriften die VoUftLhmng der wichtigsten 
Teile der Abhandlung nicht mSglich gewesen ware. 

Dem K. Bayerischen Kultusministerium, sowie der Direktion 
der K. Hof- und Staatsbibliothek zu Mtlnchen, die mich mit der 
grdfsten ZuvorkommenHeit in den Stand setzten, fiinf der lateinischen Mene- 
laoshandschriften aus Paris, Wien und Venedig gleichzeitig benutzen zu 
kOnnen, bringe ich meinen Dank dar; dem Vorstand der Handschriften- 
abteilung der K. Hof- und Staatsbibliothek zu MUnchen, Herm Dr. F. Boll 
danke ich ftbr alle von seiner Seite erwiesene Htilfe und Liberalitat bei 
der Benutzung dieser Handschrifben. 

Meinem Freunde Herm cand. mag. Raphael Meyer, der mir nicht nur 
durch eine vorlSufige Untersuchung der Vatikanischen Menelaoshandschriften, 
sondem auch bei der Korrektur der ganzen Abhandlung beistand, sowie 
Herm cand. phys. Ernst Wagner, der einen Teil meines Manuskriptes der 
mathematischen Terminologie wegen durchlas und kritisierte, danke ich 
freundlichst fiir ihre bereitwillige Htilfe. 

GrSfsere Teile der Abhandlung sind in dem von Herm Prof. A. v. Braun- 
miihl geleiteten math. - histor. Seminar der K. Technischen Hochschule zu 
Munchen vorgetragen worden, und die durch den Vortrag erregte Diskussion 
und gegen denselben ausgetibte Kritik sind meiner Arbeit sehr zutraglich 
gewesen, was jedermann, der sich mit den Braunmtihlschen Arbeiten 
bekannt gemacht hat, leicht verstehen wird. 



VI Vorwort. 

Die Abhandlung (jedoch ohne Nachtrag) wurde im Juni 1901 an 
die philosophische Fakultat, 2. Sektion der K. Lud wig-Maximilian -Universitat 
zu Miinchen als Promotionsschrift eingereicht und von der Fakultat an- 
genommcn; als Inauguraldissertation dienten Teile des 1., 2. und 6. Kapitels. 

Der Nachtrag, welcher erst nach der Drucklegung hinzugeftigt ist, ist 
das Ergebnis von Untersuchungen in den Bibliotheken Roms. Die Form 
und der Umfang dieses Nachtrags, bei dessen Entstehung Zufalligkeiten 
eine HauptroUe spielen mufst«n, konnen mit vollem Recht kritisiert werden. 
Ich boflfe jedocb, dais der Leser billigen wird, dafs ich den Inhalt dieses 
Nachtrags nicht in mehrere SpezialaufsJitze und Notizen zersttickelt babe. 

Was die Trigonometrie der Ebene betriflPt, auf die ich in meiner Dar- 
stellung nur soviel Rucksicht genommen habe, als es mir durcb den Inhalt 
von Menelaos' Sph/irik geboten wurde, verweise ich den Leser, aufser auf 
die in der Abhandlung genannten Arbeiten, auf die Abhandlungen des 
Herm Prof. Fr. Hultsch, und namentlich auf einen trefflichen Spezial- 
aufsatz im Weltall, 2. Jahrg. Seite 49 — 55. Der Verfasser kommt bier 
Seite 53 — 54 zu Resultaten, die, was die Trigonometrie der Ebene betrifft, 
mit den meinigen in Bezug auf die sph&rische vollstandig parallel laufen. 

Ob die Sinusfunktion, wie Hultsch Seite 55 anninmit, schon von den 
Griechen des 3. und 4. Jahrh. n. Chr., oder, wie ich annehme (vgl. Seite 86 
— 88), erst von den Indem eingefiihrt wurde, sagt meiner Ansicht nach 
weniger, da wir doch durch unsere von einander ganz unabhiingigen Unter- 
suchungen beide zu dem SchluTsergebnis gekonmien sind, dafs die Kreis- 
sehne die einzige trigonometrische Funktion der alteren Zeit war, dafs die 
Ersetzung derselben durch den Sinus erst in der Weiterentwickelung dor 
Trigonometrie mehr als eine lediglich formale Verbessenmg wurde, und 
endlich, dafs diese Weiterentwickelung nicht den Griechen zuzuschreiben ist. 

Dafs die EinfUhrung der Sehnenfunktion sich historisch durch die Ein- 
richtung und Anwendung der Hipparchschen Dioptra erklaren lafst, mSchte 
ich gegen Hultschs Annahme bezweifeln (vgl. Hultsch, 1. c. Seite 55); 
dafs Hipparehs Ausrechnungen sich nicht auf die Basis eines gleich- 
schenkligen Dreiecks und dessen Scheitelwinkel, sondem auf die Kathete 
und den gegentiberliegenden Winkel eines rechtwinkligen richteten, ist nlim- 
lich selbstverstandlich und braucht keineswegs ein Resultat der durch die 
Dioptcnnessung gegebenen Dimensionen (Dreieckselemente) zu sein; denn 
jedenfalls mufs das gleichschenklige Dreieck, um aufgelost zu werden, in 
zwei rechtwinklige geteilt werden, ganz unabhftngig da von, welche die ge- 
gebenen Dimensionen sind. Die Griinde dazu, dafs die Kreissehne die erste 
trigonometrische Funktion wurde, stecken auch viel tiefer, als dafs sie 
lediglich in den zufUllig gegebenen Dimensionen bei einer bestimmten Art 



Vorwort. VII 

von Messungen bestehen sollten. Wir miissen uns vor Augen halten, dafs 
das Skelett der trignometrischen Tafeln in der Fomi einzelner bekannten 
Kreissehnen schon gegeben war, dafs eine systematische Behandlung der 
Auflosung von Dreiecken, d. h. eine trigonometrische , immerhin (wie es 
auch heutzutage in unseren elemental" - trigonometrischen Darstellungen ge- 
schieht) auf die Kreissehnenberechnung zuruckzufuhren war, und schliefslich, 
dafs die spharischen Probleme, die eine trigonometrische Behandlung er- 
forderten, die Aufmerksamkeit ganz direkt auf den Durchmesser lenkten, 
wie es in meiner Abhandlung Seite 116 — 118 und 129 dargelegt wird. 

Auf den ktirzlich erschienenen 3. Teil, 77 subsirato mcttemcUico della 
FUosofin ncUurale del Crreci, von Herm Prof. G. Lorias Werk: Le scienze 
esatte ndV antica Grecia habe ich leider keine Riicksicht nehmen konnen. 
In diesem Werk, in dem endlich der Versuch gemacht worden ist, zwischen 
der Mathematik und den Naturwissenschaften der Griechen eine Briicke zu 
schlagen, wird auch (Seite 55 — 62) Menelaos eingehend behandelt, und 
mehrere der Resultate, zu welchen meine Spezialuntersuchungen mich fUhrten, 
werden hier in grofsen Ztigen dargelegt. Nur die Darstellung des Inhalts 
der Trigonometric in Menelaos' 3. Buch leidet an M&ngeln, woran doch 
lediglich die schlechten Menelaosausgaben die Schuld haben. Die vor- 
sichtige Weise, auf welche die Erfindung der Trigonometric und tiberhaupt 
die Vorgange vor Ptolemaios von Herm Loria (Seite 64 — 67) behandelt 
werden, wtlrde mich, selbst wenn die recht klilglich ausgefallene Ehren- 
rettung des Ptolemaios durch Herrn Prof. W. Forster {WeltcUl 2, Seite 16 
— 18) nicht erschienen ware, davon iiberzeugt haben, dafs mein Versuch, 
Delambres, Tannerys, v. Braunmiihls und Hultschs Resultate mit 
Hilfe von Menelaos' SphUrik noch fester zu stellen, vielleicht doch nicht 
ganz wertlos ist. 

Rom, Mai 1902. 

Axel Anthon BjSrnbo. 
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Einleitung. 

/Wahrend die Entwickelungsgeschichte der eigentlichen Geometrie der 
Griechen in den letzten Jahrzehnten von Forschem wie Paul Tannery, 
Cantor, Hultsch, Heiberg, Zeuthen u. a. inuner mehr klar gelegt 
worden ist, und die Reihe der in neuen textkritischen Ausgaben yorliegenden 
griechischen Geometer immer wftchst, giebt es ein anderes Gebiet, das noch 
ziemlich vemachl&ssigt ist. Es ist dies die Litteratur, die entweder als 
„Ijinfiihrung in die Asfronomie*' zu bezeichnen ist, oder die ihre Entstehung 
hauptsSLchlich der Anwendung in der Astronomie zu verdanken bat. Nicht 
nur ist erst die Geschichte des Inbalts dieser Werke herzustellen, sondem 
auTserdem liegen dieselben in so scblechten Ausgaben vor, dafs eine ziemlich 
grofse Herausgeberth&tigkeit vorausgehen muTs, bevor diese Geschichte sich 
ersch5pfend behandeln lUTst. 

Diese Werke gehdren fast alle der Sammlung an, die den Namen 
fUKQog &(SzQovofioviuvog — die mittleren Bucher — ftihrt, weil dieselben 
ihrerzeit als Einleitung zum Studium des Ptolemaios verwendet wurden, 
nachdem der Schtllor erst die Euklidischen Elemente inne hatte. 

Von den Werken dieser Sammlung, die wir hier gebrauchen werden, 
liegt nur Autoljkos^) in einer genugenden Ausgabe vor, dagegen Euklids 
Phainoniena^) und Theodosios' drei Werke ^) in scblechten Ausgaben, oder 
sogar nur in tlbersetzimgen. 

Mit den Werken der eigentlichen Astronomie verhalt es sich schon 
besser. Hipparchs Kommentar gum Aratos,*') Geminos' Eisagoge^) und die 

1) Autoljci de sphaera quae movetur et de ortihuset occasibus, ed. F. Hultsch, 
Leipzig 1886. 

2) Euclidisp/ki^nom^na^ed. D.Gregory, Londonl703; deutsch von A.Nokk, 
Freiburg 1860. 

3) Theodosii sphaerica, ed. Nizze, Berlin 1862; deutsch von Nizze, Stral- 
Bund 1826. 

4) Hipparchi in Arati Phcienomena Commentaria, ed. C. Manitius, Leipzig 
1894 (mit deutscher tTbersetzung). 

5) Gemini elementa cistronomiae, ed. C. Manitius, Leipzig 1898 (mit deutscher 
Chersetzung). 

Abh.K.Oesch. d. math. Wittentch. XIV. 1 



2 Einleitung. 

Astronomie von Theon von Smyrna®) sind schon neu herausgegeben ; die 
Halfte von Ptolemaios' Syntaxis'^) (Almagest) auch; dagegen bilden die 
Kommentare zu letzterer von Theon von Alexandria,®) fiir die wir in 
dieser Abhandlung vielfach Verwendung haben, in dieser Beziehung eine 
Ausnahme. 

Der Verfasser, mit dem wir uns namentlich bescbaftigen werden, Me- 
nelaos von Alexandria, gehort auch zu den von den Geschichtsschreibern 
der Mathematik ziemlich vemachl^ssigten. Sein Hauptwerk, die Sphdrilc, 
das auch zu den mittleren Btichem gerechnet wird, liegt nur in schlechten 
und aufserdem sehr seltenen Ausgaben vor. Wenn dieses Werk, trotz des 
interessanten Inhalts und der offenbaren Originalit^t des Yerfassers, nur 
wenig beachtet worden ist, so kommt es hauptsachlich daher, dafs der 
griechische Text verloren gegangen und das Werk somit nur durch arabische 
Ubersetzungen erhalten ist. 

tJber die unzweifelhafte Bedeutung dieses Werkes ist erst kiirzlich 
Licht geworfen, und zwar von A. v. Braunmuhl, der in seiner Geschichte 
der Trigonofnetrie dem Menelaos das ihm gebuhrende Lob gespendet, wUh- 
rend er schon in zwei vorher erschienenen Abhandlungen^) mit Fug und 
Recht geschiedcn hat zwischen dem, was in der That dem Menelaos, dem 
Nassir-eddin-Tusi und dem Regiomontanus von den Erfindungen auf 
den Gebieten der Spharik und der spharischen Trigonometrie zuzuschreiben 
ist. Leider ist er doch mitunter durch den Gebrauch einer sehr schlechten 
Menelaosausgabe irre geftihrt worden. 

Eine Geschichte der Spharik ist bisher nicht hergestellt. ^®) Nur ge- 
legentlich ist sie in der Geschichte der Astronomie, die sehr eng mit der 
der Spharik zusammenhangt, behandelt worden. In Betracht kommen hier 
auTser Beitrftgen von Nokk, Hultsch und Heiberg^^) namentlich zwei 
grofsere Werke, und zwar die von Delambre und Tannery.^*) 

6) Theonis Smyrnaei opera, ed. Hiller, Leipzig 1878; Th^on de 
Smyrne, par J. Dupuis, Paris 1892 (mit franzOsischer t^ersetzung). 

7) Ptolemde, VAlmageste, par Halm a I — 11, Paris 1813 (mit franzOsischer 
Ubersetzmig) ; Ptolemaei Syntcixis matheniatica, ed. J. L. Heiberg, Pars I, 
Leipzig 1894. 

8) Theonis Alexandrini commentariorutn libri XI, Basel 1538; die Aus- 
gabe von Hal ma (Paris 1822) stand mir nicht zur Yerfugmig. 

9) A. V. Braunmuhl, Geschichte der Trigonometrie I, Leipzig 1900; vgl. 
idem, Nassir Eddin Tiisi und Begiomontan, Abh. der k. Leop.-Carol. Deutschen 
Akad. der Naturforscher 71, 1897. 

10) Vgl. P. Tannery, La geomitrie grecque, p. 12. 

11) Vgl. unten Kap. 4, b. 

12) Delambre, Histoire de Vastrofwmie anciennel — 2, Paris 1817; P. Tan- 
nery, Eecherches sur Vhistoire de Vastronomie ancienne, Paris 1893. — M. Cantor, 



Einleitung. 3 

Delambre giebt eine gute, sehr umfangreiche Darstellung der alien 
astronomischen Methoden mit den modernen verglichen. Seine Darstellung 
ist aber nicht immer deutlich, uberhaupt nicbt leicht zuganglich, und, was 
die gescbichtlichen Erlauterungen betiifft, schon veraltet. Aufserdem steht 
er zu sehr auf dem Standpunkte des modernen Mathematikers, um die Alien 
richiig za beurieilen; es feblt ibni an geschichtlichem Sinn, z. B. eben dem 
Menelaos gegenuber. 

Tannerys Werk isi ebenso klar und deutlich wie geistreich und inter- 
essani; doch scheini Tannery die Sphdrik des Menelaos einer genaueren 
Priifung nicht unterworfen zu haben. 

Miiieilungen fiber die 0berlieferung der SphdriJc des Menelaos finden 
wir bei mehreren Verfassem, die die Thatigkeii der Araber behandeli haben. ^•) 
Die genaueste Zusammenstellung giebt uns M. Steinschneider. ^*) Die 
neuesten Aufschlusse finden wir bei H. Suter.*^) Bei den hebrttischen tlber- 
setzungen mussen wir uns wieder auf die Autoritai Steinschneiders 
stMzen. ^®) 

Ein Vergleich der mittelalierlichen laieinischen tJbersetzung und der 
lateinischen Druckausgaben isi bis jeizi noch nicht untemommen; eine Unter- 
suchung der arabischen und hebrSLischen Handschriften allerdings auch nicht; 
denn, was Steinschneider u. a. geben, isi lediglich eine Cbersichi tiber 
die arabischen Berichie und das vorliegende Handschrifienmaierial. In einer 
Abhandlung tiber die miitleren Bticher in den Handen der Araber erwUhni 
Steinschneider^^ doch eine Pariserhandschrift, die eine miiielalterliche 
lateinische t]^berseizung der Sphftrik enthUlt, und giebt ims als Anregung zu 
nHherer Uniersuchung verschiedene Aufschliisse fiber den Inhali. 

Unser Zweck wird es sein, nachdem wir die Berichie uber Menelaos 
gesammelt haben, zuerst zu yersuchen, den Inhali der Sph^rik fesizusiellen, 
danach diesen Inhali nfther zu uniersuchen, um das Werk des Menelaos 



Geschichte der Mathematik, und R. Wolf, Geschichte der Astronomie, behandeln 
beide einen bo grofsen Sioff, dafs sie auf Detailuniersuchungen verzichten miissen. 

13) Z. B. Leclerc, Histoire de la medecine arahe I— U, Paris 1876; Hammer, 
LitUraturgeschichte d^r Araber. 

14) M. Steinschneider, Die arabischen Ubersetzungen aus dem Chiechischen, 
2. Abschnitt Mathematik, § 111—112, Zeiischr. d. Deutsch. Morgenl. Gesell- 
schafi 50, p. 196 ff. 

16) H. Suter, Die Mathematiker und Astronomen der Araber und ihre Werke, 
Abh. z. Gesch. der math. Wissenschaften, Leipzig 1900. 

16) M. Steinschneider, Die hebrdischen (jbersetzungen des Mittelalters 1 — 2, 
Berlin 1893, 2, § 319, p. 615 ff. 

17) Idem, Die miUleren Bucher der Araber und ihre Bearbeiter, Zeiischr. 
f. Math. u. Physik 10, p. 466 ff. 

1* 



4 Erstes Kapitel. 

in seinen Verhftltnissen zu den Vorg&ngem and den Nachfolgem, sowie die 
Stellung, die es iiberhaupt in der Geschichte der Mathematik und der Asiix)- 
nomie einnimmt, zu beurteilen. 



Erstes Kapitel. 

Die Bericlite fiber Menelaos. 

1. Plutarch (Zeitgenosse des Trajan) „dc fade in orhe lunac" cap. 17 
(Plutarcbi moralia, ed. Bernardakis V, p. 429). 

Hier Mat der Verfesser eine der Personen der in Dialogform gehaltenen 
Abhandlung sich mit folgenden Worten an einen anwesenden Menelaos, in 
dem er den Mathematiker erkennt, wenden: „Ich schdme mich fast, lieher 
Menelaos, in deiner Gegenwart eine maiiiematisclie Thesis, die als Basis 
fiir die katoptrischen Untersudmngen gUt, hervorzuJiehen . . .''. 

2. PtolemaiOS (thatig ca. 125 — 151 n. Chr.), SyntaxisYJl, cap. 3 
(ed. Halma II, p. 25 u. 27). 

Hier werden zwei Observationen mitgeteilt, die „der Geometer Me- 
nelaos" im ersten Begiemngsjahr des Trajan in Rom gemacht hat.^*^*) 

3. PappOS (3. Jahrh. n. Chr.) CvvayGyyri {colkctiones): 

a) IV, 36 (ed. Hultsch, p. 270): „Von den Kurven, die Demetrios 
von Alexandria und Philon von Tyana untersuditen, und die manehe merk- 
uiirdige Eigenschaften hahen, ist eine von Menelaos hesonders hervorgehohen 
und zwar die, die er Va^do|og' nannte/*^^) 

b) VI, 1 (ed. Hultsch, p. 476): Eine Figur, die von drei grofsten 
Kreisbogen umschlossen ist, nennt Menelaos in der Sphdrik jjiglnlevQcv'^}^) — 
An derselben Stelle beweist Pappos vier Satze iiber spharische Dreiecke, 
die wir in Menelaos' Sphdrik wiederfinden. 

c) VI, 55 (ed. Hultsch, p. 602): tJber die Untergange der Tierkreis- 
zeichen hat „ Menelaos der Alexandriner" eine Abhandlung (nQayfiaisla) 
geschrieben. *) — Diese Stelle gehOrt zum Kommentar zu Euklids (pccivo- 
(uvay wo ahnliche Probleme behandelt sind. 



17*) Dieser Bericht wird in der spateren astronomischen Litteratur immer 
wieder reproduziert, zuerst in Proklos^ 'bnorvTCtoaig. 

18) Vgl. Chasles, Apergue historique, p. 23. 

19) Vgl. unten Kap. 4, a. 

20) Die Clsersetzung von Hultsch ^.nQayyAxxticc = commentarium'' ist nicht 
als Kommentar im modemen Sinn dieses Wortes zu verstehen. 
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4. Theon TOn Alexandria (ca. 365 n. Chr.) in den Kommenkbren 
zu Ptolemaios^ Syntaxis: 

a) zu I, cap. 10 (ed. Halm a, p. 110) sagt Theon bei der Erwahnung 
der Sehnentafel des Ptolemaios: „Von Hipp arch wurde nun auch eine 
Abhandlung in 12 BUdtern iiber die Geraden im Kreise verfafst, ferner audi 
von Menelaos eine in 6 BUchern**^^) 

b) zu n, cap. 7 (ed. Halm a, p. 266). Zur Bestatigung der Kongruenz 
zweier spharischer Dreiecke fiigt Theon hinzu: „80 vote es Menelaos in 
der SpMrik heweist",^^) 

c) zu VI, cap. 11 (Baselerausgabe, p. 342 — 43) sagt Theon: ,J)ie von 
Ptolemaios hier vorgefilhrte Theorie lUfst sich hesser erdrtern, wenn erst 
zwd Theoreme der Sphdrik beiviesen werden" Danach referiert Theon zwei 
Kongruenzsatze spharischer Dreiecke mit Beweis. Er schliefst mit den 
Worten: ,J)ies bewies also Menelaos im ersten Buche der Sphdrik/* ^^) 

5. ProkloS (ca. 410 — 485 n. Chr.) im Kommentar zum ersten Buche 
der EtikUdischen Elemente (ed. Friedlein, p. 345) bemerkt zu Euklid I, 25: 
,J)ie Beweise dieses Satzes, die die anderen besorgt haben, woU^n wir kurz 
bericJiten, und zwar zuerst den, welchen Menelaos der Alexandriner erfand 
und mitteUte/* Nun folgt der neue Beweis von Menelaos, danach ein 
anderer von Heron dem Mechaniker. ^) 

Weitere Berichte aus griechischen (oder rSmischen) Quellen habe ich 
nicht finden konnen.'^) Aus den zitierten geht aber schon folgendes hervor: 

Menelaos, aus Alexandria gebUrtig, war in Bom zur Zeit des Begie- 
rungsantritts des Kaisers Trajan (25. Jan. 98 n. Chr.) mit astronomischen 
Beobachtungen, und zwar mit solchen, die zundchst zum Gebraueh eines Fix- 
sternkatalogs zutrdglicli waren, beschdftigt (man schlieDst so wegen der An- 
wendung in Ptolemaios' Syntaxis). — Menelaos* Zeitgenosse, der berUhmte 
Sdiriftsteller Plutarch, kennt und schdtzt einen Menelaos dls iUchtigen 
MathemaiUcer. — Menelaos ist Verfasser einer Sphdrik in mindestens zwei 
Biichern (nach der arabischen ttberlieferung wahrscheinlich drei). In diesem 
Werk hat er dem sphdrischen Dreieck den Namen xQlTtXevQov gegeben, wdcher 
Name spdter von den Griechen allgemein verwcndet wurde (vgl. unten Kap. 
4, a u. c). Im ersten Buche der Sphdrik standen verschiedene FdUe von 
Kongruenz solcher Dreiecke. — Menelaos liat ferner wahrscheinlich eine 



21) Vgl. unten Kap. 6, a. 22) Vgl. unten Kap. 3. 

23) Vgl. unten Kap. 3. 24) Vgl. imten Kap. 4, c. 

25) Theon yen Smyrna (Zeitgenosse des Menelaos) erw^hnt ihn nicht; 
Nikomachos auch nicht. Spatere Verfasser wie Jamblichos (in dessen lelder 
verlorener Sphdrik man zunachst Berichte fiber Menelaos hUtte erwarten kOnnen), 
Porphyrios, Eutokios und Diophant auch nicht. 



6 Erstes Kapitel. 

Seiinmberechnmuj in (J Biichern verfafst, sotvie eine Abhandlung uber Unter- 
gdnge der Zeichen dcs Tiei^kreises. Er hat einen neuen Beweis zu Euklid 1 25 
irgendwo verd/fentlicht und eincr transcendenten Kurve, die cr „die icunder- 
bare'' nannte, seine hesondere Aufmerksamkeit gewidmet 



Es giebt andere Berichte iiber Menelaos, namlich die von den Arabem 
herriihrenden, die jedoch mit gewisser Vorsicht aufzunehmen sind. 

AuTser den Mitteilungen iiber die Sphurik und den Text derselben, 
denen wir ein eigenes Kapitel widmen wollen, sind es die folgenden: 

1. Nach mehreren arabischen Encyklopddien^^) hat Menelaos ein me- 
chanisches Werk verfafst, das ins Arabische iibersetzt wurde. t5l)er den 
Titel desselben gehen die Quellen auseinander. 

So befindet sich nach Casiri^^) im Escorial eine Handschrift (Cod. 
Escur. 905), wo (fol. 360) Menelaos gelobt wird. Es wird da gesagt: 
fJSeine Werke kamen ei'st in syrischei\ dann in arahischer tJhersetzung heraus. 
Er schrich das Buck iiber sphdrische Figuren und: Uiber de quanfitate 
et distinctione corporum mixtorum^." 

Dagegen heifst ein im Cod. Escur, 955 in arahischer Chersetzung ent- 
haltenes Werk: „Menelai ad Timotheum Begem Liber de Statica, ubi 
de Corporum mistorum quantitate et pondere," 

Letzteren Titel nimmt Steinschneider als richtig an.^^) Einen dritten 
hat Wenrich,**) namlich: „De cognitione qiiantitatis discretae cor- 
porum permixtorum." Dieser Titel ist nach Suters Ansicht der richtige, 
weil El-Chazini (ca. 1100) in einer Abhandlung iiber die spezifischen Ge- 
wichte einfacher und zusammengesetzter KSrper Archimedes und Mene- 
laos als Gelehrte nennt, die sich mit dieser Frage beschaftigt haben. *^) 

2. In Kitab-elrFikrist wird Menelaos als Verfasser zu ,,Elemente der 
Geometrie'', redigiert von Tabit ibn Korrah in 3 Traktaten, genannt.^) 



26) Es sind dies: Kitab-al-Fihrist von Abul Farag Muh. b. Ishaq (el Na- 
dim); Tarich el hokama von Ibn el Kifti und Lexicon hibliogr. et encycl. von 
Haji-Khalfa, ed. Fliigel, Leipzig 1836 — 68. — Das Mathematikerverzeichnis 
im Fihrist ist von H. Suter ediert, Zeitschr. f. Math. u. Physik 87, Supplement. 

27) Casiri, Bibl. Arabico - Hispan. Escuriahnsis I — H, Codices Math. I, 
p. 339 ff. 

28) Steinschneider, Arab. Ubers. § 112. 

29) Wenrich, de auct. Graec. verss. Syriac. Arab. p. 211. 

30) Suter, 1. c. p. 226. In Suters Obersetzung von Fihrist heifst der Titel: 
„Uber die Kenntnisse der Grrofse und Einteilnng der t^erschiedenen Kdrper, verfafst 
im Auftrag des Kaisers Domitian**. Dafs mit KOrper nicht HimmelskSrper ge- 
meint sind, wie Suter damals vermutete, ist spater klar gelegt worden. Cber den 
Namen „Domitian*^ thut man nach Steinschneider am besten zweifeln. 
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3. Dieselbe Bibliographie schreibt dem Menelaos ein ,,Buch der 
Dreiecke" zu, von welchem nur ein kleiner Teil ins Arabische iibersetzt 
worden ist.^®) 

Man muTs also annehmen, dafs ein bisher ganz unbekanntes meoha- 
nischesWerk von Menelaos, und zwar ein hydrostatisclies imCod. Escur. 955 
in arabischer €l)ersetzung vorliegt. Es scheint uns dies nicht mit den 
tibrigen Leistongen unseres Verfassers zu stimmen. Die griecbischen Astro- 
nomen schrieben jedoch oft mechanische Werke, Hipparch z. B. „7r£^l tc5v 

(]l)er den Titel: ^Eiemenie der Geometrie" schreibt Stein Schneider: 
,J)%eses sonst wnhekannte, verddchtigc Buck ist von Kifti tceggelassen , und 
Chwolson ertcdJmt es in seinem Verzeidmisse von Thahits Schriften gar 
nicht.'* — Es wiirde aber mit der oben zitierten bisher unbeachteten Notiz 
von Proklos durchaus passen, dafs Menelaos ein solches Werk verfafst hat.'^) 

Ob Menelaos vielleicht in diesem Buch oder in einem „Bucfi der 
Dreiecke** Reihen von Dreiecksatzen in der Ebene, die wir in Euklid nicht 
finden, den von ihm auf der Kagel bewiesenen analog, wie z. B. die voll- 
standige Kongruenztheorie, gesammelt hat, lassen wir dahingestellt. 

4. Im Jiber trium fratrwm** (ed. Curtze, p. 150)^^^) wird dem Menelaos 
„in seiner Geometrie" eine Wiirfelverdoppelung zugeschrieben, und zwar die- 
selbe, die man nach Eutokios allgemein dem Archytas von Tarent beilegt. 

Der Erfinder dieser Wiirfelverdoppelung war jedenfalls Archytas; 
denn Eutokios**) sagt ausdrticklich: ^^H ^Aq^vtov e^QrjGig^ mg Eidriiiog 
tCTOQet^', und Eudemos, unsere beste Quelle, was die griechische Mathe- 
matik betrifft, lebto ca. 400 Jahre vor Menelaos. 

Ob Archytas' Beweis vielleicht splLter in demselben Werke, in welchem 
Menelaos (nach Pappos' Bericht) die paradoxale Kurve behandelte, auf- 
genommen wurde, miissen wir dahinstellen. Archytas' Verfahren besteht 
in der Bestimmung des Schnittpunktes einer Kegelflache mit einer cylindri- 
schen Raumkurve (der sogen. Tore). Die paradoxale Kurve des Menelaos 
ist nach einer Hypothese von Tannery***) dieselbe wie die Kurve des 

31) Simplikios, de coelo I, p. 61 B. 

32) NachtrS^glich erfahre ich, dafs Gino Loria in seinem Buch: Le scienze 
esatte nelV antica Grecia HI, p. 60 den Bericht des Proklos zitiert. 

83) yLiher trium fratrum** riShit von Muhammed, Ahmed und Alhasan, 
S6hnen des Mtisa ibn Sch&kir, die in der ersten Halfte des 9. Jahrh. lebten, 
her. Curtzes Ausgabe befindet sich in Nova acta der ksl. Leop. -Carol. 
Deutschen Akad. der Naturforscher 49, Halle 1886. 

34) Archimedis opera omnia, ed. Heiberg EI, p. 98 ff. 

34*) Vgl. Tannery, Notes pour Vhistoire des courhes et des surfaces dans 
Vantiquite, Bullet, des sciences math, et astr. Tome VTI — Vlll. 
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Viviani, d. h. die Kurvc von doppelter Kriiinmung, die durch Schnitt einer 
Cylinderflache mit einer Eugel entsteht. Angenommen, dafs Tannerys Hy- 
pothese richtig ist, so wiirden wir uns allerdings leicht vorstellen konnen, 
daiJs Menelaos den Beweis des Archytas reproduziert hat.'^) 



Auch tiber die astronomische Thatigkeit des Menelaos finden wir Auf- 
schliisse bei den Arabem. Die in Frage kommenden Nachrichten habe ich 
anderswo (Bibl. math. 1901, p. 196ff.) zusammengestellt. Die Resultate dieser 
Untersuchung werde ich hier knrz wiederholen: 

1. Al-Battani (f ca. 928) stutzt seine Bestimmong der Prftcession 
der Nachtgleichen (vgl. Albategnius, De numcris et motu stellar um fixa- 
rum, transl, a Platone Tihurtino, Bononiae 1645, p. 201 — 202) auf drei 
Observationen, die er dem Menelaos zuschreibt. Die eine dieser Observa- 
tion en hat er der Syntaxis entnommen, wie er aach selbst sagt. 

Fur die zwei anderen scheint er sich auf ein Werk von Menelaos 
selbst zu stiitzen. Wenigstens geht es aus den Zahlenwerten dieser zwei 
L&ngenbestimmungen hervor, dafs dieselben kamn mit Hilfe der Syntaxis 
des Ptolemaios von Al-Battani unterschoben sein k5nnen. Dann werden 
wir aber gezwungen anznnehmen, dafs Al-Battani in der That authen- 
tische von der Syntaxis unabhftngige Berichte uber Fixstembestimmongen des 
Menelaos besafs. 

Es scheint zun&chst, dafs Ptolemaios und Al-Battani aus den ihnen 
zur Yerf&gung stehenden menelaischen Bestimmungen nur einzelne fui* ihre 
Pr&cessionsberechnung besonders geeignete herausgegriffen haben. Die vier 
tiberlieferten Bestimmungen (Sirius, Regulus, Spica und /3 Scorpii) lassen 
uns auch annehmen, dafs Menelaos' Fixstembestimmungen eine betrUcht- 
liche Anzahl ausgemacht haben. Dagegen scheinen sie nicht besonders gut 
gewcsen zu sein, indem die LSngen im allgemeinen ca. 1^ zu klein geworden 
sind. Die Ursache ist wahrscheinlich ein Irrtum in Bezug auf den Dnter- 
schied des siderischen und des tropischen Jahres. 

Die fehlerhafte Pr&cessionsberechnung in Ptolemaios' Syntaxis ist 
wahrscheinlich eine Folge dieses Irrtums, die auch die Pracession des Al- 
Battani beeinflulst haben diirfte, obwohl naturlich in minderem Umfang. 

Bemerkenswert ist, dafs Al-Battani offenbar viel mehr Vertrauen zu 
Menelaos' Bestimmungen hatte als zu denen des Ptolemaios. Da die 



36) Nach Curtze, 1. c. p. 168 wird im liber trium fratrum auch die archi- 
medische Berechnimg der Kugel-Oberflache und -Volumen der „Geometrief* des Me- 
nelaos zugeschrieben. Dies beruht aber lediglich auf einer unrichtigen Text- 
korrektur; vgl. meinen Aufsatz in Bibl. math. 1902, Uber zwei fnath. Hss. aus 
dem 14. Jahrh. 
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von Ptolemaios angenommene Pracession nach Al-Battani falsch war, 
und man nach dem Inhalt von Ptolemaios' 7. Buch annehmen mufste, 
dafs sein Fixstemverzeichnis nicht ein Ergebnis eigener Beobachtungen, 
sondem eine Kompilation aus den Arbeiten seiner Vorgftnger war, so war 
es notwendig, einen dieser Vorganger als den eigentlichen Beobachter zu 
betrachten, und dementsprechend die Langen im Ptolemaios zu korrigieren. 
Al-Battanis Bericht zeigt uns, dafs man damals den Menelaos als diesen 
wahren Beobachter betrachtete. Noch bestimmter entschied sich ein Nach- 
folger des Al-Battani fur Menelaos, nUmlich: 

2. Abul-Hosein Abdalrahman Al-Sufi (f 986). Er berichtet in 
seiner ,^bhandlung iiber die Fixsterne mit Figuren** (ediert von Schjellerup 
St. Petersburg 1874, p. 42), dafs Ptolemaios sein Fixstemverzeichnis durch 
Addition von 25 Minuten zu den LUngenbestimmungen des Menelaos her- 
stellte, und zwar bei alien in seinem Katalog aufgenommenen Stemen. Es 
stinmit dies allerdings mit den Angaben in der Syntaxis in Bezug auf die 
zwei in diesem Werke referierten Beobachtungen des Menelaos. Es stimmt 
aber keineswegs ffir die zwei von Al-Battani dem Menelaos zugeschriebenen 
L&ngenbestimmungen, von denen die eine um 40', die andere um 20' von 
den Langen in Ptolemaios' Katalog abweicht. 

Durch die Behauptung aber, dais Menelaos ein grofses Fixstemver- 
zeichnis verfafst hat, erreicht Al-Sufi, den Katalog des Ptolemaios als 
einen fOr eine bestimmte Zeit giiltigen verwenden zu konnen. Dementspre- 
chend hat er auch mit Hiilfe der Pracession des Al-Battani die Langen 
im Ptolemaios, nachdem er dieselben zuerst auf die Zeit des Menelaos 
zurtlckgefiihrt hat, zur Herstellung seines eigenen Fixstemkatalogs bentitzen 
k5nnen. 

Aus diesen Grfinden kdnnen wir dem Bericht des Al-Sufi keinen 
Glauben schenken, sondem miissen ihn als eine aufgebauschte Interpretation 
betrachten, die Al-Sufi brauchte, um sein eigenes Verfahren nicht in Mifs- 
kredit zu bringen. 

Al- Sufis Werk wurde um das Jahr 1256 ins Kastilianische unter 
dem Titel „Aholfazen (oder Alhohazen): Libra de Uis estrellas** ubersetzt, 
und der Bericht tiber Menelaos' grofses Fixstemverzeichnis wurde bis auf 
Copernicus und Tycho Brahe als authentisch betrachtet (vgl. die oben 
erwahnte Abhandlung in Bibl. Math. 1901, p. 196 ff.). 

3. Haji-Khalfa (ed. Fliigel III, p. 471) notiert in seinem Werkver- 
zeichnis: „observationes asironomicae a Mendao anno 854 (d. h. 107 n. Gir.) 
factae" 

Die vorhergehende Zusanmienstellung der uns iiberlieferten Berichte fiber 
Menelaos zeigt, dafs seine Verfasserwirksamkeit wenigstens folgendes umfafst: 
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1. Spharik (3 Biicher). 

2. Tiber die Geraden im Kreise (6 Biicher). 

3. Hydrostatik. 

4. Abhandlong iiber die Unterg&nge der Tierkreiszeichen. 

5. Elemente der Geometrie (3 Biicher?). 



6. Irgend eine Pablikation fiber transoendente Enrven. 

7. Eine Beihe von Fizstembestimmangen. 

8. Buoh der Dreieoke? 



Zweites Kapitel. 

Die tberlieferung der Spharik. 

Der griechische Text der Sphdrik ist wie gesagt verloren, und unsere 
Kenntnisse derselben verdanken wir also lediglich den arabischen oder den 
nach (lenselben gemachten hebraischen und lateinischen tJTjersetznngen. Weil 
aber die Araber nach ihrer Gewohnheit das von ihnen hoch geschatzte Werk 
iramer neu revidierten, ist die tJberlieferungsgeschichte eine ziemlich ver- 
wickelte geworden. 

Zu meinen Untersuchungen stand mir zuerst nur die Druckausgabe 
von Hal ley zur Verfiigung. '*) Ich fiihlte aber bald, dafs ich nach einer 
ganz Tinsicheren Grundlage arbeitete. In einem Beweis wurde nach dieser 
Ausgabe die sinus versus-, in Corollaren die tangens-Funktion gebraucht. 
Die Griechen batten aber, wie bekannt, keine Kenntnis dieser Funktionen. 
Cberhaupt kara mir vieles in den Beweismethoden ungriechisch vor. Aufser- 
dera war es mir iiberhaupt unmOglich, Hal leys Zusatze von dem Text der 
Sphdrik zu unterscheiden. 

Es gelang mir dann, die Maurolycusausgabe^'') zur Hand zu be- 
kommen. Dieselbe war jedoch ganz unanwendbar. In der Vorrede sagt der 
Herausgeber selbst, dafs er „nk}it m6glichst riele, sondern passendef* Theoreme 
von ihm selbst hinzuftigen wtirde. Die letzte Halfte des dritten Buches 



36) Menelai Sphaericorum lihri III, quos olim, coUatis MSS. Hebraeis et 
Arabicis Typis exprimendos curavit Vir. CI. Ed. Halleius; Praefationem addidit 
G. Costard, Oxonii 1768. 

37j Theodosii Sphaericorum elementorum lihri III ex trad. Maurolyci 
Messanensis Mathemathici ; Menelai Sphaericorum lihri II J ex trad, eiusdem; 
Maurolyci Sphaericorum Ithri II etc. Meaaanae 1658. 
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hat er nicht mitgenommen , well er sie fiir eine genauere Erorterung in 
seiner eigenen Sphdrik zurfickhalten wollte. 

Es wurde mir klar, dafs ich zu den Handschriften Zuflucht nehmen 
mofste, und zwar zu den lateinischen, well ich die arabischen so wenig wie 
die hebr&ischen lesen konnte. 

Nun steht im Verzeichnisse '®) fiber die von Gerhard von Cremona 

am Schlufs des 12. Jahrhunderts zu Toledo erledigten t3l)ersetzungen aus 

dem Arabischen: 

,JLiber Milei tradatus III** 

„ Mile us" ist aber nur eine durch Mifsverstandnis des Arabischen hervor- 

gerufene Verdrehung von „Menelaos". 

Diese ftlteste lateinische Cbersetzung vermutet Steinschneider'®) in 
dem oben erwfthnten Pariser Codex Nr. 9335 zu finden; denn da befindet 
sich ein „li&er Mileij de figuris spericis" in 3 Traktaten (Biichem). Einzelne 
andere lateinische Menelaoscodices sind ihm und anderen bekannt, jedoch 
nur dem Namen nach. 

Nach den Katalogen und Handschriftenverzeichnissen nahm ich mir 
vor, das vorliegende Material genauer zu konstatieren, und es gelang mir, 
die Existenz von 17 bis 18 lateinischen Handschriften festzustellen, die nach 
den Titeln alle Menelaos' Sphdrik enthalten. Von 9 dieser Handschriften 
kann ich konstatieren, dafs sie alle Abschriften derselben mittelalterlichen 
lateinischen ttbersetzung sind, indem ich 5 selbst koUationiert habe, wILh- 
rend mir mein friiherer Eollega cand. Raphael Meyer uber die 4 anderen, 
die alle in Rom liegen, wertvoUe Aufschliisse gegeben hat. Die 5 von mir 
kollationierten sind: 

1. Cod. Parisinus Arsenalis 1035, 15. Jahrh.^) 

2. Cod. Parisinus 9335 (Bibl. nationale), 14: Jahrh.*^) 

3. Cod. S. Marco Venetiar. CI. XT, 90, 14. Jahrh. 

4. Cod. S. Marco Venetiar. CI. XI, 63, 15. Jahrh.**) 

5. Cod. Vindobonensis 5277, ca. 1525.") 

38) Vgl. Boncompagni, delta vita e delle opere di Gherardo Cremo- 
nese, Roma 1851; Wiistenfeld, Die Uhersetzungen arabischer Werke in das 
Lateinische, Abh. d. k. Gesellsch. d. Wise, zu GOttingen 22, u. a. 

39) Zeitschr. f. Math. u. Physik 10, p. 483 ff. 

40) Catal. des manuscrits de la hihl. de I' Arsenal, par M. Martin IT, p. 246, 
Paris 1886; vgl. Leclerc, 1. c. II, p. 410 u. 492. 

41) Inventaire des manttscrits latins conservee a la hihl, not. sous Us numeros 
S823— 18613, par L. D^lisle, Paris 1863—71, p. 28; vgl. oben Steinschneider 
und Leclerc. Eine Beschreibung ds. Hs. gebe ich in Bibl. math. 1902. 

42) Bibl. manuscripts ad S. Marc. Venetiarum digessit J. Valentinelli, 
Venetiis 1871, Codd. mss. lat. IV, p. 218, 249 u. 266; vgl. unten Note 168. 

43) Tabulae codd. mss. praeter Graecos et orientales in Bibl. PcUatina-Vindob. 
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Die vier Handschriffcen, die nach den Aufschliissen von Hm. Meyer 
denselben Text enthalten, sind: 

6. Cod. Vaticanus 4571 e Fondo Vaticano. 

7. Cod. Vaticanus 1351 e Fondo Palatino. 

8. Cod. Vaticanus 1261 e Fondo Reginae Sueciae. 

9. Cod. Vaticanus 1268 e Fondo Reginae Sueciae. 

Mit Sicherheit vermute ich denselben Text in folgenden 6 Handsehriften : 

10. Cod. Digby 168 (Oxford): „Excef'pta ex libri^ Milei sive Menelai 
Alexcmdrini de figuris sphaericis", 13. Jahrh. (nur Fragmente). 

11. Cod, Digby 178 (Oxford): „Propositiones in lihris tribus Sphaeri- 
carum Menelai sive Milei additis hie illic demonstrcUionibus", 14. — 15. Jahrh. 
(nur Fragmente).**) 

12. Cod. Rheno-Trajectoriae (Utrecht) 725 „Mylaeus, opus de figuris 
sphaerids'*, 15. Jahrh. *^) 

13. Cod. S. Marco Venetiar. CI. XI, 5. ,Ji£endai de figuris sphaericis** , 
15. Jahrh. *2) 

14. Cod. S. Marco Florent. 184. „Tractatus Milaei et Campani" (defekt). 

15. Cod. S. Marco Florent. 203. ,yMileii Bomani de figuris sphaericis"^^) 
Dagegen enthUlt: 

16. Codex Parisinus 7251 : „Menelai Sphaericorum libri tres Fr. Mau- 
rolyco interpreted, 16. Jahrh. *^) wohl entweder eine Abschrift der Maurolycus- 
ausgabe, oder aber gehdrt dieser Codex dem schiiftlichen Nachlals dieses 
Herausgebers. 

17. Cod. Bodleianus 6556. 9. ,JiIenelai Sphaerica quaniplurimis Maur 
rolyci et SavUii propositionihus adauda"^^) ist ohne eine genauere Unter- 
suchung Qberhaupt nicht zu beurteilen. 

18. AuJjserdem liegt vielleicht in Cuen9a (Spanien) eine sehr alte 
Menelaoshandschrift; denn im „Inventario de las alaja Mueblas y libro** des 



IV, Wien 1870, p. 82--83. Diese Wienerhandschrift iHt von Jobs. VSgelin ge- 
Bchrieben. 

44) Gated. Mss. Angliae et Hybemiae, Oxford 1697; und Catal. Codd. 3{ss. Bibl. 
Bodleianae IX, Codd. a Kenelm Digby anno 1634 donates, confecit Macray, 
Oxford 1883; vgl. Steinschneider, Wenrich u. a. 

46) Cat codd. mss. bibl. universitatis Bheno- Trajectoriae, ed. Th i e 1 e , Utrecht 1887 . 

46) Boncompagni, Delle versiotii fatte da Platone Ttburtinc, Atti delT 
accad. pontif de'nuovi lincei tomo TV, p. 279 — 280; Montfaucon, Bibl. biblio- 
thecarum ms8. nova, Paris 1739, I, p. 427; Steinschneider, Zeitschr. f. Math, w 
Fhysik 10, p. 484. 

47) Cat codicuni mss. bibl. regiae III, Tome IV, Paris 1744; vgl. Fabritius 
IV, p. 24. 

48) Cat Mss. Angliae et Hybemiae, Oxford 1697. 
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Bischofs Palomeque vom Jaiire 1273 befindet sich eine Biicherliste, 
worin als Nr. 29: „Alfagrano, Teodosio, Anarico, Mileo, con otros 
libros de geoinetria" tlber die Sprache, worin sie verfafst ist, wird nichts 
angegeben.*®) 

Wir sehen also, dafs wir vor der Maurolycusausgabe^) nur eine latei- 
nisohe tJbersetzung finden, und dafs die Handschriften , die sie enthalten, 
meistens, ja bis zur Mitte des 15. Jahrhunderts ausschliefslich den ver- 
drehten Namen Mileus, Mileius, Milaeus oder Mjlaeus haben. Wenn 
auTserdem die Mileoshandschriften sich yom 13. Jahrhandert bis ztim An- 
fang des 16. erstrecken, so stimmen diese Thatsachen durchaus damit tiber- 
ein, dafs diese Cbersetzung von Gerhard von Cremona ist. Auch hat 
anfser Gerhard unseres Wissens niemand vor Maurolycus es versucht, 
Menelaos zu tibersetzen. 

Die Redaktion der Sphdrik, die wir hier vor uns haben, ist durch 
folgende Eigentiinilichkeiten gekennzeichnet: 

1. Das Werk ist in 3 Biicher geteilt und zwar mit bezw. 44 oder 45, 
8 und 15 Satzen. 

2. Definitionen fehlen ganz. 

3. Das erste Buch ist in gewissen Beziehungen von den zwei folgenden 
verschieden; so wird „sphdrische8 Dreieck" (tQCTtksvQOv) im ersten Buche 
„trianguhi$ ex arctilyus drculorum magnorum super superficiem sphaerae^^, in 
den zwei letzteren „trilatera figural'^ genannt. Das erste Buch ist aulserdem 
genauer und umst&ndlicher als die zwei anderen. Wir k5nnen deshalb ver- 
muten, dafs wir hier eine Mischung von zwei verschiedenen Redaktionen 
oder eine Redaktion von zwei Bearbeitem vor uns haben. 

4. Hiermit stimmt es durchaus, dafs I, 41 — 44 (oder nach anderen 
Mileushandschriften I, 42 — 45) als II, 1 — 4 wiederholt wird, und zwar in 
anderer Redaktion. 

5. Piir „sinus" wird ,, nadir nrcus" gebraucht. In dem griechischen Text 
stand ohne Zweifel t] -foro rijv dCnkw (d. h. die Sehne des doppelten Bogens). 



49) Francisco Martinez Marina, Ensayo historico-critico sobre la legi^la- 
don, Madrid 1884, I, p. 8; vgl. R. Beer, Die Handschriftenschatze Spaniens, Wien 
1894, p. 127. — Anarico ist wahrscheinlich Anaritins, d. h. Al-Narizi, dessen 
Euklid-Kommentar kiarzlich arabisch von Besthorn u. Heiberg, lateinisch von 
Curtze ediert wurde; vgl. Bibl. math. 1901, p. 304—65. 

50) Deutschland, das sonst gar keine lateinischen Menelaoshandschriften zu 
besitzen scheint, hat wiedenim eine Abschrift der Druckausgabe von Mauroly- 
cus und zwar in Erlangen, Cod. 909. Der Abschreiberlohn war 3 fl. 50 d., wie es 
der Katalog mitteilt. 
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Eine dem Griechischen entsprechende Bezeichnungsweise hat sich vielleicht 
in den alteren arabischen Menelaoscodices erhalten, wodurch der Gebrauch 
von „nadir arms'' in der Mileusiibersetzung sich erkl^ren lafst; denn „nadir 
arcus" wird so definiert: „Et ego quidem nan significo, cum dice nadir arcus, 
nisi lineam, qui stibtendHur duph iUius areas." — In spSteren arabischen 
Menelaoshandschriften wird „sinus'' gebraucht, ebenfalls in den beiden Druek- 
ausgaben, obwohl Maurolycus die Bezeichnung „nadir arcus*' kennt. 

6. Man spiirt deutlich eine Einteilung des Textes in mehr als die 
erwilhnten 44 (45), 8 und 15 Slltze, und zwar durch nach den einzelnen 
Beweisabschnitten eingeschaltenen: „et iHud est quod declarare uoluimus/' 



Diese Klteste lateinische Oerhardsche Mileusiibersetzung habe ich nun 
mit den Druckausgaben verglichen, und zwar mit dem Kesultate, da£s der 
Text, den Halley zu seiner Druckausgabe gebraucht hat, von derselben 
arabischen Bedaktion stanunt, wUhrend dagegen der mit Zuslltzen iibersfteten 
Mauroljcusausgabe eine andere arabische Bedaktion zu Grunde lag. 

Zur Basis meiner Untersuchungen habe ich nun hauptsachlich die Ger- 
hardsche Cbersetzung gebraucht, oder, was dasselbe ist, die Halleyausgabe 
nach dieser Cbersetzung korrigiert. 

Ich bin doch in der glUcklichen Lage, Stellen, namentlich im dritten 
Buche, die ein besonderes Interesse haben, mit anderen Bedaktionen yer- 
gleichen zu kdnnen, indem ich von Hm. Dr. B. Be s thorn yerschiedene 
wichtige Aufschltisse liber zwei arabische Leidenercodices (399^^) u. 930) 
bekommen habe. tlberall, wo ich diese Codices erwUhne, geschieht es also 
nur durch das freundliche Entgegenkommen Dr. Besthorns. 

Durch seine Aufschltisse wird es bestatigt, dais die verschiedenen Mene- 
laosrezensionen wenigstens stellenweise ziemlich yiel von einander abweichen. 
Der sogenannte „Satz des Menelaos" ist z. B. im cod. Leid. 930 und in 
der Bedaktion, die Gerhard und H alley verwendeten, ganz verschieden 
redigiert.^^) 

Eine genaue Untersuchung des Unterschiedes der Bedaktionen Iftfst sich 
nur durch gewissenhafte Priifung der arabischen Handschriften bewerkstelligen. 
Die Berichte der arabischen Encyklopttdisten soundsovielmal wieder abzu- 
drucken, ist dagegen eine ziemlich erfolglose Arbeit. Weil ich es aber 
nicht besser machen kann, beschranke ich mich auf eine ganz kurze tlber- 
sicht der verschiedenen Bezensionen in chronologischer Folge.^^) 



51) c. 399 enthalt die Bedaktion von Al-Harawi, 930 die von Abu-Nasr- 
Mansur. 

62) Vgl. unten Kap. 6, b. 

53) Die wichtigsten Notizen fiber die Bezensionen des Menelaosteztes stehen 
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Menelaos richtet seine Vorrede an einen Fiirsten (El-Lad zi nach Haji- 
Khalfa) mit den Worten: „0 princeps! inveni ego rationem demonstrativam 
praestantem etc*' So fangt nach Besthorn auch cod. Leid. 399 an. 

Die tlbersetzung riihrt angeblich von Isak ben Honein (f 910) her; 
dieser wird namlich in mehreren Handschriften als tJbersetzer genannt. Ob 
Tabit ibn Korrah (f 901), der im Anschlufs an Menelaos' Sjyhdrik 
(doch ohne Menelaos za nennen) eine Abhandlung verfafst hat, zu dieser 
altesten tJbersetzung beigetragen hat, lassen wir yorlHufig dahingestellt. ^) 

Die verschiedenen Kedaktionen, die wohl durch Revision der altesten 
l}l)ersetzer entstanden sind, stammen von: 

1. Al-Mah&ni (Zeitgenosse von Tabit ibn Korrah); er nahm, um 
das Werk verstandlicher zu machen, eine Revision vor, brachte aber nur 
das erste und die Halfte des zweiten Buches zu Ende; der Rest ist von 
Ahmed -ben- Said -al-Harawi (Zeit unsicher) erledigt worden. — Diese 
Redaktion liegt im Cod. Leid. 399 vor und enthSlt zwei Biicher. 

2. Abu-Nasr-Mansur; er beendigte eine neue Redaktion in den Jahren 
1007 — 8. — Diese liegt im Cod. Leid. 930 vor und enthlllt drei Bticher. 

3. Zeitlich folgt hier die lateinische tlbersetzung von Gerhard TOn 
Cremona (1114 — 1187), deren Eigentiimlichkeiten ganz mit denen liber- 
einstimmen, die wir der Redaktion von Al-Mahani und Al-Harawi zu- 
trauen m5chten. Es scheint doch dies nicht aus den Handschriften hervor 
zu gehen. 

4. Nassir-eddfn-T&si war mit den verschiedenen Redaktionen in 
Verlegenheit, blieb aber bei der von Nasr-Mansur, und beendigte seine 
durch Revision der vorigen gemachte Redaktion im Jahre 1265; sie ent- 
hielt drei Bticher.^^) 

5. Ibn-abu-Schukr untemahm um 1265 wahrscheinlich noch eine 
Redaktion. ^«) 



in Haji-Khalfa, ed. Fldgel I, p. 390 und V, p. 48 und rilhren angeblich von 
NaBflir-eddin-Tusi her. 

54) In T&bit ibn Eorrahs Werk: De figura sectoris finden sich nSmlich 
keine sicheren Spuren davon, dafs er Menelaos' Spharik gekannt hat. Tdbits 
Werk, von dem bisher nur Fragmente bekannt geworden sind, habe ich nach cod. 
Paris. Arsenal. 1035 (lateinisch) untersucht. 

55) Diese Redaktion liegt im cod. Berol. M. f. 358 und M. q. 559 vor; vgl. 
Steinschneider, Bibl. math. 1898, p. 73 ff. Auch Cod. Palat.-Medic. 271 und 
286 (Firenze) sollen diese Redaktion enthalten. 

56) Diese Redaktion liegt in India Office (London) 741 vor; vgl. Loth, Ca- 
talog of the Arabic Manuscripts in the library of the India Office, London 1877. 
Steinschneider kennt im ganzen 15 arabische und 3 hebrllische Menelaoshand- 
Bchrifken; vgl. Arab. Ubersetz. Register. 
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6. Eine hebr^sche tJbersetzang besorgte Jacob ben Machir (Prophiat) 
(t 1307—9) aus der FamUie Tibbon aus MarseiUe urn das Jahr 1273.") 

Cber andere BearbeituDgen oder Cbersetzungen vor der Maurolycus- 
ansgabe (1558) liegen keine Berichte vor. 



Nach den Angaben von Nassir-eddin-Tusi war die Biichereinteilung 
und die Anzahl der Sfttze sehr verschieden; letztere variierte im ganzen 
zwischen 85 und 91. Bei Hal ley treffen wir aber nur 63 und in der 
tlT^ersetzung von Gerhard wegen der erwahnten Wiederholung von 4 Sfttzen 
67. Dieser Unterschied kommt aber nur davon, dafs die Araber die Beweise 
des grieohischen Originaltextes zerteilt haben, und zwar nach den Figur- 
beschreibungen, sodaTs sie meistens fiir jede neue Figur einen neuen Satz 
z^hlen. In der Hallejausgabe haben wir in den nach den einzelnen Be- 
weisabschnitten hineingefilgten „q. e. d." ein Eriterium f£Lr die arabische 
Einteilong. 

Bechnet man nach der Araber Art, so bekommt man bei Oerhard, 
sowie bei H alley ca. 90 S&tze. Jeder in der griechischen Darstellungs- 
weise bewanderte Forscher wiirde jedoch sogleich, wie es Gerhard gethan, 
die urspriingliche Einteilung wiederherstellen. 

Dafs aber auch die arabischen Redaktionen gegenseitig eine verschiedene 
Satzanzahl haben, kommt wohl, aufser von der Wiederholung der 4 Satze 
im zweiten Buch, von verschiedener Scandierung der urspriinglichen Satze 
und von hinzugefiigten aliter-Beweisen, welche letztere nach Besthorn als 
selbstandige Satze numeriert sind. 

€herhaupt, glaube ich, werden die Abweichungen sich auf ganz ver- 
schiedene Beweise einzelner Satze beschnlnken, bei denen man leicht ent- 
scheiden kann, ob sie griechisch sind oder nicht, femer auf aliter-Beweise, 
und iibrigens auf formale Abweichungen, namlich Sprach-Einteilungs- oder 
Figurdifferenzen, sodals es mit Herannahme hinreichlichen Handschriften- 
materials nicht unflberwindliche Schwierigkeiten bieten wird, den realen 
mathematischen Inhalt des urspriinglichen Textes festzustellen. 



57) Vgl. Steinschneider, Hehrdische ifbersetzungen 11, p. 516. 
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Drittes Kapitel. 

Die Druckansgaben der Spharik. 

A. Die Halleyausgabe (Oxford 1758). 

Steinschneider^®) giebt mehrmals seinem Bedauem darHber Ausdruck, 
dafs die Vorrede, mit der Costard diese Ausgabe (die erst 1758 erschienen 
ist, wahrend Halley schon 1742 gestorben war) einleitet, in den ihm be- 
kannten £xemplaren fehlt. Das mir zur Verfugimg stehende Exemplar ans 
der kgl. Bibliothek zu Kopenhagen enth&lt gliicklicherweise diese Vorrede. 

Aus dieser geht folgendes hervor: Hal ley bat seine tJbersetzung baupt- 
sftchlich nacb der bebraiscben gemacbt. Nacb verscbiedenen Zeugnissen 
glaubt Costard, dafs er namentlicb Codex Huntington 6270. 524*^) (der- 
selbe wie Bodl. Uri 433) gebraucbt bat. Vermutlicb bat er, meint Costard, 
aucb Codex Huntington 6303. 557^®) (Bodl. Uri 431) verwendet. Derselbe 
fabrt den Titel: „Codex (Menelai) de figuris Sphaericis ex Versione B. Isaaci 
filii Honaini/' Die beiden Handscbriften sind bebraisch, letztere defekt. — 
Aus Hal leys Noten erbellt, dafs er aucb arabische Handscbriften ver- 
glicben hat. Costard glaubt, dafs es die im Arcbiv Selden A. Nr. 5 u. 6 
sind (d. b. Bodl. Uri 875 u. 895). Ira Scbluis der Vorrede polemisiert 
Costard gegen Pater Mersenne und die von diesem mit ganz ungentigen- 
den Erlauterungen versebene, im Jabre 1644 besorgte Menelaosausgabe. 

Icb glaube jedocb, dafs Ha Hey die arabischen Codices sebr wenig 
benutzt bat. In seinen Noten sagt er stets, dafs er bier wie sonst den 
bebraiscben Handscbriften gefolgt ist; mebrmals referiert er bebraiscbe Worte, 
nur einmal ein arabisches. Desbalb bezweifle icb nicbt, dafs wir in der 
Halleyausgabe eine freie lateiniscbe Cbersetzung der bebraiscben von Jacob 
ben Macbir vor uns baben.*^) Ob aber letzterer dieselbe arabiscbe Re- 
daktion wie friiber Gerbard vei-wendet bat, oder ob er vielmebr Gerbards 
lateiniscbe Cbersetzung gebraucbt bat, ist von geringerera Interesse; denn 
in beiden Fallen ist die direkt nacb dem Arabiscben vom gewissenbaften 
Gerhard untemommene Cbersetzung zuverlassiger als der Text der Halley- 



68) Zeitscbr. f. Math. u. Pbysik 10, p. 481 — 482; Hebrdische tlbersetzungen 
n, p. 516. 

69) Vgl. Cat. Ms8. Angliae et Hyberniae und die Erlauterungen von Stein- 
Bcbneider. 

60) Vgl. oben Seite 16. 

Abb. z. 0«8ch. d. math. WiiMnach. XIV. 2 
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ausgabe, der entweder den Weg arabisch-hebr&isch-lateinisch oder gar ara- 
bisch-lateinisch-hebraisch-lateinisch zuriickgelegt hat. Aus einem Vergleich 
zwischen den Texten Gerhards und H alleys ergiebt sich folgendes: 

Halley beginnt mit 6 Definitionen*^), die wir bei Oerhard nicht 
finden. Die Echtheit dieser Definitionen steht doch fiber allem Zweifel, 
denn: 

1. finden wir sie in mehreren arabischen Codiees (z. B. Leidensis 399), 

2. ist der in der ersten Definition definierte Begriff ^xQlTtksvQOv" (spha- 
risches Dreieck) nach Pappos von Menelaos benannt,*^) 

3. liegt eben in der Umschreibung des Wortes TQlTtksvQov im ersten 
Teil der Oerhardschen t}l)ersetziing die Erklarong des Weglassens der somit 
unnotwendigen Definitionen. 

4. liLTst es sich leicht erkl^ren, dais die Definitionen mit der Yorrede 
weggefallen sind. Ein Vergleich mit anderen tJbersetzungen von Gerhard 
zeigt n&mlich, dafs dieser immer die arabische Yorrede ausschlieDst. 

Die BCichereinteilung, die ja in den arabischen Eedaktionen sehr ver- 
schieden war, ist bei Halley die einzig natiirliche, wenn liberhaupt mehr 
als ein Buch da war, und dafiir biirgen uns die Berichte des The on. 

Dafs wir bei Gerhard eine andere Einteilung fanden, kam davon, 
dais die von ihm gebraachte arabische Redaktion von zwei Rezensenten 
gemacht war. Halley aber folgt hier ausnahmsweise nnd mit Recht den arabi- 
schen Oxforder Codices und nicht der hebrSischen Handschrift, wo tibrigens 
die Biicherabteilung doppelt war. ^^) — Wir mtissen also die Halleyausgabe 
als eine gewissermafsen kritische betrachten; leider hat er aber seine Quellen 
schlecht gewCirdigt und die schlechteste zur Hauptquelle gewahlt. 

Folgende Teile aus der Halleyausgabe, meistens kursiv gedruckte Zu- 
satze von Halley, sind unecht: 

Die CoroUaren zu I, 20, 29, 30, 31, 32, 33, 34 u. 35. — Die nach 
I, 30 Corollar 2, kursiv gedruckten 4 Zeilen. — Die 9 Seite 63 mit kursiv 
gedruckten Zeilen im Beweise zu II, 7. — Lemmata und Theorema nach 
ni, 1. — Die CoroUaren zu ETI, 2, 3, 5 u. 15. — Der ganze Beweis zu 
in, 5. — m, 11 Lemma. — Die Kursivzeilen Seite 106—7 in HI, 14. 

Die Scholien sind fast alle von Halley verfafst. — HI, 1, der sogen. 
Satz des Menelaos, nimmt eine besondere Stellung ein.^) So wie dieser 
Satz in der von Gerhard und Halley benutzten Redaktion redigiert war, 
war er es nicht in der Spharik; denn die Protase fehlt und die Figur- 
buchstaben fangen mit A^ M, T u. s. w. an. Hier liegt entweder eine arabische 

61) Vgl. unten Seite 26—26. 62) Vgl. oben Seite 4 und unten Seite 26. 
63) Vgl. die vorhergehende Seite. 64) Vgl. unten Kap. 6, b. 
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Interpolation vor, oder aber geh5rt der Satz in dieser Form einem (istro- 
nomischen Werke griechischen Ursprungs an. Wie der Satz ursprdnglich war, 
konnen wir doch mit Hfllfe von Cod. Leid. 930, Ptolemaios und Theon 
ausfindig machen. — Wie der ganz onechte Beweis in, 5 entstanden ist, 
werden wir in einem spateren Eapitel genauer er5rtern. 

Mit den hier genannten Eorrektiven l&Ist sich nun die Halleyaosgabe 
ganz gut yerwenden, wenn man nicht ins Detail gehen will. Der mathe- 
matischen Benrteilong gendgt es, dalis die S&tze dlle and der Gedanken- 
gang der Beweise, mit Ausnahme von III, 1 u. 5, echt sind. 



B. Die Haurolycusausgabe ^) (Messina 1558). 

Ans der Vorrede referiere ich folgenden Passns: 

,JIos Men el at liheHos cum ego in antiquis ex membrcma codicibus re- 
perissem conatus sum eos, quoniam corruptissvmum erat exemplar, emendare 
et resHtuere, nee non qtuim plurmis ium necessariis tttm argutis cidaugere 
propartionibus" **) 

Mehr erfahren wir liber Maurolycus' HtOfsmittel und Arbeits- 
methode nicht; das genugt aber yollst&ndig, am die Anwendbarkeit, oder 
vielmehr die Unanwendbarkeit dieser Aasgabe zu bearteilen. Eine weitere 
Bestatigang dafor giebt ans der offenbare Unterschied zwischen dieser 
Aasgabe and der Gerhardschen tlbersetzang. Dieser Unterschied zeigt ans 
aach, dafs die bisherige Vermatang, Maaroljcas habe letztere ver- 



65) Zur Zeit des MaurolycuB war man sehr eifrig, eine Drackausgabe von 
MenelaoB^ Sphdrik zu erledigen. A aria berichtet in der Vorrede zri seiner Aas- 
gabe von Theodosios' de diehus et noctibus (Romae 1591, vgl. oben), dafs Her- 
zog Ferdinand beabsichtigte, viele mathematische Elassiker im Drack erscheinen 
za lassen, daranter aach Menelaos^ Sphdrik; schon Begiomontanas beabsich- 
tigte, eine Menelaosaasgabe herzosteUen. 

66) Genaaere AofschlilBBe habe ich sp&ter in einem erst in der Neozeit 
edierten Werke des Maaroljcas erhalten. Es steht da (Bulletino Boncom- 
pagni 9, p. 28): „Po8t haec, locus dandus est Menelao, quern et Mileum quidam 
uocant, qui Traiani tempestate claruit; et reliqua de sphaericis ingeniosissime pro- 
secutus est in totid^m libellis: unde Ptolonieus astronomus praecipuas demmistra- 
tiones mutuatnr Mihi olim libros curiose perquirenti ohlata sunt exemplaria duo 
Menelai manu scripta in membranis: quorum utrumque mutilcUum et mox male 
resartum fuerat: nam pro demonstrationibus , quae maximi fuerint momenti conti- 
nebat inuolucra quaedam nihil concludentia. Neque author ipse, si reuixisset, suum 
agnouisset opus. Hoc ego, antea diu desideratum multo labore, vigiliisque reuisum 
restitute conatus compluribus tarn iucundis, quam necessariis adauxi propositionibus. 
Ex hoc quidem pendet tota fere sphaeralium triangulorum doctrina, et tabiUarum 
primi mobilis calculus." 

2* 
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wendet, falsch ist. Am wahrscheinlichsten ist es, dafs er arabische Hand- 
schriften gebraucht hat; denn nach der vorhergehenden Untersuchang lagen 
zur Zeit des Maurolycus eben nur arabische Handschriften verschiedener 
Redaktionen, Gerhardsche Mileuscodices und einige hebraische Handschriften 
derselben Bedaktion wie die Mileushandschriften vor. Dafs Maurolycus 
in der Vorrede „ nadir arcus** erwahnt, sagt dagegen nichts; denn diese 
Bezeichnung fiir „corda dupU arcus" war schon von Gerhard eingebiirgert; 
ebensowenig sagt es, dafs er den Namen Menelaos und nicht mehr Mileus 
verwendet; denn die Identit&t dieser Namen war schon dem mathematischen 
Eleeblatt: Eardinal Bessarion — Georg Peurbach — Jobs. Begiomon- 
tanus in der Mitte des 15. Jahrhunderts bekannt. 

Wie gesagt, bietet uns die Maurolycusausgabe kein anmutiges Bild. 
Als Beleg m5gen folgende Beispiele gentigen: 

Menelaos' Definitionen „mit anderen hinzugefrigten" stehen in der 
„Vorrede" (1). 

Unecht ist: I, 1 — die Corollaren, auTser dem ersten, zu I, 2 — I, 7, 8 

— der Beweis zu I, 11 — der letzte Beweis zu I, 12 — das Corollar zu 
I, 14 — I, 15, 16, 17, 18, 19 — I, 20 teilweise — I, 36 — das Lemma zu 
I, 42 — der Beweis zu I, 44 — 11, 1—6 (bei Halley H, 1—2) hat 
Maurolycus ganz umgearbeitet. 

Unecht ist femer: II, 8, 11—16, 19—20, 23—26, 30—32, 34—36, 
39—40, 43 — 44 u. 47 — 48, wahrend ein Halley 11, 9 entsprechender Satz 
fehlt. — ni, 2 ist unecht. — HI, 7—8 ist frei umgearbeitet. — 111,11*, 
12 — 14, Lemmata 1 — 4 zu III, 21, III, 22 mit Lemmata sind alle unecht. 

— Dagegen fehlen die Halley III, 7*, 11 — 14 u. 15*~^ entsprechenden 
echten Slltze; sie finden sich aber in der Sphdnk des Maurolycus, deren 
Kern sie bilden. 

Man sieht sofort, wie wenig Wert der Maurolycusausgabe beizumessen 
ist. Es w&re durchaus besser gewesen, wenn sie nicht erschienen ware, 
sodais man auf die Gerhardhandschrifken hingewiesen worden ware. 

Wir fiihren gleich an dieser Stelle an, zu welchen MiTsverstandnissen 
diese Ausgabe Anlafs gegeben hat. 

Cantor, Geschichfe der Mathetnatik I, p. 349, schreibt dem Menelaos 
den Satz zu: „Die Summe der drei Seiten jedes sphdrischen Dreiecks ist 
Jdeiner tds ein grbfster Kreis der Kugel** Dieser Satz ist aber ein Zusatz 
von Maurolycus (I, 7).*^) A. v. Braunmtihl, Ge^chidite der Trigonmnetrie 
I, p. 15 ff. hat nicht wissen k5nnen, dafs die Definitionen des „sphdrischen 



67) Denselben Fehler finden wir auch bei R. Wolf, Geschichfe der Astro- 
nomie, p. 118. 
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Dreiecks und Winkels'*, die in Maurolycus' Vorrede stehen, hauptsSchlich 
dem Menelaos angeh5ren; v. Braunmuhls Beschreibung der Einfohnrng 
dieser Begriffe ist daher nicht zutreffend. — Den Satz: ,J)ie Winkelsumme 
des sphdrischen Dreiecks liegt zwischen zwei und sechs Bechten**, schreibt er 
dem Menelaos zu; das stimmt aber nur in Bezug aof die erste H&lfte 
des Satzes. — Die Bemerkung, die Menelaos fiber eine Menge von Eigen- 
schafben der sphloischen Dreiecke, die den ebenen nicht zukommen, nach 
V. BraunmUhl hinzugefdgt haben soil, rfihrt von Maurolycus her. — Der 
Satz, der Seite 28 dem The on beigelegt wird, die erste Formel Seite 62 
unten, die dem Ibn-Junos, sowie die Theorie, die Seite 152 ff. dem 
Maurolycus zu Ehren gerechnet werden, geh5ren meistens zu der SphHrik 
des Menelaos und zwar zu den S^tzen m, 11 — 15 derselben, die Mauro- 
lycus weggelassen hat.**) 

Die Satze dagegen, die Delambre, I'astronomie (mcienne I, p. 243 — 45, 
aus der Sph&rik zitiert, sind alle echt, natiirlich weil Delambre die Halley- 
ausgabe verwendete. 

Man sieht, wie viel Unfag eine schlechte Ausgabe anstiffcen kann, und 
mulls bedauem, dafs eben dem Verfasser, dem zuerst die Bedeutung des Me- 
nelaos in die Augen gefallen ist, nur diese Ausgabe zur Verfiigung stand. 

C. Die Hersenneausgabe**) (Paris 1644). 

Wir sahen, wie Costard in der Vorrede zur Halley ausgabe den Pater 
Mersenne wegen seiner Menelaosausgabe tadelte. Jedoch verdient Mer- 
senne die Bilge nicht in ihrem ganzen Umfange. H&tte Costard nur 
die Ausgaben yon Mersenne und Maurolycus verglichen, so hatte er 
gleich gesehen, dafs Mersennes Verbrechen sich darauf beschrftnkt, dafs 
er mit anderen griechischen Werken die Vorrede und die Satze (ohne Be- 
weise) nach der Maurolycusausgabe abdruckt, allerdings (vermutlich wegen 
Dmckfehler) mit Quellenangabe nur zu Menelaos' zweitem Buch. 

D. Die sogen. Huntausgabe (Oxford 1707). 

In Paulys Bealencyhlopddie,'^^) bei Hoffmann u. a. versiert die Nach- 
richt, dafs Jobs. Hunt seiner Theodosiusausgabe (Oxford 1707) hinten 
Menelaos' Sphdrik hinzugefiigt habe. In vier augenscheinlich ganz yoU- 



68) Vgl. unten Kap. 6, b. 

69) Universae geometHae mixtaeque niathematicae Synopsis, studio et opere 
\ M. Mereenni, Parisiie 1644, p. 204—230. 70) Artikel ,,Menelau8'\ 
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st&ndigen Exemplaren dieser Ausgabe (aus der kgl. Hof- u. Staats-Bibl. zn 
MtbicheD, der Bibl. Angelica, Casanatense und der Yatikanbibl. zu Rom) findet 
sich aber nur der griechische Text von Theodosios und hinten eine lateinische 
tlbersetzung desselben. Die Nachricht fiber die Huntausgabe geh5rt also wohl 
zu den Irrtiimem, die, einmal eingebUrgert, immer wieder abgeschrieben 
werden. Es ware ja auch sehr merkwtirdig, wenn Costard 1758 in der 
Vorrede zur Halleyausgabe eine andere Oxforder Ausgabe von 1707 mit 
keinem Wort erwahnt hfttte, obgleich er die andere frfihere Ausgabe nenni 



Ehe ich zum ersten Buch Menelaos libergehe, m($chte ich gem eine 
Bemerkung dariiber einschalten, wie yiel Vei-trauen man iiberhaupt zu dem 
durch das Arabische vermittelten Menelaostexte haben kann. Zur Entscbeidung 
dieser Frage haben wir zwei Mittel. 

Das erste ist, in den arabischen Codices die Spuren des Griechischen 
gewissenhaft nachzuforschen. Das ist aber nur die Sache eines schon mit 
den arabischen tlbersetzungen griechischer Mathematiker vertrauten Arabologen. 

Das zweite Mittel ist, den fiberlieferten Text mit eventuellen Zitaten 
oder AndJogen anderer griechischer Verfasser zu vergleichen. In Betracht 
kommen hier: 

1. Ein Vergleich zwischen III, 1 (Satz des Menelaos) nach dem ara- 
bischen Texte und den griechischen Bedaktionen desselben im Ptolemaios 
und The on. Dieser Vergleich hat geringeren Wert, weil dieser Satz, dei 
Hebel aller spharischen Berechnungen der Griechen, schon im Altertum in 
vielen yerschiedenen Bedaktionen vorgekommen sein mag. 

2. Ein Vergleich zwischen der arabischen "Oberlieferung von Menelaos 
I, 13 — 14 und dem Referat derselben im The on. Diesen Vergleich habt 
ich mit Hiilfe der Gerhardschen t)bersetzung gemacht. 

Menelaos I, 13 (Figur 1—2). 

Nach Gerhard. ^^^^ Theon 

(Baseler Ausgabe p. 342). 



Cum aequantur duo anguli duorum 
triangulorum ex arcubus circulorum magno- 
rum super superiiciem sphaerae, et aequan- 
tur arcus continentes duos angulos alios 
utrorumque, scilicet omnis arcus suo rela- 
tive, et est unusquisque duorum angulo- 
rum reliquorum non rectus;^) time arcus 



1) Einige Handschrifben haben statt ,,non 
rectus": „maior aut minor recto". 



. . . dvvarbv di icuv okqi- 
§e6t£Q0v ravzag ig>odeveiv^ tt^o- 
kcc^pavo^vcav r&v toiovramf dw 
d'ScoQrifiarcov 6u%&ivxvDv iv xoi{ 
MeveXdov 6g>ai^t%oig. 

^Eav dvo XQljtlsvQa yUai 
yfovUtv ^la yfovla lar\v bjt^ 
TtBql 81 aUxxq ytovUtg xaq nUv 
Qccg icag iwxziqctv ixaxiQcc^ zici 
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reliquus unius duorum triangalonun est j di XoiTtccg ycovCccg aijux dvalv 
aequalis arcui reliquo alterius, et duo i dg&aig ftj^ icag, xal ^tccg XoiTCccg 



angoli reliqui sunt aequales duobus aDgu- 
lis reliquis, omnis angulus suo relativo. 




Der nun folgende Beweis dieses 
Satzes im The on und in Gerhards 
Menelaostibersetzung ist ganz verschie- 
den. Weil jedoch die arabischen Redak- 
tionen in diesem Falle iibereinstinimen, 
wagen wir zu yermuten, dais Theons 
Beweis sein eigener ist, oder aber dais 
zn Theons Zeit verschiedene Menelaos- 
rezensionen vorlagen, wie es z. B. mit 
Euklids (paivofuva der Fall^^) war. 
gleich besseren Anlafs. 



TtdXiv uTag akkrikag (sic!) e^ei. 





Fiffur 2. 

Der nUchste Satz giebt zum Ver- 



Menelaos 1 14 (Pigur 3—4). 



Nach Gerhard. 

Omnium duorum triangulorum ex 
arcubus circulorum magnorum super 
superficiem sphaerae si aequantur duo 
anguli unius duobus angulis alterius, 
unusquisque suo relativo, et duo arcus, 
super quos sunt anguli aequales, sunt 
aequales; tunc duo arcus reliqui sunt 
aequales duobus arcubus reliquis, omnis 
arcus suo relativo, et reliquus angulus 
reliquo angulo aequalis. 



Nach The on 
(Baseler Ausgabe p. 842). 
^Bxcv 6vo XQCnlBVQa ricg Svo 
ytavlag zctlg dvcl ycovCaig Ihag I'^i 
inaxiqav enaxiqa^ %cil ti^v jSatfiv 
TfJ Padti Hffrjv Ixrj xi^v Ttgbg xaig 
ycoviaig^ xal rag XotTtccg nlevQccg 
xaig XoiTtaig nXEVQatg tdag ?^si. 



71) Vgl. unten Kap. 6, b. 
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Cuius exemplum est, ut^) sint duo 
trianguli abg, dez super superficiem 
sphaerae, et angulus d sit aequalis angulo 
a, et angulus z aequalis angulo g, et 
arcus dz sit aequalis arcui ag. — Dico 
ergo, quod arcus de est aequalis arcui 
ab, et arcus ze aequalis arcui gb, et 
angulus b aequalis angulo e. 

Cuius demonstratio haec est. Unus- 
quisque duorum angulorum a, d aut est 
rectus aut non rectus. 

Sit itaque in primis unusquisque 
eorum rectus. Et arcus ag est aequalis 
arcui dz. Si ergo fuerit punctum g po- 
lus circuli ab, tunc punctum z iterum 
erit polus circuli de. Erit ergo arcus 
gb aequalis arcui ze, et arcus ab aequa- 
lis arcui de. 

Et iterum non sit punctum g po- 
lus circuli ab, neque^) z polus circuli 
ed, et quia angulus a est rectus, tunc 
arcus ag est super polos circuli ab; et 
producam arcum ag usque ad polum 
circuli ab supra t. Et similiter iterum 
arcus zd, cum producetur,*) transit su- 
per polum circuli de; producam ergo 
ipsum usque ad polum circuli de su- 
per h; et protraham duos arcus tb, he 
duorum circulorum_magnorum. 

Arcus igitur at est aequalis arcui 
hd; sed arcus ag est aequalis arcui 
dz; ergo arcus tg est aequalis arcui 
hz, et arcus tb aequalis arcui he, et 
angulus bgt aequalis angulo ezh, et 



1) Andere Handschriften haben „Verbi 
gratia sint duo . . . etc." 

Einige Handschriften haben: 2) neque 
ergo erit, 3) producitur oder productus 
faerit. 



"ECToaaav dvo tQiTtlBVQa rcc 
afiy ds^ rag dvo yavlag ratg dvcl 
ycavUtig iCag ixovta^ r^v ftfv vnb 
afiy [entspricht a bei Gerhard] rtj 
vnb df? [d], T^i; de vitb ficcy^) [gj 
trj V7tb fdf^) [z], TthvQccv Sh zriv 
j3y [ag] rrj ff [dz] VcrjVj Xiyco on 
Tial tag Xotjcccg TtXevQccg taig Xoi- 
Ttaig nXevQuig Hoag e^et, 

ijtoi yccQ oQ^'al elclv at {mb 

^Py [^] ^^f [^l? V ^XoTTOvgy rj fisl- 
tovg. 

iatoHSav TtgorsQOv dgd'al^ oi 
&QCC r&v afi [ba] 8f. [ed] 7iv7ik(ov 
nokot^ inl x&v §y [ag] £? [dz] 
%v%k(ov slaL xol eialv at ^ [ag] 
ef [dz], ^TOt xBXQay(ovfov ^ ^ fwt- 
fovfg, i) ikaccoveg. ?Ct(ocav ngoxB- 
Qov TSTQayan/cav. xsxQayfavayi/ a^a 
Kal at ya [gb] 8^ [ez], 8vo ovv at 
Py [ag] ya [gb] Svcl xaig a? fdz] 
tS |ze] faai elcl. xal ytovia i] {neb 
jSya [agb] yvavla t^ -foro ffd [dze] 
X<Si\ icxl^ pdcig itQa ij a^ [ba] pdaet 
xy de [ed] tai] iaxlv. 

IcxmCav 8e iXdxxoveg xexQa- 
ytavcDv at §y [ag] e^ [dz], %ai 
neCa^coaav xexQay(6vci>v tdai at ptf 
[ah] ed" [dt]. xal due x&v rj a ^ d 
[h b t 6] ^iyiaxoi tivkXoi yeyqd- 
g>d'caCav ot rja [hb] d^d [te]. xexQa- 
ymfov aQa iywxeQOL. xal ijtel tcat 
elalv icXXi^Xaig at firi [ah] c-O" [dt], 
wv at py [ag] e^ [dz] taai^ xal 
Xoifcal aQa at yrj [gh] -O-f [tz] Ttfa* 
elolv. elal de xal at ^ [hb] dd" [et] 
taai. xal yoivla rj vnb ayi] [bgh] 



1) pay ist in ^ya zu korrigieren. 

2) ed^ ist in e^d zu korrigieren. 
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unusquisque dnorum angulorum tbg, hez 
est minor recto, ergo arcus bg est 
aequalis arcui ez. 

Sed arcus ga est aequalis arcui 
dz, et angulus agb aequalis angulo 
dze; ergo arcus ab est aequalis arcui 
de; ergo angulus b est aequalis angulo 
e. Et illud est, quod declarare vo- 
luimus. 

Et iterum sit unusquiscjue duorum 
angulorum a, d non rectus. 

Manifestum est igitur, quod ..... 

Dem restierenden Teil des Beweises 
bei Gerbard hat Theon nicbts Ent- 
sprechendes. 





Figur 3. 




rfj 'bnb dfO* [ezt] Ttfiy, dice tb xal 
tag itpe^Tig iCag slvai, dvo dri xqI- 
TtJisvQd bUh ztt ayri [bgb] 8^^ [ezt], 
ft/orv yfmfUtv (ua ymvia iariv ixotna^ 
Ti^v inb ay^ [bgb] rg {mb 60 [ezt], 
nsgl dl tccg inb yrjcc [gbb] 06 [zte] 
tag nXevQccg l^ag^ Tccg de kotTtag 
ycDviag tag inb yatj [gbb] fd^ [zet] 
Sfux dvclv iq&aig avicovg, Sia tb 
zb (sic I) oXag tag inb pari [abb] sSd" 
[det], dvo oQd^icg elvuL xalaiXomal 
aqa nXevqal taig komaig TtksvQaig 
tdat slclv SKotiQa ixariqa. tdri aqa 

V ^ [bg] ^fl ^t [ez]- ^^^i ^^ ^ V 

h [^] ^5 «? [^] ^n- ^^<> ^v «*' 

Py [*g] 7^ [gb] Sval taig «f [dz] 
^d [ze] l^ai sUslv inuxtiga ixatiga. 
Tucl yiovla i^ i^b §ya [agb] t]} -foro 
B^d [dze] tin^, ^a<St,g aga 7} a§ [ba] 
j3atf«* TjJ 6b [ed] Xari ictlv. 

t<St(Q<Sav 6^ Ttdhu ai fiy [ag] 
e^ [dz] ^l^oveg tstQaymvtov. xal 



Zu diesem dritten Falle bat 
Gerbard keinen entsprecbenden. 




r ^^ 



Fignr 4. 



Wabrend das im Tbeon Bewiesene mebr umstftndlicb dargestellt ist 
als das Entsprecbende bei Gerhard, ist im Theon tlberbaupt Jiur ein 
Spezialfall bewiesen. Den nur halb vollendeten Beweis schliefst Theon mit 
folgendem Passus: j^tavta dh MEviXaog arcidei^ev iv too 7tQ(6t(p tcbv <S(pai- 
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Wir batten mit Fug eine bessere tlbereinstimmung erwarten kdnnen, 
umsomebr, well wir nacb Tbeons Worten, wenD uns der Text der Sphdrik 
sonst nicbt bekannt gewesen ware, keinen Augenblick bezweifelt bUtten, dais 
Tbeon die Satze w5rtlicb nacb Menelaos zitiert. Nan mtissen wir docb 
dies in Abrede stellen. Einen gewissen Trost fmden wir darin, dais Tbeon 
aucb nicbt die spbariscben Beweise des Ptolemaios so genau referiert, wie 
wir es nacb seinen Worten batten erwarten dlirfen. 

3. Ein Vergleicb zwiscben dem arabiscb iiberlieferten Menelaostext 
und den vier S&tzen aus Menelaos, die Pappos beweist, ist fiir text- 
kritiscbe Zwecke obne Wert; denn Pappos giebt offenbar nicbt die Satze 
w($rtlicb an, sondem referiert sie m5glicbst korz. 



Viertes Kapitel. 

Menelaos' erstes Buch und Euklids Elemente. 

a. Menelaos' Definltionen. 

Nacb H alley sind die Definitionen, deren Ecbtbeit wir scbon festgestellt 
baben'*), folgende: 

I. Triangulum Sphaericum est spatium comprehensum sub arcuhus cir- 
culorum magnorum in superficie Sphaerae. 

II. Atque hi arcus, qui semper minores sunt semicirculo, dicuntur latera 
vel crura TriangtUi, 

ni. Anguli autem eorum sunt anguli, qms continent circuli magni in 
superficie Sphaerae, 

rV. Et hi Anguli aequales dicuntur, quando inclinantur ad invicem plana 
arcuum eosdem continentium aequali indinatione, 

V. Et si duorum arcuum plana inclinentur ad invicem maiori incHna- 
iione quam duorum aliorum arcuum plana inter se, erit angulus ah iisdem 
arcuhus confentus etiam maior, 

VI. Et si plana arcuum continuant angulum rectum, ipsi arcus etiam 
dicuntur continere angulum rectum. 



72) Vgl. oben Seite 18. 
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Menelaos beschrftnkt sich also auf die DefinitioneD, die sich auf das 
spbarische Dreieck beziehen, obwohl er fiir yerschiedene Definitionen auTser 
den in den Elementen yorkommenden Verwendnng bat, so z. B. Eugelpol, 
Gr^fster Ereis, Zirkelpol auf der Eugel, die aber alle in Theodosios'i^MnA; 
steben. Es scbeint dies nicbt ein Zufall zu sein. Menelaos bat eben nur 
die yon ibm selbst neu erfundenen Begriffe definieren wollen; wie trium- 
pbierend bebt er diese nnd nur diese Definition en beryor. Er bat eingeseben, 
wie frucbtbar die in der Aufstellung des Begriflfes „Dreieck auf der KugeV* 
entbaltene Abstraktion ist, und bierauf bezieben sich wobl die stolzen 
Worte seiner Einleitung: „vn'*^eni ego raMonem demonstrativam praestantem" ?^) 
DaJGs Menelaos unzweifelbaft der Erfbider dieses Begrififes ist, dafiir btlrgen 
uns also nicbt nur Pappos' Worte: y^%akBi SI xb zoi^yOro (ix^fui MeviXaog 
iv xoig 6g>aiQi%oig zqItcIsvqov'^^ und der Umstand, daijB wir diesen Begriff 
nie yor, dagegen allgemein nacb Menelaos yerwendet finden, sondem die 
Definitionen selbst durcb ibre Bescbrftnkung. 

Wie wir spftter seben werden, strebt Menelaos immer, sogar S&tze, die 
ibrer Natur nacb sicb nicbt auf Dreiecke bezieben, als Dreieckssiltze zu formu- 
lieren. Deswegen bezweifeln wir aucb nicbt, dafs es Menelaos war, der zuerst 
die Lehre vom sphdrischen Dreieck (Kugelgeometrie), wie a'uch die sph&rische 
Trigonometrie aus der Astronomie wnd der dlteren, gam stereonietrischen SpMrik 
ausgeschieden hat Es dilrfte dies das grOlste Yerdienst unseres Yerfassers sein. 

Menelaos fand in Euklids Elementen scbon das Wort xQlitkevQCv 
(I, def. 6 — 7), womit Euklid „eine ebene dreiseitige Figur" bezeicbnet. Das 
ebene Dreieck nennt Euklid jedocb in der Praxis immer xqiyowov^ also stand 
das Wort xqlnlevqov zur YerfQgung, weil die Anwendung dieses Wortes 
zur Bezeicbnung spbftriscber Dreiecke nicbt mit Euklids Anwendung kolli- 
diert. — Wenn erst das spbariscbe Dreieck als yon gr5Isten Ereisbogen 
umscblossen definiert ist, iibertrftgt Menelaos die Begri£fe nlivqov (Seite) und 
ymvlov (Winkel) yon der Ebene auf die Eugel. — Um die Gleicbbeit der 
spbariscben Winkel zu definieren, muTs er zu Euklid XI, def. 6 — 7 oder 
Theodosios I, def. 6, d. b. zu den Definitionen der Raumwinkel Zuflucbt 
nebmen. — In den Definitionen 5 und 6 sucht Menelaos die nftmlichen 
Definitionen des Euklid zu ergllnzen. 

b. Oberslclit des ersten Buclies. 

Betracbten wir nun die S&tze im ersten Bucb, und beginncn wir mit 
einem Resume dber dieselben nacb ibrem Inbalt gruppiert, damit wir gleicb 
einen t)l)erblick gewinnen. 

78) VgL oben Seite 16. 
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1. Einen sph&rischen Winkel, einem gegebenen gleich, zu konstmieren. 
Dieses Problem muijB als ein Hiilfssatz betrachtet werden, der nur deswegen 
mitgenommeii wird, well Menelaos denselben gebraucht, um die drei folgen- 
den Theoreme zu beweisen. 

Mit Anwendmig modemer Zeichen bezeichnen wir im sphftrischen Drei- 
ecke ABC die den Winkeln A^ B, C gegeniiberliegenden Seiten bezw. mit 
a, 6, c und haben nun folgende Satzgruppen: 

2. Die Winkel an der Basis eines gleicbschenkligen Dreiecks sind gleich, 
d. h. wenn ^ a = b ^ wird i A = B. 

3. Umgekehrt, wenn L A = B^ wird ^ a = 6. 
9. Wenn a > 6, wird A> B. 

7. Umgekehrt, wenn -4 > ^, wird a > 5. 

5. Die Summe zweier Seiten ist grOliser als die dritte, d. h. a -\-' h^ c. 

10. Je nachdem a + 6 ^ 180®, wird 180 -> A^B, und umgekehrt. 

11. Die Neben winkel eines Dreieckswinkels sind kleiner als die Somme der 
zwei anderen Dreiecks winkel, d. h. B -\- C^ 180® -:- -4, oder aber: 
Die Winkelsumme des Dreiecks ist grSfser als zwei rechte: A -\- B 
+ O180® 

Diese S&tze geben die Haupteigenschaffcen des sph&rischen Dreiecks. 2, 3, 7 
und 9 bilden eine Gruppe; 5, 10 und 11 eine zweite. Letztere beliandelt 
die dreiseitige kOrperliche Ecke. 

In den Sfttzen der folgenden Gruppe werden die Stucke zweier sphft- 
rischen Dreiecke ABC und A^B^C^ verglichen. 

6. Wenn c = c^^ A> A^ und B^ B^^ wird 6 + ^ > ^i + C|. 

19. Wenn c = c^, A> A^, B < B^ und C> 90®, C^ > 90®, wird 
a'^ a^ imd h < h^ 

8. Wenn 6 = 6^, c = c^ und -4 > -4^, wird a"^ a^^ 

und umgekehrt, wenn ?> = ft^ , c = c^ und a > flj , wird A > A^. 

18. Wenn A = A^^ B = B^ und OC^, wird, je nachdem a -f- 0^^180®, 
auch 5^^6, and jedenfalls €"^€1, 

6 und 19 sind Erweiterungen von bezw. 5 und 7. — 18 und 19 
stehen mit 4 und 17 in der folgenden Gruppe in enger Verbindung. Diese 
nthalt die Kongruenzsfttze. 

Menelaos macht keinen Unterschied zwischen Kongruenz und Sym- 
metric. Er beweist ganz einfach, dafs, wenn diese und jene Dreieckselementc 
gleich sind, werden auch die ubrigen gleich. Auf diese Weise gelangt ei 
zu folgenden Eongruenzslltzen: 

Zwei spharische Dreiecke sind kongrucnt, wenn: 
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4 a. zwei Seiten und der von ihnen gebildete Winkel gleich sind, d. h. 

wenn a = a^^ b = h^ und C = C^\ 
4 b. alle drei Seiten gleich sind, d. h. wenn a ^^ a^^ h = \ und c = q; 

14. eine Seite und die beiden ihr anliegenden Winkel gleich sind, d. h. 
wenn a = a^^ B = B^ und C = C^ ; 

17. alle drei Winkel gleich sind, d. h. wenn A = A^^ B =^ B^ und 

12. ein rechter Winkel, die gegentiberliegende Seite und einer der anderen 
Winkel gleich sind, letzterer jedoch nicht recht, d, h. wenn A=A^ = 90®, 
a==a^ und B = B^^ 90®; 

16. eine Seite, der gegentiberliegende Winkel und einer der anderen 
Winkel gleich sind, vorausgesetzt, da£3 die Summe der zwei den 
letzteren Winkeln gegentiberliegenden Seiten nicht 180® ist, d. h. 
wenn A = -4^, = 0^, B = B^ und b -\- b^^ 180; 

13. ein Winkel, die gegentiberliegende Seite und eine der anderen Seiten 
gleich sind, vorausgesetzt, dafs die jenen zwei Seiten gegentiber- 
liegenden Winkel beide entweder stumpf oder spitz sind, d. h. wenn 
a = a^, A = A^, c = q und entweder C > 90® und C^ > 90® 
Oder C < 90® und C^ < 90®; 

15. zwei Seiten und die gegentiberliegenden Winkel gleich sind, voraus- 
gesetzt, dafs diese Sttlcke nicht alle recht sind. 

Von diesen Satzen geben 14 und 17 zu keinen Bemerkungen Anlais. — 
12 ist ein spezieller Fall von 16. — In 13 ist ein speziellcr Fall ein- 
geschlossen (a = ai, c = c^ und 4 = -4i = 90®), der schon oftmals vor 13 
vorausgesetzt wird; dieser Spezialsatz ist n&mlich in Theodosios' Sphdrik 
bewiesen (II. 11), jedoch nicht als Dreieckstheorem. — In Menelaos 13 ist 
iibrigens ein anderer Spezialfall weggelassen, der namlich, welcher hervor- 
geht, wenn die Winkel C und (7^ beide = 90® sind. Wahrscheinlich haben 
wir hier die Ursache zur Aufstellung des Satzes 15, wo dann die Kongruenz 
im erwahnten Spezialfall mitgenommen ist. Dieser liberbestimmte Satz 15 
mit vier gleichen Elementen ist jedoch nicht notwendig, weil wir fiir den 
in 13 vemachlassigten Fall (C = 0^ = 90®, A = A^^ 90®) schon durch 
1 2 die Kongruenz beweisen k5nnen, und weil, falls sowohl der Winkel C als 
A = 90®, die Kongruenz nicht existiert, eben was Menelaos in 15 bemerkt. 

Vom ersten Buche bleiben uns noch die SUtze 20 — 35 iibrig. Von 
diesen sind: 

21. Wenn -B ;> 90®, a<90® u. c< 90®, wird ^<90® u. (7<90®, und 

22. Wenn ^^90®, a < 90® u. r < 90®, wird 2><90®, i? < 90® u. 
(7<90® 

eingeschaltene Htllfss&tze. 
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23. Wenn M die Mitte von a, N von 6, wird MN > ~ c, 

24. Wenn il/ die Mitte von a, JST von c und B^ 90^ wird /. 5 JfJ^ 
< und Z. BNM < ^ und 

25. Wenn A ^ 90®, Jlf , JiT, P bezw. die Mittel- 
punkte von a, 6, c, wird /, MNC < ^ and 
JM^P^<A 
bilden eine Gruppe fiir sich. 

20. Wenn M die Mitte von a ist, wird AM ^ -^ a , 




> 



>2 



je nachdem A^ B -\- C 

ist ein isolierter Satz, der sich zunHchst der Grappa 
1^ 26 — 35 anschliefst. ^*) Die Satze dieser Grappe, ani^er 
Fiffur 5. dem HtQfssatz 32, k($nnen wir auf folgende Weise 

zusammenfassen : 
Seien (Pigur 5) vom Scheitel B die Bogen BI> uud BE gezogen, die 
den Bogen 6 in D und E treffen, so haben wir: 



Wenn: 



So wird: 



33 
27. l' 

33 coroU. 
■84 

27.2 

34 cor oil. 
35 

28 

86 coroll. 



a + c^l80®, a>c, AD = EC, LABD^EBC, BD + BE^a + c, 
a + c^l80^ o>c, LABB=EBC, AD^EC, BJ) '\- BE^a + c, 



>xv 



^ 



a + c^BD + BE^lSO^, a>c, AD^EC, LABB^EBC, 

Fallen die Punkte B und E in D zusammen, bekommt man Spezial- 
fdlle, die im Menelaos doch vor den allgemeinen Fallen bewiesen werden. 



Wenn: 



So wird: 



29 
26 

29 coroll. 
r30 

26 

30 coroll. 
31 
(26) 

31 coroll. 



< 



a + c^l80^ a>c, ^2) = DC, LABD^BBC, 2^7)^a + c, 



< 



< 



< 



a + r^l80°, a>c, LABJ) = BBC, An>DC, 2BJ)^a + c, 



> 



a + c = 2Bn^lS0^, a>c, 



> 



> 



AD^DC, LABD^BBC?^) 



74) Das Corollar zum Satz 20 ist ein Zusatz von Hal ley. 

76) Das Resumd ist hier nicht ganz zutreffend. Etwas von dem, was wir 
unter 30 aufgefuhrt haben, ist eigentlich schon in 29 bcMriesen. — (26) bedeutet, 
dafs der Fall (gegeben ^a + c=2^7) = 180'', a > c , zu beweisen : yjAB = DC 
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Es dreht sich also hier um die drei Elementpaare, die Bogen AD und CE^ 
die Winkel ABD und EBC und die Bogensummen BD-\- BE und a + ^• 
Wenn die Gleichheit eines dieser Elementpaare gegeben ist, wird die Gleich- 
heit Oder Ungleichheit der zwei anderen Paare bewiesen, je nachdem 

o-|-c^l80^, also fiir drei verschiedene Gattungen sphHrischer Dreiecke. 

Das Mittel zu den Beweisen fiir die allgemeinen Falle leistet der 
Hiilfssatz 32, welcher sagt: 

Sei D die Mitte von b und E ein beliebiger Punkt auf BD^ und sei 
femer a -|- c < 180° und a>Cy so kann man beweisen, dafe L BAE>BGE. 



Sollte man den Inhalt dieses ersten Buches charakterisieren, k5nnte 
man sagen, dais das Buch uns die allgemeine Theorie iiber konvexe drei- 
seitige Ecken und iiber die Eongruenz sphHriscber Dreiecke giebt nebst 
einem Anhang solcher Satze, die wir wohl eher als Ubungsbeispiele binzu- 
fiigen mOchten. Dieser Inhalt tiberschreitet nirgends, was man in einem 
modemen Lehrbuch tiber die elementare Stereometrie zu finden erwartet; 
dagegen vermissen wir die neuere Lehre von Polardreiecken und die obere 
Grenze der Winkelsumme (540°). 

Dennoch muTs man bewundern, dafs mit einem Schlag von demselben 
Manne, der zuerst den Begriff „sph&risches Dreieck'^ defiinierte, doch so viel 
geleistet wird. 

In der That wlirden wir vergebens in der griechischen Geometrie vor 
Menelaos eine Folge von S&tzen suchen, die ganz oder teilweise mit den- 
jenigen bei Menelaos zusammenf alien. FtLr die Beweise hat Menelaos 
allerdings vieles von den Slteren Arbeiten fiber Spharik vorausgesetzt; was 
dagegen die Theoreme betrifFfc, so liefert die ebene Geometrie ihm dieselben. 
Nichtsdestoweniger finden wir hie und da stereometrische oder sph&rische 
S^tze, die mit denjenigen im Menelaos zuf&lligerweise zusammenfallen. 

XI, 20 in Euklids Elementen fallt mit Menelaos I, 5 zusammen, 
w&hrend wir im Menelaos keinen Satz finden, der Euklid XI, 21 entspricht. 
Die Beweise bei Euklid und Menelaos sind ganz verschieden, die Satz- 
formulierung ebenfalls: das Zusammenfallen ist offenbar ein zufalliges. Ohne 
Zweifel erhalt Menelaos seinen Satz I, 5 vom analogen in der Ebene, 
Euklid I, 20. 

Theodosios' SpMrik 111,3 ist fast genau derselbe wie Menelaos I, 4a, 
wie verschieden die Satze auch formuliert sind. Die Gleichheit geht jedoch 



und <^ABD = DBC)j den einzigen, den Menelaos vemachlassigt, hier einzu- 
fElgen ist. Maurolycas fugte den fehlenden JFall als Satz I, 36 in seiner Mene- 
laosausgabe ein. 
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ganz deutlich hervor, wenn wir den Gebrauch von Theodos. HI, 3inTheodo 
sios' tkqI 7}(isQa>v xal wm&v 11, 10 — 14 betrachten. Wie wir sehen werden,^* 
ist der Satz iibrigens schon in Euklids tpatvofuva 12 voraosgesetzt. 

Theodosios' Spharik II, 11 kann man leicht in Menelaos I, 4a um 
bilden. Den umgekehrten Satz Theodos. 11, 12, Spezialfall von Mene 
laos I, 13, verwendet Menelaos, wie oben erwfthnt, oft. 

Diese ZusammenfUlle sind ganz sporadisch, und ich finde hierin eini 
Sttitze meiner Annahme, nicht dafs das erste Buch Menelaos mit HtQfi 
des ersten Buches Euklid entstanden ist, denn das kann man tiberhaupl 
nicht bezweifeln, sondem dalis Menelaos der erste ist, der diese Ubertragon^ 
von der Ebene auf die Eugel untemommen. 

Ich m5chte nun nachweisen, wie und in welchem Umfang Menelaos 
um die sph&rischen Dreieckstheoreme zu erhalten, das erste Buch Euklid i 
gebraucht hat, und zwar in der Yoraussetzung, dafs er versuchte, Euklidi 
Dreieckstheoreme jedes fiir sich zu tibertragen. 

c. ttbertragong der* Dreieck8sS.tze aus der Ebene auf die Engel. 

Euklid I, 1, ein gleichseitiges Dreieck auf einer gegebenen Seite zi 
konstruieren, hat keinen entsprechenden Satz bei Menelaos. Dies mach 
nicht Wunder, wenn man beachtet, dafs eine Reihe von solchen ganz ein 
fachen Konstruktionen von Menelaos ohne Beweis vorausgesetzt werden 
gerade als ob sie bewiesen waren.^^) Fiir diese Konstruktion hat Mene 
laos iibrigens keinen Gebi*auch. 

Euklid 2 ist keinDreiecksproblem; folglich beriihrt Menelaos es nichi 

Euklid 3 ist auch kein Dreiecksproblem ; Menelaos sctzt es aber of 
als Satz auf der Kugel ohne Beweis voraus. 

Euklid 4, analog Menelaos I, 4a sagt: ,.Wenn ewei (ehene) Drei 
ecke ztcei Seiten und den von ihnen gchildeten Winkel gleich hahen, werdei 
die Dreiecke gleicli.** Euklids Beweis lafst sich nicht iibertragen, weil e 
die Deckungsmethode verwendet, die auf der Kugel fiir sjnmietrische Drei 
ecke unverwendbar ist. — Wenn also Menelaos den Deckungsbeweis nich 
iibertrSgt, haben wir darin ein Zeugnis dafiir, dafs er den Unterschied zwi 
schen Kongruenz und Symmetric auf der Kugel erkannt hat. Eben deswegei 
sagt er nie (wie mitunter Euklid von ebenen Dreiecken), dass die Dreiecb 



76) Vgl. unten Kap. 6, b. 

77) Vgl. Euklid, Elementa I, 9 — 15. — Euklid I, 1 trug Mauroljcu; 
auf die Kugel uber und setzte das so erhaltene Problem als Satz I, 1 in seine 
MenelaosauBgabe ein. 
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ffleich warden, sondem immer: „wenn ditse und jisne Stii(^ gleicfi shid, 
dann werden audi die anderen gleich." 

Euklid 5, 6, 8 sind yon 4 abhftngig und- entsprechen bezw. Mene- 
la OS 2, 3, 4 b, wUhrend Euklid 7, der lediglich als Mittel znm Bew^ise 
von 8 dient, von Menelaos nichtr mitgenommen wird. Also entsprechen 
Euklid 4 — 8 den Satzen Menelaos 2 — 4; nur die Reihenfolge ist ver- 
schieden, well der Beweis des Hauptsat^es (Euklid 4) nicht iibertragbar ist. 
Fiir diesen hat Menelaos indessen einen neuen Beweis gefunden und zwar 
durch die Satze Theodosios II, 11 — 12 (vgl. oben), deren Anwendung nahe 
liegt, Weil Theodosios 12 und Euklid 4 fast ganz analog sind. Der Unter- 
schied ist nur, dafs im Theodosios 12 die Winkel am Scheitel recht sind. 

Deshalb kann Menelaos die zwei S&tze im Theodosios sehr leicht 
benutzen, um damit Euklid 4 — 6 und 8 zu beweisen, nur muTs er wegen 
der speziellen Annahme bei Theodosios Uber die Scheitelwinkel die Kon- 
stnikdon Euklid I, 23 voraussehicken. So erUart sich folgende Satzfolge 
und Beweisart im Menelaos: 

Menelaos I, 1 =^ Euklid I, 23: Auf der Kugdoberfldche einen Winkel 
zu konstruiereth der einem gegebenen gleicJi ist (Figur 6). 





Pignr 7. 

Seien gegeben /. CDE und Pnnkt B'^ dann zieht man mit D und B 
als Pole gleiche Kreise CE und AZ. Der Bogen AZ wird gleich EC ge- 
macht. Die Schnittlinien von den Ebenen A^ und J5Z, sowie die von CD 
und BE stehen senkrecht bezw. auf den Ebenen der Bogen AZ xxad CE 
[Theod. I, 15 und Euklid XI, 19]. Die Winkel jener zweiPaare von 
Ebenen sind gleich den Bogen CE und AZ [Euklid III, 26]. Die Winkel 
jener Ebenen sind aber gleich den Winkeln B und D [Euklid XI, def 6]. 
Also [def 4:] LB = B. 

Corolla r. Auf dersdhen Figur %cird folglich, wenn ^ AZ = CE , 
audi L B ^= B, und umgekehrt, 

I, 2 = Euklid I, 5 (Figur 7): 

Die Winkel an der Basis in einem gleichsdienkiigen jsphdrisdten Brei- 
edc sind gleich. 

Ahh. z. Geach. d. math.Wissonach. XIV. 3 
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Fignr 8. 



Sei gegeben: ^ AB ^= BG, 
Zu beweisen: L CAB = BCA. 

Man zieht die Kreise AE und CD bezw. mit den Polen C und A 
folglich LI>^E= 90® [Theod. I, 15]; die Bogendifferenz DB = Bl 

und ^ CB ^=BA (gegeben), folglich ^ CI 
= ^-E [Theod. U, 11]; also LA = i 
[1, coroUar]. 

I, 3 = Euklid I, 6 (Pigur 8): 
Ein sph&risdies Dreieck, dessm gwe 
Wlnkel gleich sind, ist gleichsdimklig, 
Sei gegeben: LBAC=^BCA, 
Zu beweisen: ^ AB '= BO. 
Man zieht die grOfsten Ereise ZEl 
und DHT bezw. mit den Polen A und C 
Dann wird D der Pol des Bogens CA,^^) d. h. ^ ZD = DT. Femer ^ El 
= iTT [1, corollar], und die Bogendifferenz ED = D//, und weil L E = L 

= 90® [Theod. 1,15], wird v. j;i 
= J51f [Theod. n,ll], und die Diffe 
renzen ^ AB =^ BC. 

I, 4a = Euklid 1, 4 (Pigur 9) 
Wenn in ztcei spMrischen Drei 
ccken ztcei Seiten und der von ihnet 
eingeschhssene Winkel gleich sind, win 
die dritte Seite audi gleich, 
Sei gegeben: iB = E, ^ BC= EZ, ^ BA = ED, 
Zu beweisen: ^AC= DZJ^") 

Die Bogen HA und DT, mit den Polen B und E gezogen, sind ein 
ander gleich (1, corollar), iH = T = dO^, die Bogendifferenz CH = Zl 
dann wird die Gerade AG=DZ [Theod. II, 11], d. h. ^ AC = DZ, 
I, 4b = Euklid I, 8 (Pigur 9): 

Wenn zwei sphdrische Dreiecke dUe drei Seiten gleich hahen, werdet 
auch die Winkel gleich. 

Der Beweis folgt durch die entgegengesetzten Schlufsfolgerungen dei 

vorigen Bewei$es [statt Theod. 11, 11 wird somit Theod. II, 12 gebraucht] 

Wir sehen, wie mit Httlfe des vorhergehenden Problems (Menel. I, 1) 




78) Hier setzt Menelaos folgenden Satz voraus : „Di€ Durchschnitispunkte zweie\ 
grofsteti Kreise sind die Pole eines grofsten Kreises durch ihre Pole.** Dieser Satz findei 
sich weder in Theodosios' Sphurik noch in den alteren astronomischen Werken 

78*) Satz I, 4 a ist kein vollBt3.ndiger Kongraenzsatz ; das Fehlende (L A^= L 
u. l_C= Z) folgt offenbar durch I, 4 b. 
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seines Corollars und Theodosios U, 11 — 12 die S&tze 4 — 6 und 8 aus 
Euklid mit einfachen und yon einander ganz unabh&ngigen Beweisen yer- 
seben worden sind. Hatten aber die Satze des Tbeodosios nicbt so be- 
quem zur Yerfligung gestanden, wUre die Beweismetbode ganz anders aus- 
gefallen. Eine Frage stellt sicb docb ein: Warum bat Menelaos nicbt 
das Problem I, 23 (Euklid) obne Beweis yorausgesetzt, so wie er es mit 
den Euklidiscben Problemen zu tbun pflegt? Die Antwort ist diese: Weil das 
Problem bei Euklid yon eben dem Kongruenztheorem (Euklid 1, 8) abb&ngig 
ist, wegen dessen Beweises im Menelaos (I, 4b) es yorausgescbickt ist. 

Demnachst Euklid I, 9—15. Dies sind Probleme (9—12) oder Tbeo- 
reme (13 — 15), die sicb nicbt auf Dreiecke bezieben; sie k5nnen alle obne 
Anderung der BeweisfQbrung auf die Kugel tLbertra^en werden. Obwobl 
man in den alteren spbariscben Werken yon diesen Propositionen keine Spur 
findet, gebraucbt Menelaos sie docb sebr oft obne jeglicben Beweis. Bei 
Euklid dienen diese Satze als Existenzbeweise, und wir mtissen die Sacbe 
so betracbten, als ob Menelaos die Sfttze dem Euklid entlieben, was ftir 
ibn binreicbend war, um die Existenz auf der Kugel zu sicbem. Als Bei- 
spiel des gelegentlicben Gebraucbes dieser Satze m5gen aus der Halleyaus- 
gabe folgende Stellen zitiert sein: 

yorausgesetzt im Menelaos: 



Euklid I: 


Satz: 


Seite: 


Zeile: 


9 


1,30 


36 


16 yon unten 


10 


1,24 


29 


21 yon oben 


11 


1,22 
I 11,2 


27 

49 


16 yon oben 
5 yon unten 


12 


1,32 


41 
42 


11 yon oben 
4 yon oben 


13 


1,11 


IX 


20 yon oben 


15 


I, X2 


12 


8 yon oben. 



Eine andere Konstruktion, die Menelaos oftmals obne Beweis yoraus- 
gesetzt (z. B. Halleyausgabe H, 1. 2. 4 u. Ill, 7 Seite 92 Zeile 14— 15ff.), 
ist diese: f^uf der Kugeloherfldche von einem gegehenen Fvmkt aufserhdlb eines 
gegehenen Bogens einen Bogen zu Ziehen, der mit dem gegehenen einen ge- 
gehenen Winkel bildeV Die entsprecbende Konstruktion in der Ebene finden 
wir nicbt in Euklids Elementen; sie ist aber in den Dcden (Satz 30) yon 
demselben Verfasser yorausgesetzt. 

Betracbten wir femer Euklid I, 16: In jedem Dreieck, wo die eine 
Seite verldngert ist, icird der dadurch etUstandene Aufsentvinkel grOfser (jUs, 
jeder elnzel/ne der gegeniiherliegenden InnenmnkeV 
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Icdem Menelaos es versacbt, deu Beweia dieses Satzes m QbertAgen, 
stOfst er (Pignr 10) auf die Ungleichheit: L ECD > ECZ. Anf der Kngel 
gUt dies aber nur, wenn ^ BE < 90"; denn niir dann wird L ECZ ein TeQ 
TOD L EOD (Euklid, xoival Svvotai 8). Der Satz l&&t sich also nor mit 
veriliidertem Besultate tibertrageni In dem Spezialfall, dais das Dreieclc 

O 




Pfgnr 10. 

gleichschenklig ist, *.■ AB = AC = 90", sieht man aber aofort, dafs der 
Anfsenwinkel 180* -^ <? = S = 90" wird. Wenn man die Figur anf der 
Kugel derjcnigen in der Ebenc analog ergSazt, erhalt man offenbar das 
sphSriscbe Zweieck. So koramt man auf ganz natilrliche Weise zar Bildung 
des Zweieck s and zur Zerteilung des Problems in mebrere F&lle mit 
einem Orenzfall, wo 180° -:- ^ J?. Durcb Pignrenbetracbtung erbalt 
man nun ■-'AC = AD, wenn ^ AB -(- AC ^ 180", und nmgekehrt, nnd 
femer mit Benutzung des Satzes Uenelaos I, 2, indem ja I. B =^ D, dafs 
die Bedingung fur Z.180''~C = B eben ^AB + AC = 180'' wird. Wenn 
aber -^ AB -\- AC ^180°, wird •^AC'^AD, tmd man braucbt nur, nm 
die zwei allgemeinen P^Ue zu erbalten, den Satz Euklid I, 16: „Ein€r 
grSfseren Seite gegenuber U^t ein griffserer WinJcd," zu tlbertragen ; dann folgt 
ja, dafs 180"^ C^B, je nachdem '^AB +AC^180". Erst nrafe aber 
Eaklid I, 18 fOr das spb&rische Dreieck bewiesen werden. In der Ebene 
h&ngt dieser Satz von Euklid I, 16 ab, bei deasen t^ertragung wir gerade 
verweilten. Desbalb wird Menelaos gezwungen, eiuen neaea Beweis ffir 
Euklid I, 18 zu sucben. 

Er legt (Figur 11) nun die Heinere Seite AB auf die grOi^re AC, 
jedocb von C und nicht wie Euklid voa A ans; dann wird: AC^AB 
-\-AD>SD (Euklid 1,20), und wenn er Euklid 1,25 in Bezug auf 
die Dreiecke ABC und DCB, die zwei Selten gleicb, die dritte aber nn- 
gleich haben, in Anwendnng bringt, folgt i B> C, und somit ist der iiene- 
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Beweis erledigt, allerdings mit HtQfe der noch nicht tLbertragenen Sfttze 
Euklid I, 20 und 26. 

Indem nun Euklid I, 21 eine direkte Folge oder Erweiterung von 20 
ist, und 24 und 19 die umgekehrten von 25 und 18 sind, stellt sich folgende 
Ordnung bei Menelaos als die natiirliche dar: 



Menelaos: 
15 
6 

8a 
8b 



analog 



i? 



10 



>» 



»? 



« 



« 



71 



?» 



Euklid: 
20 
21 

25) 
18 
19 
16. 



invers 



h 



invers 



Sonderbar ist es allerdings, dafs 8 (Menelaos) zwischen die inversen 
Satze 7 und 9 eingeschaltet ist. Dies erkl&rt sicb vielleicbt dadurch, dafs 





Pigur 11. 



Figur 12. 



Satz 7 im Menelaos dui'ch 5 auf eine fthnliche Weise wie 6 bewiesen wird. 
Jedenfalls haben die' Satze Menelaos 5 — 10 folgende Ordnung: 

Menelaos I, 5 = Euklid I, 20 (Figur 12): 

In emem spkdriscfien Drekck ist die Summc ztoeier Seiten grdfser ais 
die driUe, 

Seien gegeben: ^ BC> BA und ^ BC> AC. 

Zu beweisen: ^BA-^- AC> BC. 

Man zieht den Kreis EAD mit B als Pol, also ^ CA> CD [Theod. 
Ill, 1]; man addiert ^BA = BD, und erhalt ^ BA + AC> BC^^) 

79) Durch Yerlangerung der Bogen AB und AC bis zum Schnitt in dem A 
entgegengesetzten Pol H wird man beweinen k5nnen, dafs die Summe der Seiten 
jedes sphgfischen Dreiecks kleiner ist als ein grOfster Ereis der Engel; vgl. oben 
Seite 201 
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I, 6 = Euklid I, 19 (Figur 13): 
Durch 5 erhftlt man: 

^ AB + BC> AE +EC> AD + DC 
^ A 





Figur IS. 



Figur 14. 



I, 7 = Euklid I, 19 (Figur 14): 

In jedem sphdrischen Dreicck liegt eine grdfsere Seite einem gegehenn 
grdfseren Winkd gegeniiher. 

Sei gegeben: L C^ B. 

Zu beweisen : ^ AB^ AC, 

Sei LBCD = B konstruiert (l), so wird ^ BD = DG (3), folglicl 
-> AB == AD + DO AC (5). 

I, 8 = Euklid I, 24—25 (Figur 15): 

In zwei sphdrischen Dreiecken, die zwei Seiten gleich hdben, wird eim 
driUe grOfsere Seite durch einen gegeniiherliegenden grdfseren Winkd hedingi 

a. Sei gegeben: ^ Al 
= DE, BC=EZ unc 
LB>E, 

Zu beweisen: ^ ^IC 
>DZ. 

Seien gezogen die Ereisi 
TD und HA mit E und 1 
als Pole; dann wird die 
Bogendiflferenz TZ = HC 
Dagegen ^ D T < ^ JET, weij 
L B ^ E (def. 5 und prop. l). Dann wird aber die Gerade und also aucl 
der Bogen AC> DZ [Theod. IH, 1]. 

b. Sei gegeben: ^ AB = DE, ^ BC = EZ und ^ AC> DZ. 

Zu beweisen: i B> E. 

Dies wird durch die umgekehrte Schlufsreihe von a. bewiesen (vgl. Seite 45), 

Anin« Yor dem Beweise 8a steht im Cod. Leid. 399, bei Gerhard und 
Hal ley, dafs der Beweis dieses Satzes sowie der des umgekehrten 8 b wie indei 
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Figur 16. 




Figur 17. 



Ebene gefOhrt werden kann. Wenn diese Bemerkung nicht eine sptttere Interpola- 
tion ist, was nicht wahrscheinlich ist, liefert sie uns den direkten Beweis der "Ober- 
tragung von Euklids Sfttzen auf die Kugel. 

I, 9 (invers von 7) = Euklid I, 18 
(Figur 16): 

In jedem spMrischen Dreieck liegt ein 
gr6fserer WinJcel einer gegehenen grdfseren Seite 
gegeniiher. 

Sei gegeben: ^ BO BA, 

Zu beweisen: /. -4. > C 

Mache ^ CD =^ AB^ dann wird ^BC 
= AB -\- BD> AD (6), und mit Anwendung von 8 auf die Dreiecke 
A CD und CAB wird bewiesen 

LA>a 

I, 10 = Euklid I, 16 
(Figur 17): 

Ein Aufsentcinkel eines spM- 
risch^n Dreiecks ist ^ als der 

Innenmhkel am anderen EndpufUcte der verldngerten Seite, je nadidem die 
Summe der gtvei anderen Seite ^ als 180^ ist^ und umgekehrt 

Sei gegeben: ^ AB '\'BC^ 180®. 
Zu beweisen: L 180<* -:- C'^A, 

Indem D der dem Pol A entgegengesetzte Pol ist, wird ^ AB -{- BC 
>.Ai) = 180HTheod. I, 11], d. h. ^ BC^BD, wodurch L BCD = 1S0^ 

-:- C ^ D = .A (9 und 2). Der mngekehrte Satz wird ohne Beweis postuliert. 

Wie man sieht, ist Menelaos I, 5 nicht wie der analoge Satz I, 20 
im Euklid bewiesen. Es 
kommt daber, dafs Menelaos 
beim t)l)ertragen des Beweises 
aus der Ebene, in dem Falle 
wo ^BA + AC> 180«, auf 
ein Dreieck BCD stSfst (Fi- 
gur 18), das nach seiner De- 
finition kein sphftriscbes Drei- 
eck ist; jedenfalls wird in **^ 

den Definitionen in der Halleyausgabe ausctrticklich vorausgesetzt, dais die 
Seiten des spblb*ischen Dreiecks kleiner als der Halbkreis sein sollen. 
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MenelaosI, 6 dagegen ist durch 5 bewiesen, ganz wie der analoge 
Euklid 1,21 durch 20, 

Fiir 7 (Euklid 19) hat Menelaos den Euklidischen Beweis gebrauehen, 
d. h. die Sfttze 2 (Euklid 5) und 9 (von 7 unabh&ngig) zum Aufbau 
eines antithetischen Beweises benutzen konnen. Nichtsdestoweniger giebt er 
einen neuen Beweis durch 3 (Euklid 6) und 5 (Euklid 20). FClr Mene- 
laos, der ja doch gezwungen war, Euklid 20 so frSh zu beweisen, wird 
der Beweis durch diesen einfacher. Hier wie immer, wo die Beweismittel dei 
t)bertragung wegen sich fiir Menelaos anders stellen, giebt er gern nene 
einfachere Beweise; die antithetischen vermeidet er immer. 

Bis jetzt haben wir die Satze Euklid I, 1—16, 18—21 und 23—21 
mit Menelaos parallelisiert. 17 und 22 haben wir tibergangen. 

Euklid I, 17: ,,/n jedem (ebenen) Dreieck ist die Sunme von irgeni 
etvei Winkeln Jcleincr als 180^*' folgt direkt aus Euklid 16, dem Satzi 
iiber den Aufsenwinkel , der, auf die Kugel ubertragen (Menelaos I, 10) 
drei Falle giebt. Deshalb lafst sich 17 nicht iibertragen; er gilt nicht au 
der Kugel. 

Euklid I, 22: „Ein Dreieck von drei gegehenen Seiten eu konstruierch' 
ist tibertragbar, wenigstens wenn die Seiten (Bogen) gewisse Bedingungei 
erfiillen. Konstruktionen wie diese setzt Menelaos (vgl. oben) ohne Be 
weis voraus. Gerade diese braucht er aber nirgends. 

Wir kommen nun zu Euklid I, 26. Seine verschiedenen Teile ent 
sprechen den Satzen 12, 14 und 16 im Menelaos. Dieser hat also seine: 
Satz 11 eingeschaltet, dem wieder Euklid 32 entspricht. 

Euklid I, 32 ist der Hauptsatz fiber Dreiecke: „Ein Aufsenwinkd h 
der Summe der zicei gegcniihcrliegenden Innenwivkcl gleicliJ* Ein Versucl 
den Beweis des Euklid zu Ubertragen, wiirde zu dem Beweise fiihren, dai 
auf der Kugel der Aufsenwinkel kleiner als die Summe der Innenwinkel se 
Der Beweis aber, weil er im Euklid mifr Hiilfe der Parallelentheorie geftlhi 
wird, wiirde hier stereometrisch und nicht spharisch werden, und eine Untei 
suchung tiber die von grofsten und parallelen Kreisen gebildeten Dreieck 
erfordem. Dies hat ftir Menelaos keinen Zweck. Er findet leicht eine; 
Beweis auf der Kugeloberflache, denn der Inhalt des Satzes bindet denselbe 
auf der Kugel ganz naturgemafs an den ahnlichen Satz 10, mit dessen HQli 
er leicht bewiesen wird. Somit haben wir: 

Menelaos I, 11 = Euklid I, 32 (Figur 19): 

In jedem sphdrischcn Dreieck ist: 
L 180« -\ C<A + B, Oder aher i A -\- B + C> 180<». 
Sei namlich D der dem Pol A entgegengesetzte Pol, so erhalt man Z. -4 = j 
= DCE (1), femer ^ ED = EC (2) oder ^ BE + EC < 180^ Zur Ui 
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gleichheit LBCE<B (10) addiert man L A, wodurch L BCE + A 

= BCE+DGE = 180® -^ C < A ^ B. Feraer durch Addition von L 

erhalt man: 

1W<A + B + C.'^) 

Euklid 1,26 ist in zwei Teile geteilt: 

a. Zwei Dreiecke, die eine Seite tmd die dieser aniiegenden Winkel gleidi 
hdben, smd gleich. 

Dieser Satz mit Beweis kann auf die Kugel iibertragen werden. Der ana- 
loge sphftrische Satz im Menelaos (I, 14) ist jedoch auf eine andere, und 
zwar eine schwierigere Weise durch die eingeschalteten S&tze 12 — 13 bei¥iesen. 

b. Zwei Dreiecke, die einen Winkel, die gegeniiherliegende Seite und noch 
einen Winkel gleich hdben, sind gleich, 

entspricht Menelaos I, 16 mit 12 als Spezialfall. Der Euklidische Beweis 

kann nicht iibertragen werden wegen seiner Abb&ngigkeit von Ruklid I, 16, 

der auf der Kugel drei Falle hatte. 

Einen neuen Beweis erh&lt Menelaos 

durcb den 26 a entsprechenden Satz 

(Menelaos I, 14). Der Spezialfall 12 

ist aber offenbar aufgestellt wegen 

i _, . Figur 19. 

des Beweises von 13. Mit Anwendung 

von 12 und 13 zum Beweis von 14 wird die Ordnung der Sfttze 12 — 16 
ganz natdrlich; es ware aber leichter gewesen, mit 14 (wie im Euklid 
bewiesen) zu beginnen, dann 16, der nur von 14 abbangig ist, und zu- 
letzt 12, 13, 15 folgen zu lassen. Wie dem auch sei, die schwierigere 
Methode steht da, und wir werden aus diesem und anderen Griinden ge- 
zwungen zuzugeben, dafs Menelaos von der Kongruenztheorie aus freier 
gearbeitet hat. Ihm ist diese Theorie das Ziel, dem Euklid dagegen nur 
ein Mittel; im Gegensatz zu Euklid hat er dann diese Theorie erschSpfend 
behandelt, wie es iibrigens seine Gewohnheit ist (vgl. die Satze I, 26 — 35). 
Gelegentlich bemerken wir, dafs Menelaos sich bemiiht, die inversen Satze 
mitzunehmen und die Dualitatsfalle aufzustellen (I, 17 — 18). In dieser Be- 
ziehung kontrastiert er mit Euklid, von dem es oft genug hervorgehoben 
worden ist, dafs er alles tJberfliissige vermeidet. Der Unterschied der Ziele 
und der Entwickelungsstandpunkt der Mathematik zur Zeit der zwei Verfasser 
machen aber, dafs man sagen kann, beide seien in ihrem guten Rechte. 

Von Euklid 26 aus arbeitet Menelaos nur gelegentlich unter Euklids 
Einflufs. Auch wtirdc er nunmehr in den Elemenfen nur sehr wenig Siitze 

80) Hier schaltet Maurolycus seinen Beweis, dafs i A -]- B -\- C <i biO^ ist, 
ein; vgl. «oben Seite 31. I, 11 ist in Gerhards Oljersetzung verstiUnmelt oder 
miiJBverstanden. Ich folge deswegen der Halleyausgabe. 
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finden, die zur tlbertragung geeignet wftren. Weder die Theorie der Parallele 
und der Parallelogramme im 1. und 2., noch die Kreistheorie im 3. und 4^ 
noch die Ahnlichkeitstheorie im 6. Buche sind znr Bildung sph&rischer 
DreieckssHtze geeignet. Nachdem also Menelaos nach Euklid die sphS- 
rischen Fundamentals&tze gebildet, sucht er seine weiteren SUtze hie und da 
in der Geometrie der Ebene, oder er findet sie selbst. Was in jedem einzehien 
Falle stattgefimden hat, lafst sich nattirlich nicht leicht entscheiden. Bevor 
wir diese einzelnen F&lle von Abh&ngigkeit nachznweisen yersuchen, geben wir 
ein Resum^ ^ber die Kongruenzs&tze. 

Menelaos 1, 12. 

Sei gegeben: i A = D = 90^, LC = Z^ 90^ ^BC = EZ. 

Zu beweisen: ^ AC = DZ, ^ AB = DE, L B = E. 

Sei (Figur 20) ^CH = BC,^ CT= DZ, so wird A CHT^ZED (4), 
d. h. L THC = E, L HTC = D = 90« und ^ HT = ED. Da ^ KT und 

KA beide senkrecht auf TA 
^ stehen, ist iT Pol frir T^ [T h e o d. 
I, 13]. Also AKBC^LHC 
(4), femer die Bogendifferenz AB 
=HT=nE,nnd LB^THC 
= E, und da AHGT^BCA 
(4), wird ^AC=CT==^ BZ. 

I, 13 (Figur 21): 
iA = D, ^BC = EZ, ^AC = DZ und entweder 
odei- LB> 90^ LE> 90«. 

Zu beweisen: '-' A5 = DE^ 

LC=Z, LB = E. 

a. L A = D ^ 90^ Seien 

^ CT und HZ senkrecht auf 

^ AB und DZ getallt, so ¥H[rd 

A ACT ~ DZH (12), d. h. ^ CT 

*^«"' 2^ = HZ , dadurch -> BT = HE 

[Theod. II, 11] und addiert man <^ AT = DH, so wird <^ AB = BE. 

Dann folgt LC= Z und LB = E (4). 

b. L A = D = 90^. In diesem Falle kann man den letzten Teil des 
Beweises a von „^ CT = HZ'"'' aus benutzen. 

I, 14 = Euklid I, 26, 1 (Figur 22): 

Sei gegeben: iA = D, LC=Z, ^ AC = DZ. 

Zu beweisen: iB = E, ^ AB = ED, ^BC=EZ. 




Sei gegeben: 
LB <90\ LE<90^ 
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a. /_ ^ = 2> = 90^ C und Z Pole fUr hezw. AB und ED. Dann 
wird '^BC = EZ^=^ 90® und die betreflPenden Dreiecke werden kongruent (4). 

b. LA = D B. 
= 90^ C und Z 
nicht Pole fiJir AB 
und ED, Dann . 
sind z. B. T und fl^ 
diese Pole, so wird 
A CBT^ ZEH 
(13), denn ^ CT 

= ZH (gleiche 
Bogendifferenzen), 

^BT=EH 
= 90^ /. J?CT 
= J5;Zlf(8iehaben 
gleiche Supplement- pjg„, ^ 

winkel) und L B 
u. J5?< 90®. Weil also ^BC=EZ, hat man AABC^DEZ(4: oder 12). 

c. Z.^ = 2)^90®. Seien / und If Pole bezw. fiir -4-B und ED, 
so wird LJAC^HDZ, A J AC 
~ HDZ (4), d. h. ^JC = HZ, 
L JOB = HZE, woraus, ds, LJBC 
und HEZ beide entweder spitz 
oder stumpf sind, folgt AJBC 
~ IfiJZ (13), d. h. ^BC= EZ, 
also AABC^.DEZ (4). 

I, 16 (Figur 23): 

Sei gegeben: LA=^D, L C 
= Z, ^BC=EZ und ^ ^J5 
= 2)1;^ 90®. 

Zu beweisen: ^ AC = DZ. 

a. ^^5 = J9J5;<90®. 

b. v.^5 = 2>JE;>90®. 
Sei / der dem Punkte B entgegengesetzte Kugelpol, und ^ AK= DZ, 

^AQ = DE, dann wird a. u. b. ^DE^AJ, femer AAKQ ~ DZE(4:\ 
also: ^KQ=^ ZE = BC, i K = Z = C, woraus (da (13) ftir den Fall 
i A = D ^= 90® unbrauchbar ist): 

^KL + LC=1S0^ = ^BCJ. (10) 

a. subtrahiert man ^ LC, b. subtrahiert man ^JC, so erhalt man: 
^BC+ LJ= KL, <^BC = KL-{- LJ, 




Fignr as. 



44 



Viertes Kapitel. 



I. 



• 

r 



und weil ^BG = KQ, wird ^ LQ = LJ \m^ /_ ^ = / = J?^ d. h. 

/\AKQ^.ACB{^), oHer ^ AC =AK=nZ, .. 

I, 16 = Euklid I, 26, 2 (Figur 24): 

Sei gegeben: iA = D, LC = Z, ^BC=EZ und ^AB'+Di: 
^180«. 

Zu beweisen: ^ AB ^ BE, ^ AC = DZ, L B = E, 
Sei J der dem Punkte A entgegengesetzte Kugelpol, ^ J T ^= DE 
und ^JK = DZ, dann wird, da i D = J, A D^Z ~ A JTK (4), oder 

LTKJ = EZD, woraus ^ CL = LK (3), 
^ TK = EZ = BC, also die Differenzen 
^LB = LT, LB = T, d. h. AABC^JTK 
~ DiJZ (14). 

I, 17 (Figur 25), ungOltig in der Ebene. 
Seien gegeben: l^ A =* D^ L B ^= E^ 
LC = Z. 

Zu beweisen: ^AB=:=DE, ^AC = DZ, 
^BC = EZ. 

Seien ^ BT= ZE und BJ = E1)] dann 
wird A 2>i?Z ~ JBT{i), d. h. JL 7= D = A, 
L T = Z = C und V. TJ'=* Z/). Da nun £ C 
(als AuTsenwinkel des Dreiecks CTK) = OTJSr, 
hat man ^CK+ KT= 180® (10) und analog ^JK+KA=^ 180<>; d^ 
also ^ KA^CK=KT-^JK, bekommt man ^AC=TJ = ZD und 
femer AABCc^DEZ (14). 

Zu dem 13. Theorem des Menelaos finden wir bei £ukli4 keinen ent- 
sprechenden Satz; man kann ihn jedoch mit dem analogen Ahnlichkeitssatz in 

der Ebene VI, 7 vergleichen. Dieser zeigt 
uns die Methode, die Euklid wahrschein- 
lich verwendet hatte, um Menelaos 1,13 
in der Ebene zu beweisen. Er wiirde sicher 
Euklid I, 17 und 32 gebraucht haben. 
Diese gelten nicht auf der Kugel, sodafs 
Menelaos aus Euklid VI, 7 jedenfalls 
keinen Beweis. fiir Menelaos I, 13 hat 
ableiten konnen. 

Die beiden folgenden Satze, Mene- 
laos 1, 18 und 19, stehen wie 1,8 in enger 
Verbindung mit dpr Kongruenztheorie. Sie sagen nSmlich: wenn diese und 
jene Stticke zweier Dreiecke gleich sind, diese und jene ungleich, so werden 




Figur 24. 
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auch diese und jene ungleich. I, 18 (vgl. das Resume oben Seite -28) mit 
einem langen dreiteiligen Beweis kniipfk sich dualistisch an 17, hat aber 
kein Analogon in der Ebene. 

I, 19 (Pigur 26): 

Gegeben: ^AC = DZ, LA>D, LC<Z \md Z.-B^90^ LE^90^. 

Zu beweisen: ^BG> EZ, BE > AB. 

Sei konstruiert A AJC^DEZ. Weil nun die Winkel CBJ und 
AJB spitz sind, wird L ABJ > AJB, folglich ^ AB <AJ = DE (7); 
durch denselben Schlufs L BJC> CBJ und ^ BC> CJ = ZE, 

Trotz unermtidlicben Suchens in den Werken von Euklid, Archi- 
medes, Apollonios^ Pappos u. a. ist es mir nicht gelungen, den analogen 
Satz in der Ebene zu finden. Der Satz, eine direkte Folge yon Euklid 
1,19 (Menelaos 1,7), ist 
somit wahrscheinlich eine 
Erfindung von Menelaos. 
Fiir S&tze dieser Art hatte 
er offenbar eine besondere 
VorHebe. Ein Theorem der- 
selben Art war es, welches 

nach Proklos' Bericht von ihm anders als von Euklid bewiesen wurde, nftm- 
lich Euklid I, 25 = Menelaos 1, 8b. Jedbch ist der Beweis, den Mene- 
laos fur diesen Satz in der SpJiUrik gab, nicht derselbe, den er nach Pro- 
klos in 'der Ebene aufstellte, wie ein Viergleich zeigen wird. 

Sei nftmlich gegeben: ^ AB = DE, AC = DZ, BC> EZ, so wird 
es auf folgende Weise bewiesen, dafs L A^ Di 




Enkllds Elemente 

1,26 (Pig. 27).' 
Ware LA = I>^so 
ware auch BC = EZ 
[Eukl. I,4=Menel. 
1, 4 a], wEkS unmoglich 
ist. Ware /. ^ < i>, so 
ware auch BC<EZ 
[Eukl.I,24 = MeAel. 
1,8 a], wskS unmoglich 
ist. Also £ u4 > 2>. 



Menelaos nach Proklos 

• (Pigur 28). 
Sei BH = EZ, LBBT 
^E [Eukl.I,23 = Menel. 
1, 1] und BT=DE, so wird 
AEDZ^BTH [Eukl. 1,4 
=.Menel. I,4.a], d. h. ^TT 
= AC = DZ, also TK 
>:AC>AK, d.h. LKAT 
>KTA [EukL 1, 19 = Me- 
ae 1. 1, 7 ] ; addiert man LB AT 
= BTA [Eukl. 1,5= Me- 
nel. I, 2], hat man /. A. 
>BTK=D. 



Menelaos' SphSrik 

I, 8b (Pigur 29). 

Ziehe die Kreise HC 
und ZT mit bezw. A und 
D als Pole, so wird ^ HB 
= ET, und weil ^ CB 
>EZ, wird ^CH>ZT 
[Theod. m, 1], d. h. 

L 4 > !>• 

Anin. Theod. Ill, 1 
ist durch Euklid I, 47 
u. Ill, 7 bewiesen. Letz- 
terer ist von Euklid 1,20 
= Menel. I, 5 abhlngig! 
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Euklid beweist also den Satz antithetisch dorch den vorhergehenden 
(I, 24), letzteren durch I, 4, 5, 19, 23. Was Menelaos gethan, ist lediglich, 
dft£3 er I, 25 mit einem dem des Satzes 24 analogen Beweise verseben bat, 

A 






T D 




Figur 27. 

Figur 88. 

wieder mit Hiilfe von I, 4, 5, 10, 23. Den neuen Beweis bat er also kaom 
dorcb seine spb&riscben Untersucbnngen gefunden; in der SpMrik giebt er 

ja dem ktlrzeren direkten Beweis durcb den oft be- 
nutzten Tbeodosios III, 1 den Vorzug. Vielmebr 
gebQrt der von Proklos referierte Beweis einem 
Werk von Menelaos tiber die Geometrie der Ebene 
an, das als ein Ergftnzungsbuch zu den Elementen ge- 
dacbt war, und wo namentlicb oder ausscblielslicb 
Dreieckstbeoreme sicb befanden, ein Buck der Drei- 
ecke, wie es die Araber dem Menelaos beilegen. 
Dafs Proklos' Bericht falscb ist, ist an sicb 
unwabrscbeinlich , umsomehr, weil man von der 
SpMrik weifs, dafs Menelaos inmier die antitbe- 
tiscben Beweise vermeidet und analoge Sfttze analog 
beweist, wie die Beispiele Men el. I, 4 a u. b, 2 n. 
3, 8 a u. b, 7 u. 9 zeigen. Jedenfalls, wenn irgend 
jemand, beeinflufst von den wenigen Fallen tlber- 
einstimmender Beweise im Euklid und Menelaos, 
vielleicbt die intime Verwandtscbaft der beiden Werke bezweifeln m(5cbte, so 
kann er diesen Zweifel Proklos' Bericbt gegenuber nicbt gut aufrecbt balten. 
— Gelegentlicb bemerken wir, dafs es an sicb interessant ist, zu wissen, 
dafs man scbon zu Menelaos' Zeit die Elemente kritisierte und ergftnzte. 




Figur 29. 



Der letzte Teil vom 1. Bucb Euklids gab, sagten wir, zur t5l)ertragung 
keinen Anlafs. Nicbtsdestoweniger k5nnen die Paralleltbeoreme in der Ebene 
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sph&rische Satze ergeben, wenn wir iiberall fiir ,jparaUele G erode" ,jf>araUelen 
Krei^' und fOr ,^cfiiefe Gerad&* „gr6fsten Kreis** substituieren. Als Beispiel 
nennen wir Euklid I, 33, 1 und Tbeodosios IT, 13, 2. Das Beispiel stebt 
ganz isoliert, und S&tze, die man durch diese Art von tJbertragung erhalten 
kann, fallen so in die Augen, daf^ sie durcb tlbertragung aus der Ebene 
nicbt entstanden zu sein braucben. 

Yom 3. Bucb Euklids, welcbes die Kreise in der Ebene und die bei 
ibnen vorkommenden Winkel bebandelt, k5nnen die meisten Sfttze fiber- 
tragen werden, indem man die Begriffe ,^hdrisches Zentrum" und ^spMri- 
schen Ahstand" einftthrt®^) und dann folgende Substitutionen macht: 

f,Kre%s auf der Kugd" fftr „Kreis in der Ebetie", 
„Zirikelpol" fftr „Krei8eentrum" , 

ftgrdfster Kreis" filr „Ger(id&\ 

Die so erbaltenen Tbeoreme sind der Art, wie wir sie im Tbeodosios und 
Qberhaupt in den Spbftriken yor Menelaos treffen. Folgende Beispiele dieser 
Art von Korrespondenz springen namentlicb in die Augen. 



Euklid UI, 11. 

^Eccv dvo %v%koi itpamayvxM akki^koov 

ivtog, xal Atj^OjJ avt&v tic xivxqa^ i] inl 

xa xivxQa avxobv int^£vyvv(iivri sv&sta %al 

ijiPaXXofAivri ini ri^v avva(piiv lucttxai x&v 

xvnkfov, 

m, 12. 

^Eicv dvo xvnXoi itpanxcDvxai akkrikfov 
ixx6g, 4l inl xa %ivxQa aix&v initevyvvfiivri 
Sta xi^g inatpi^g ikev6exai. 



Tbeodosios' Sphftrik II, 4. 

Eicv iv Cfpalqct dvo %v%koi 
itpdnxcavxai akkrikoov, 6 Sue 
x&v nokS>v avx&v fiiyiGxog 
xvxkog yQatpofUvog oucl dta xfjg 
avvaq>i]g ccvxSiv ikevctxai. 



UI, 17. 

Idnb xoH do^ivxog at}- 
fuCov rotf 6o&ivxog Kvxkov 
ifpanxoiiivfiv ei^etccv yQafifiiiv 
ayayitv. 



II, 15. 

Kvxkov dod'ivxog iv afpalQci ikdaaovog 
xov fuylaxov, 9ucl aqfulov xtvbg iitl xfig 
iTiKpavelag xi^g <Sfpalqag^ o i<sxi ^itxal^v ccvxoH 
X6 xal xoH faov re tuxI naQakkrjkov avx^^ 
yQarlfat due xoi) ari[ulov (liyiaxov xvxkov 
ifpanxo^uvov xov do^ivxog xvxkov. 



Vielleicht hat die altere Spb&rik auf diese Weise durch Cbertragung 
einige Propositionen errungen. Weil sie sich nicbt auf Dreiecke bezieben, 



81) DaTs in der That diese Begriffe dem Tbeodosios bekannt waren, zeigen 
die Definitionen in seiner ^hdrik I, def. 4 — 5. 
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haben sie fiir Menelaos keinen Zweck; das in dieser Beziehnng Notwendigi 
findet er auch bei seinen Vorgangem. 

Euklids 4. Buch kann wie das dritte tibertragen werden; yon eine: 
solchen tJbertragung treflfen wir jedoch "keine Spur. 

Euklids letztes geometrisches Bucfi, das 6., behandelt ahnliche Figuren 
solcbe existieren nicbt auf der Kugel. Wahrscbeinlich hat doch die Trans 
yersalentheorie, namentlich Euklid VI, 2, die Idee zu den spharischen Satzei 
Menelaos I, 23 — 25 gegeben (vgl. oben Seite 30). 

Mit Ausnahme von Menelaos I, 20 — 22, die nui' auf der Kugel gelten 
restiert uns vom ersten Buch lediglich die Satzgruppe 26 — 36. Die Theo 
reme dieser Gruppe vergleichen die drei Elementenpaare (siehe Pigur 30) 

^AD und EC 

LABD und EEC 

^BA-\-BC und BB -{- BE. 

Vorausgesetzt, dafs ^ BO BA^ und dafs die Elemente eines dieser Paan 
gleich sind, beweist man die Gleichheit oder die Ungleichheit der anderei 

xwei. Je nachdem ^ BA -{-'BC ^ ISO^ ist, bekommt man verschieden< 



F&lle. 



< 



Ein Schplion von H alley im Schlufs des ersten Buches fOigt hinzu 
,J)ie Sntze 30 — 35 gelten auch in der Ebene; denn die kleinsten spharischtt 




Figur 30. 




Dreiecke hdben die Form und Natur der ebenen DreieckeJ* Der Herausgebq 
hjEit sagen woUen, dafs die Falle ^ BA -\- BC <i 180® entsprechende Besul 
tate in der Ebene haben, n&mlich: 



Gegeben: 

1/ / 
, c = a 

2. Ly = « 

3, a + cv= 2d 



Spezialfall (Figur 31 ): 

Zu beweisen: 
/.y> a, a + c> 2d . | 

a + c> 2d, c'<a'' J 



entsprechen im Men 

1,30 
1, 31. 



Voraussetzung: a"^ c. 
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entsprechen im Men. 
I, 33 
1,34 
1,36. 



AUgemeiner Pall (Fignr 32): 
Gegeben: Zu beweisen: 

4. c'=a' ;/.y>a, a-|-c>^'+^" 

5. L y = cc a-\-c>d'-^d'\ c<Ca 

6. a-{'C=ct-^ct'\Ly>€c, c>a 

Voraussetzung: a^ c, 

Pinden wir nun diese Theoreme in der Geometrie der Ebene vor Me- 
nelaos? Es ist mir nicht gelungen, sie als Ganzheit zu finden; nur hie 
und da babe icb ihrer verschiedene entweder als Slltze oder Voraussetzungen 
angetroffen, namlich: 

Euklid, Optik 4®*) „Tc&v Ryan/ diccatri^x<av xal inl tijg avxf]g Bv^eiag 
6Vr(4)i/ Tcc i% nkBiovog dtaaxrificcTog 6Q(o(Aeva iXccnova qxxlvetat''^ d. h. es wird 

B 





Figur 82. 

bier dasselbe bewiesen, wie im obenerwftbnten Falle la, Menelaos 1,30,2 
entsprecbend. 

Enklid, Optik 7 ,,Ta inl rf;$ avtiig ev^Biag Svxa taa (lEyi^ti (iri 
iipB^fig akXiqkoig tid'ivtcc xorl iiviaov duaxfindxa xov Sfificctog Sviaa qxulvExai"^ 
ist eine Erweiterung des vorigen Satzes fiir den Fall, wo die Linien- 
stucke, die betracbtet werden, nicbt kontinuiert sind, also 4a oder Mene- 
laos I, 33, 1. 

Euklid, %eqI dtcciQiaeav 28«»): „Die Figur ABZC (Figur 33) 
mittels einer Geraden in zwei gleicbe Teile zu teilen/^ Die Figurenkon- 
struktion zeigt uns, dafs Euklid la und 2a der obigen Falle gekannt bat. 

Archimedes 9 nsQl illKcav 13.^) Hier wird vorausgesetzt, dafe 
das Doppelte der Halbierungsgeraden eines Dreiecks kleiner als die Summe 
der zwei einscbliefsenden Seiten ist, d. b. 2a oder Menelaos T, 30, 3. Der 
Fall 2b (Men. 1,30,1) ist als bekannt vorausgesetzt in 

82) Euclidia opera omnia, ed. Heiberg VII, p. 6ff. 

88) Woepcke im Journal asiatique 1861, p. 240. 

84) Archimedis opera, ed. Heiberg II, p. 67, Note 2; vgl. Heiberg, 
Kinige von Archimedes vorausgesetzte elementare Sdtze^ Zeitscbr. f. Matb. u. 
Pbysik 24, bist.-litter. Abt., p. 178 unten. 

Abb. z. Oewb. d. matb. Wittenscb. XIV. 4 
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ApolloniOS^ xovixa VI, 32®^) (Halleyausgabe p. 90), wo voraus- 
gesetzt wird NX < XA (Pigur 34). 



Die obengenannten Falle la, 2, 4a haben wir also als Theoremc 

(Euklid) oder Voraossetzungen (Archimedes und Apollonios) naehweisei 

kSnnen. Moglicherweise hat ein Werk existiert, wo diese Fftlle bewiesei 

wurdeii, vielleicht vor Euklid, jedenfalls vor Archimedes. Unwillkfirliel 

miissen wir bier an die voreaklidiscben Elemente denken, deren Inhalt wii 

^,_— ^.^^^ ja gar nicht kennen; ohne Zweifel ist es nicht das ge 

/^Y"---^^^N^ ringst« Verdienst des Euklid, dafs er solche Satzreiheo 

("Ja i \^ die ohne prinadpales Interesse waren, aus dem Bereicl 

I \ : I der Elemente verwiesen hat. 

X^V y^ Wahrscheinlich ist es doch Menelaos selbst, de: 

Pigur S4 ^^® Elemente a -{- c und ^ BD -^^ BE in die Unter 

suchung hineingezogen hat; denn diese Figarenteile hati 
er im zweiten Buch (II, 10) notig, und diesem Umstand verdanken wir offen 
bar die ganze Satzgruppe 26 — 36 im ersten Buche. 

Die langatmigen sph&rischen Beweise dieser Satze k5nnen aus de 
Ebene iibertragen worden sein. Durch Euklid VI, 3 erhftlt man jedoch ii 
der Ebene viel leichtere Beweise. Die Beweise in der Optik geben in diese 
Beziehung keinen Aufschlufs. 

Als Erfolg der Untersuchung fiber Menelaos' 1. Buch ergiebt sich: 
„Menelaos hat den Begriff ^sphririsches Dreieck' in die MatJtf 
matik eingefUhri, definiert und detnselben einen Namen gegeben (tqlnlBv^ov] 
Mit HUlfe des ersten Bucfies der Euklidischen Elemente hat er die dementur 
Lehre dieser Dreiecke gegrundet Zu diesem Zweck hat er die Uhertragharti 
Dreieckssdtze aus Euklid auf die Kugel iibertragen, Di^ Anzahl diese 
Sdtze hat er mit den reziproken und dualistisdiefi Sdtzen ergdfizt. Die Kan 
gruenzHiearie hat er im Gegensaiz zu Euklid ersch6pfend heiianddt Wa 
die Bew^fuhrufig hetrifft, hat er eher von Euklid gelernt, als er ihm gt 
folgt ist Euklids antiUietische Beweise vermeidet er immer und zieht di 
analogen vor, Sonst hat er immer den leicJitesten Beweisen den Vorzug gt 
geben und deshalb oft Sdtze aus den friiheren sphdriscften Werken vorau^ 
gesetzt. Ein besanderes Interesse hat er fur die Gattung von Sdtzen, di 
uHr in Euklid I, 24 — 25 finden. In Verbindung mit seiner Arbeit Hhe 
die Sphdrik steht eine Arbeit iiber ebene Dreiecke, die als eine Ergdnzung dt 
ersten Bushes Euklids dienefi sdlte, und tvo er audi die Euklidisdien Sdtz 



86) Apollonii Pergaei coni4:a, ed. Halley, Oxford 1710. 
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ffdegentlich mit neuen Beweisen versehen hat. — Das ganze ersfe Buch des 
Menelaos ist als ein originelles zu hetrachten" 



Bei Menelaos' nachstem Nachfolger, Ptolemaios, kann man erwarten, 
die Sfitze dieses ersten Buches als Voraussetzungen zu finden. 

In dieser Erwartnng wird man nicht getauscht. Als Beispiele nennen 
wir die SStze Menelaos I, 2, 4a u. 4b, deren Gebraucb in Ptolemaios' 
Syntaxis deutlicb genug ist.®^) Deswegen hegen wir kein Bedenken, zu 
bebaupten, dafs Menelaos' SphorUc fiir das Studium der Syntaxis yon Be- 
deutung war, was Tannery zu leugnen scheint.®^) 

Pappos referiert, wie oben erw&bnt, Menelaos I, 5, 6, 30 u. 33^); 
Theon von Alexandria I, 4, 13 u. 14.®^) Letzterer gebraucbt aufserdem 
oft Slitze aus Menelaos' erstem Bucb obne Quellenangabe. — . tlberbaupt, 
wo man den Namen xQinksvQOv im Ptolemaios, Pappos und Theon 
findet, bezieht sicb der Text meistens auf eine Anwendung von Menelaos' 
erstem Bucb. 



FOnftes Kapitel. 

Menelaos zweites Buch. 

a. th)ersic1it des zweiten Baches. 

Dieses Buch, das matbematisch ganz obne Bedeutung ist, bietet da- 
gegen vielerlei Interessantes, wenn man es mit den alteren spbHrischen oder 
astronomischen Werken vergleicht. Desbalb braucben wir den Inhalt nur 
kurz zu referieren, um ibn dann mit dem Inhalt anderer Werke vergleicbeu 
zu k5nnen. Entweder mtissen wir namlich mehrere der „mittleren Biicber" 
in unsere Untersucbung mit bineinzieben, oder aber kdnnen wir ebenso gut 
Menelaos' zweites Bucb stillscbweigend tlbergeben. Um nicht die Unter- 
sucbung zu weit auszudebnen, m5cbten wir sie gem auf die SphHrik be- 
schr&nken und die Astronomie ausscbliefsen. Das geht aber nicht. Die 

86) Ptolemaei Syntaxis math., ed. Heiberg I, p. 96,24 — 119,7 — 148,3 
— 149, 3 — 166, 2 — 161, 18 — 163, 16. 

87) Tannery, Becherches mr Vhistoire de Vastrmwmie ancienne, p. 36, Note 2. 

88) Pappus, ed. Hultsch, p. 476; vgl. oben Seite 4 und unten Seite 66. 

89) Vgl. oben Seite 6 und 22 ff. 

4* 
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griechische Spharik und Astronomie sind, wie wir sehen warden, so en| 
mit einander verbunden, dafs man sie nicht einzeln behandeln kann. £: 
ist jedoch nicht unsere Absicht, eine erschdpfende Geschichte der griechi 
schen SphUrik zu geben; dazu fehlen auiserdem genUgende Ausgaben de: 
betreffenden Werke, Wir beschrttnken uns auf die Hauptprobleme, die wi 
von einem Verfasser auf den anderen verfolgen, um somit die £ntwickelun| 
bis Ptolemaios klar legen zu k5nnen. Zuerst aber resumieren wir den In 
halt des zweiten Buches Menelaos\ 

n, 1 — 2: „Von einem beUebigen Pufikte der einen Seite eines sphdrisdiet 
Dreiecks einen grdfsten Kreishogen zu zielien, der mit der Basis einen Winke 
Mldet, einem der an der Basis liegetiden Dreieckswinkd gleich,** 

Diese Konstruktion ist fElr verschiedene Gattungen Ton Dreiecken aus 
gefilhrt, flir solche namlich, wo dieses Problem den Existenzbeweis dei 

in den folgenden Theoremen behandelten Fi 
guren bUdet. 

11,3. Seien(Figur35)imDreieck-4J50 
wo /. ^ ^ 90^ -^AB < 90® xx,^BC< 90" 
gezogen die Bogen JDE und TDZ (J au 
AB, T auf BC), so dafs LJOZE=A 
u. LI>EZ=C, 

Dann ist zu beweisen, dafs: 

^BT<DJ und ^BJ<DT, 

B e w e i s : Man verl&ngert die Bogen A 1 
und Z2\ CB und EJ bis zum Schnit 
bezw. in L und K. Dann wird ^ LA -^ LZ = 180® (I, 10) oder ^ Bl 
+ LB < 180®, wodurch L JBB > BDL (I, 10). Analog wird L TBI 
> BDK d. h. 90® ^ B > TBJ (= D), oder LB+B< 180®. Weil nui 
im Viereck BTBJ die Winkelsumme > 4i? (durch Erweiterung von I, 11) 
wird Z. 2' + J" > 180®, und somit (durch Erweiterung von I, 19) 

^BT<DJ, ^BJ<I>T q. e. d. 

Es ist dies der Fundamentalsatz des zweiten Buches, mit dessen Hiilff 
alle die folgenden bewiesen werden. 

Die Sfttze II, 4 — 9 konnen wir in Bezug auf eine und dieselbe Figur (36^ 
so zusammenfassen: 

Vorausgesetzt, dafs im sphlUischen Dreieck ABC mit den Seiten a, &, c 
1. LB^ 90®, LA = A^ = A^ = A^ und a < 90®, c < 90®, 
so wird, 
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wenn: 
&j = ftj, a^ c 

C + fj = Cj + c, 



auch: 
a^Ka^ and c + Cj < c^ + ^2 [H, 4* u. 5] , 
61 > 6, und c + C3 ^ Cj + Cg , 

je nachdem a ^ c [II, 4\ 6 u. 7'J , 



61 > 6, und 



»i ^ «2 ^ 



je nachden^ a^c [II, 7^»* "• *]. 

2. Wenn /. ^ < 90^ LC< 90®, /. ^ = ^^ = Jg = ^3, 

a < 90® , c < 90® und c ^ a , 

so hat man ftir ^i = fl^ » ^^^'^ ^1 ^ ^2 W ^]' 

3. Wenn Z.-B<90®, /. ^, = ^ , 90®^a>c, 



«i = «« 



LA^>A, 



und 6^ = 62, 
wenn /. ^^ = -4 , 



und 



so hat man, dass 

dass L A^ <, A, wenn L A^ = A [II, 8]. 

Es ist dies eine bunte Mischung von Satzen, die aul'serdem so wenig 
ersch5pfend behandelt sind, dafs sie nicht einmal eine zusammenh&ngende 
Theorie bilden. Man ahnt sofort, dafs es mit diesen S&tzen eine ganz be- 
sondere Bewandtnis haben muTs; und so 
ist es in der That. Das, worauf es an- 
kommt, wird erst in den letzten 4 Satzen 
(10 — 13) bewiesen; dieselben sind eigent- 
lich nur Wiederholungen der oben zitierten, 
die diesmal nur nicht als DreieckssHtze 
formuliert werden. II, 10, 12 u. 13 kOnnen 
wir so zusammenfassen : 

' Seien (Figur 36) gegeben die grSfsten 
Kreise AC und C'-B, LC spitz, und seien 
auf BC (^ 90®) genoramen zwei gleiche 
Bogen OjL = a^, Durch die Endpunkte 
dieser Bogen o^ und a, sind gezogen Kreise parallel mit AC und feiiier 
grdfste Kreise, die 

n^ 10 senkrecht auf A C stehen, also durch den Pol der Parallelkreise 
(z:^\jAC) gehen, oder 

II9 12 mit AC gegen C gleiche stumpfe Winkel bilden, also einen 
Parallelkreis, kleiner als den von AB beriihrten, tangieren, oder 

II, 13 mit AC gegen C gleiche spitze Winkel bilden, also einen Pa- 
rallelkreis, grOfser als den von AB bertlhrten, tangieren, aber auf entgegen- 
gesetzter Seite. 




Figur 36. 
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In alien drei FUllen wird bewiesen, daXs die Bogen aaf AC ongleic 
werden und zwar: h^ > 6, [II, 6 u. 9], 

femer dafs die Differenzen der Bogen zwischen AC und BC ungleic 
werden, und zwar: 



in 10 far ^ = 90® 



I c -:■■ Cj < c, -^ Cj (II, 6) 



in 12 for ^ > 90® 

in 13 ftr ^ < 90® c :- t?i > c^ -:- Cj (U, 9). 

Satz 11^ 11 endlich sagt: 

Wenn (Pigur 37) zwei grOfste Kreise AE und HL einander in 
schneiden, und auf dem Kreise AE die Stiicke CB = CD (B auf A^ 
D auf CE\ femer auch die Stiicke AB = ED^ und wenn durch -4, j 
2), E vier grOfste Kreise gezogen werden, die durch den Pol Z entwed 
yon AE oder von 11 L gehen, so schneiden diese grdfsten Kreise in beidi 
Fallen auch von JJL gleiche Stiicke ab, also IIT = KL. 



Bei Menelaos diese 4 S&tze (II, 10 — 13) zu treffen, die ganz i 
Gegensatz zu alien seinen anderen S&tzen nicht als Dreieckstheoreme fc 
muliert sind, ist in dem Grade auffallig, daJGs wir unwillktlrlich hier astr 
nomische Anwendungen und Wiederholungen aus alteren Werken zu spfbn 

glauben. So verhalt es sich in der Th 
auch. Urn die YerhlQtnisse klar zu lege 
milssen wir uns folgende Thatsachen v 
Augen halten. 

1. Theodosios' Spharik HI, 5 A 
mit Menelaos II, 10*, Theodosios III 
mit Menelaos II, 10^ zusanunen, nur dj 
bei Theodosios die Bogen a^ und 
(siehe Fig. 36) kontinuiert liegen. Di< 
Beschrankung findet aber bei Theod 
si OS III, 9 nicht statt, welcher Satz \ 
rait ganz mit Menelaos 11, 10^ zusammenfallt. — Theodosios III, 7— 
fallen rait Menelaos II, 12*» - zusaramen, doch mit der eben erw&hnten I 
schrankung. — Menelaos II, 11 ist eine Erweiterung von Theodosi 
ni, 13. — Die Beweise dieser Satze sind bei Theodosios und Menela 
ganz verschieden, bei ersterera meistens sehr langatmig.^) 

90) Menelaos weist selbst darauf hin und ver8i)richt die Darstellung i 
Theodosios verbessern zu wollen. Eine tJbersetzung der betreffenden Stelle fin< 
sich unten Seite 64 — 65. 




Figur 37. 
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2. Die, wie wir sehen werden, in der Geschichte der Astronomie wich- 
tigsten dieser SStze, Theodosios III, 7 — 8 (Menelaos II, 12) setzt schon 
Euklid (in den (pectvoiisvcc) als bekannt voraos, urn damit zwei astrono- 
mische HauptsStze zu beweisen.®^) 

3. Pappos giebt im 6. Buche seiner avvayayytj einen umfangreichen 
Kommentar zu mehreren der Werke des [iiUQbg Aaigovofiovfuvog.^) Er f &ngt 
hier mit Theodosios' Sphdrik an, und als HiilfesStze zn diesem Werke 
fQhrt er gleich an: 

Pappos VI, 1: „Wenn auf der Oherfleicfie dner Ktufd drei grdfste 
Kreise, deren jeder Jcleiner als ein Halbkreis ist, einander sdineiden, ist die 
Summe je zweier grSfser als der drUteJ* 

Dieser Satz ist aber mit Menelaos I, 5 identisch. Den Beweis fUhrt 
Pappos im Gegensatz zu Menelaos auf Euklid, elem, XI, 20 zurUck; 
letzteren haben wir auch oben mit Menelaos I, 5 identifiziert.*') Nun 
folgen die schon mehrmals erwahnten Worte: „Eine soMie Figur nennt in 
der Sphcirik Menelaos xqhtUvqov** 

Pappos VI, 2 — 4 sind identisch bezw. mit Menelaos I, 6, 30' u. 33. 
Die Beweise ffthrt Pappos wie Menelaos. 

Danach sagt Pappos: ,fWenn dieses heiviesen ist, kdnnen wir Theodo- 
sios III, 5 anders heiceisen/* Dieser neue Beweis folgt als Pappos VI, 6. 
VI, 6 beginnt mit den Worten: „Beweisen mir es, xcenn die gleicJien Bogen 
nidd kontinuiert sind; dies hewies namlich Theodosios nicJiV* Der Beweis 
folgt und ist mit dem in Menelaos 11, 10^ identisch. 

Mit anderen Worten: Pappos hat Menelaos' Sph&rik wie die des 
Theodosios vor sich gehabt; er hat erkannt, dafs Menelaos den 
Hauptsatz III, 5 des Theodosios verallgemeinert und mit einem 
neuen Beweise versehen hat, und durch die notwendigen Excerpte 
aus Menelaos hat er seinen Schtllern beim Studium von Theodo- 
sios' Sphftrik dies klar gemacht. 

4. Erinnem wir uns aufserdem des schon oben erw&hnten Berichtes**) 
des Pappos, dafs die in Euklids q)atv6(uvcc behandelten Probleme fiber Auf- 
tind Untergang der Tierkreiszeichen auch von Menelaos behandelt und von 
Hipp arch numerisch gelost wurden, so schlielsen wir mit Grund folgendes: 
Menelaos' zweites Buch behandelt eigentlich ein astronomisches Problem, 
das man auf die Zeit des Euklid zurtlckfiihren kann. Dasselbe ist in den 
q>mv6(uva erOrtert und von Hipp arch trigonometrisch gel6st. Auch Me- 

91) Vgl. unten Seite 57 if. 

92) PappoB, ed. Hultsch, p. 474—082. 

93) Vgl. oben Seite 4 und 31. 

94) Vgl. oben Seite 4 und unten Seite 70. 
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nelaos hat eiiie astronomische Abhandlung dariiber verfafst. — Das Problem 

veranlaljste sehr friib die Aufstellang spharisch-astronomischer SStze, die 

; dann in rein mathematischer Form in Theodosios' Sphdrik reprodiudert 

^ wurden und znletzt den Gegenstand des go/men zweiten Bnches yon Me- 

nelaos' SpMrik bildeten, wo mit HUlfe der neugefundenen sphHrischen Drei- 
j eckssatze die alien Satze nea bewiesen werden. 

; Gelegentlich konnen wir schon bier nocb mehr SchlfLsse ziehen, yod 

1 denen wir spelter Gebraucb machen werden, namlich: 

' L Zu Pappos' Zeit war Theodosios' Sphdnk das klassische, das 

I allgemeine sphArische Lehrbuch, wUhrend die schwerer zug&ngliche Sphdrik dei 

Menelaos wahrscbeinlicb nur von den weiter vorgeschritt«nen gebrancht wurde 
2. Es besteht wahrscbeinlicb ein kausaler Zusammenhang zwischen dei 
Problemen, die wir von Euklids <paiv6(uva dnrch Theodosios bis zi 
Menelaos verfolgen k5nnen, und der &ltesten sphariscben Trigonometrie. 

Wir werden deswegen versucben, zuerst den Umfang der alteren Spharil 
m6glichst genau festznstellen , um dann die weitere Entwickelung bis an 
Ptolemaios klar zu legen, weil wir erst dadurch eine sichere Grundlage er 
balten werden fiir die Untersuchung der viel wicbtigeren Frage, worauf un 
Menelaos' 3. Buch hinweist, der Erfindung der Trigonometrie. 

b. Die voreuklidisolie Spharik. 

Nokk^^) bat zuerst bcmerkt, dais Euklid in den (paivoiuva mehrmal 
spb&riscbe Satze vorausgesetzt bat, und dais sie fast alle sogar mit dem 
selben Wortlaut, mit dem sie Euklid zitiert, im Theodosios sich findei 
Er scbliefst daraus, dafs eine voreuklidi^die Sphdrik existiert haben mnTi 
In der Autoljkosausgabe und anderswo hat Hultscb'^) bewiesen, dafs mi 
Autolykos, einem alteren Zeitgenossen von Euklid, ganz dasselbe de 
Fall ist. Was die q>cciv6fuva betrifft, so hat Heiberg^'') sie unabhangi 
von Nokk aufs neue eingehend erortert. Die beiden letzten Forscber sowi 
Tannery ^^) stimmen darClber iiberein, dafs die voreuklidische Sphdrik de 
Schule in Kjzikos oder gar deren Griinder, dem beriihmten Eudoxos, zc 
zuschreiben ist. 



96) A. Nokk, Vher die Sphdrik des Theodosios, Karlsmbe 1867. 

96) Fr. Hnltsch, Bericht der phU.-hist. Klasse der Kgl. Sachs. GeadMi. di 
Wissenschaften 1886, p. 167 — 174; AriitjUiTa slg tec atpaiQixd, Neue Jahrbtiche 
1883, p. 415—420; Autolycus, ed. Hultsch, Leipzig 1886, Praefatio, p. XI ff. 

97) J. L. Heiberg, Litterargeschichtliche Studien iiber Euklid, Leipzig 1881 
p. 41—62. 

98) P. Tannery, La geomitrie grecque, p. 133 — 134; L'astronomie ancienn 
p. 67 ff.; Rezension im Bulletin des sciences math^matiques 2* s^rie, X, : 
Paris 1886, p. 196 tf. 
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Aus diesem Werke zitiert Heiberg eine Reihe von Anwendungen 
sphfLrischer Sfttze und stellt die entsprechendcn Satze des Theodosios da- 
neben. So konstatiert er, dafs Theodosios I, 1, 12, 13, 15; II, 5, 9, 13, 
15,17,18,19,22; 111,7 von Euklid wSrtlich zitiert sind. Zu diesem 
Vergleich wendet Heiberg jedoch nur q>cciv6(uva 1—8 an, weil der Gregory- 
ausgabe, wie er nachweist, eine jiingere, wahrscheinlich von The on aus 
Alexandria herriihrende Redaktion zu Grunde liegt, w&hrend im Codex Vindob. 
graec. 103 eine sehr abweichende, aber weit ursprtinglichere Redaktion vor- 
liegt. Diese Handschrift hat Heiberg kollationiert; er hat sie aber nicht 
benutzen wollen, ohne sie herauszugeben. Daher kommt es, dafs er die 
Vergleiche, wozu die Satze 9 — 18 Anlafs geben kdnnen, nicht mitgenommen 
hat, weil eben hier die zwei Redaktionen ganz von einander abweichen. 
Seine KoUation hat er mir freundlichst zur Verf&gung gestellt, damit ich 
das Material zum Feststellen des Inhalts der voreuMidischen Sphdrik er- 
gftnzen kann. 

AuTser den von Heiberg zitierten Stellen gebe ich also aus seiner 
Kollation des Codex Vindob. gr. 103 folgende: 



c. Vindob. prop. 12 (Figur 38). 

. . . iiul ow iv 6q>ttlQcc lUyiatog 
xvKXog & cc§y nwdov rivbg t&v iv rg 
afpaCga toU qcx itpdnxExai' akXoq di 
tig (Uyiatog xvKkog 6 ai/y fw/fcoi/^) 
ifpdmixcti^ i) cay 6 a^y iq>cc7tx€Xtti; nal 
ccTteiktifiivat*) tUlv Xcai mqitpi^Hai 
at a^^ Ox, %ri ilE/f^g inl xa avxcc roii 
fuylaxov xcbv 7taQakXrik(ov xov j3iyA* 
due xcbv O, X ariiulcDv (liyiaxoi Kvnkoi 
yeyQafAfiivot elalv ol a<p^ x% itpaitxo- 
luvoi xoH Qifx xvxkov^ oi nal 6 i^ 
ci(f%tig afiy iq>riJtx€to^ dcvfiTtxcoxa noi- 
ovvxeg xcc anb x&v 5, x i7Uc<p&v 7^11- 
xvkIuc &g iitl xa %^ d' iiigrj xm Qa^ 
riiuxv%klfp x(yO Sgt^ovxog^ i<p^ oi iaxiv 
rj cvvatpii xov ko^ov nvnkov^ fi fuxa^v 

xov X6 (paVEQOV TCokoV TUxl XOV fuyl- 



1) lUl^OVfOV? 

2) &7t€tkrimLivcci'f 



Theodosios III, 8. 

'JEai/ iy Otpalqa pJyiOxog nvTikog 
xtvbg xvxilot; x&v iv xy Ctpalqa i<pd- 
Ttxrjxaiy akkog di xig fiiyiaxog xvxAog, 
ko^bg &v Ttqbg xovg TtaQakkrjkovg^ nEi- 
iovfov ifpdjtxrjxai ^ Tj &v 6 i^ ^QXV? 
itpri'JtiBxo* Irt 6i at a(pal (06iv inl 
xov i^ ^^VS (^yt(ixov Kvxkov ojcb 

di xov ko^OV TtVXkoV tOat TUQUpiQBUtl 

&7tokfig>^a)aiv i^f^g inl xa avxa fUQri 
Toi) (uylaxov x&v Ttagakkr^kcDv' dia dk 
x&v yivofiivfov OrifuCav yqatp&Oi fii- 
y 16x01 %v%kot ifpajtxofuvot ^ ov nal 6 
i| oQxfig itprpvtsxoy bfiolag oupaiQO'Ov- 
xeg 7t6Qi<peQ6iag x&v TtaQakkrjkav nv- 
xAcDv, xag fuxa^i) avx&v^ acv^nxioxa 
Ttoiovvxeg xa &jtb x&v inatp&v rifii- 
Tivxkutj &g iitl xa (liQtj x&v Cti(uC(ov^ 
dt' &v iyqatpTi^av^ rcj fi(itKViikl(a xov 
i^ oQxi^g (uylaxov xvxAov, tw, i<p' oi 
av tj Tj ovvaipri xov ko^oH xvxXov, fj 
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axov rcbv naQakkrikav' itvlaovg iato- fieicc^v tod tc q>aveQoii nolov Kci xoi 
Irjipoviat nBqupBQtlag xoH luylctov (uylotav x&v itoi^Xkrjfimv' &vi6wq 
TC&v Ttagakkrikcov ^ tag fiexa^v avxaw' aTToil^tpoi/ror^ TteQupBQeUicg TOtf fuylatw 
fuCSd^v &Qa iaxlv i^ (liv §(p TUQifpi- x&v Tra^aU^Aoov, xag furcc^v avs6v, 

Q€ia xf^g ^, ii Si (px x^g %ri^ nal (ul^ova ccbI t^v fyyiov rot) il 

ccQxfjg fuytaxov nvxlov tfjg Tco^^dsu^v, 

c. Vindob. prop. 12 hat aufserdem folgenden Passus (Figur 38)**): 

. . . xal Xcy] icxlv i^ KTi xy rjX^), for} &Qa iaxi tucI ^ mfi v^ fi^^ nai 
iati fiiyt^xog rcov TtaqaXk'qkGiv 8 ^r^d^ kocI 7taQdU.riloi nvttloi oe cox, ^k.^ 
Tcog &Qa iaxlv 6 ox x^ t/;il, cacxe xol '^ |3| xfj fio ^) fatj iaxlv, Kal ^ isiA TOti 
(0 &Qa inl xb t^, Baxe xorl 17 0)^ nEQitpiqua icri iaxl r^ ot/;. . . . 

Yergleichen wir diesen Passus mit Theodosios m, 3, so kdnnen wir 
nicht bezweifeln, dafs letzterer von der alien Sphdrik herstammt. Anch Theo- 
dosios II, 13 u. 17, die Heiberg 
schon verglichen hat, werden hier 
verwendet. 

Heiberg zeigt femer, dais 
Theodosios U, 1 u. 8 dem En- 
klid bekannt waren. AoTserdem 
zitiert er einen Satz: ,,xo! iml 
Ticcxcc dicifUXQOv i6XL xb fiiv A Cfi- 
fiEiov ro5 JB, xb di E x& Z, &i} 
&qct iaxlv 7; £JB TKQupigsux xfj AZ 
TteQupeQsla^ J dem Theodosios 
keinen genau entsprechenden hat. 
Dieser Satz lafst sich aber leicht 
durch Euklid, dem, 1,15, 111,26 
und Theodosios I, 11 beweisen, sodaDs letzterer wahrscheinlich in der (Uten 
Sphdrik stand. 

Hierzu kommt Theodosios II, 20, der in den Worten: „xal InBt (uC- 
fcov iaxlv ^ Ofioicc rj A A mQiq>iQeia trig HMS 7TeQiq>6Qelag ^ tj dh HMS 
xfjg KZA, Tutl hi i] KZA xfjg BF" liegt.i^*) 




YigVLT 88. 



1) Korrig. aus vX. 2) Korrig. aus ^a. 3) Korrig. aus «jj. 

99) Auf dieser Figur sind apy, <?qp und tx verschiedene Lagen des Hon- 
zontes; Qot die Grenze der immer sichtbaren Sterne; /Jijd der Aquator; ae und y^ 
die Wendekreise; ariy und w/Jt/) verschiedene Lagen der Ekliptik; a der Null- 
punkt des Krebses, r] der der VVaage; vd; ^x, oX und Tt^ sind Tagebogen; die 
Bogen d")i und ky} sind gleich. 

100) Euklid, (puLvoiitva, ed. Gregory, p. 574. 
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Aus den Worten: „xal inel iv aq>alQa fiiyiotog Ttvxkog 6 ABF/i xv- 
%l,ov tivbg EZ itpcatxexai^ txBqov di Tovza nccQcckkrikov rifivst rbv BA^ xal 
iaxlv 6 roCf ABFA noXog futa^v x&v AB^ EZ^ nal ^yBygafiiiivot elal fiiyi- 
tfTo* nvukoi ot SKH, AMN itpoTcrofievoi xov BA^ (uI^cdv iaxlv '}} OMS Tcegi- 
q>iQ€ia xfig OA mqitpEQelag^'^^^) sieht man, dafs entweder TheodosiosII, 22 
and 1 11^ 2 oder ein diese beiden remplazierender Satz in der cdkn Spfuirik stand. 
Aus den (paivofuva lassen sich also mit Sicherheit oder grOfster Wahr- 
scheinlichkeit folgende S&tze herauslesen: 
Theod. I, 1, 11, 12, 13, 15; 

n, 1, 5, 8, 9, 13, 16, 17, 18, 19, 20, 22, 
m, 2, 3, 7, 8 

(die wortlich zitierten Satze sind fett gedruckt). 

Autolykos. 

7t£Ql Ktvovfiivrjg Ctpalqag und 
neql inixok&v %al dvfSeanv, 
Wie erwtthnt, zitiert Hultsch in der Autolykosausgabe Theodosios.*®') 
Die betreflfcnden Stellen, die also der alien Sphdrik angeh5ren, hat er in 
den kr^in^ucxtt elg xcc a<paiQi7icc gesammelt. Diese Zusammenstellung sowie 
die ganze Prage fiber die voreuklldiscfie Sphdrik erOi-tert er in der Vorrede 
zur Autolykosausgabe. Die Satze aus Theodosios, deren genauen Wort- 
laut wir im Autolykos finden, sind: 

Theod. I, 7, 8, 15; 

II, 2, 10a, 13; 

III, lb; 
alle in ntql luvov\Uvrig ctpalqag. 

Von diesen sind I, 15 und II, 13 schon durch die fpaitvoiitvci paralleli- 
siert. Die iibrigen lassen wir hier folgen: 

Autolykos' rri. ;i • J a V," M 

, . - Theodosios Spharik. 

niQi %ivovtiiv7jg aq>alQag, 

(Seite. Zeile) (^°''''' ^''^''> 

46,3: 1,7: 

ouci inel iv Ctpctlqa %v%kog iaxiv iccv rj iv atpaCgcc %vxkog^ cctio di 

6 ydj3, ano de xod tUvxqov xfjg 0q>ai- toiJ icivxQOv xijg aipalgag inl x6 niv- 

Qctg xov O ircl xb xivxQov xov ydj3 xqov aixov ini^sv^fi"^ xig B'i&euc^ fj 

y,vy,kov iiti^evKxai sid'etcc 7i d's, rj ^e iTCt^evx&staa OQd^q iaxi rcQog xov xmkov. 
€CQa OQ&r^ lax I Ttgbg xbv ydjS icvKkov, 

101) (paivo^itva, ed. (jregory, p. 586 oben; Cod. Vindob. gr. 103 hat den- 
selben Satz, abex in verBtummelter Form. 

102) Seite 83 in der Autolykosausgabe zitiert Hultsch, Theod. sphaer.1,20 
statt II, 15. 
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4,21: 
Tuci (paviQOv oxi xa a^ § Crifuue 
Ttokot ecovxat rov yquipivxoq xvxAot;, 
iittidriJtBQ anb tov iUircQOv xfjg atpal- 
Qocg nd^erog rpitat Tud i%§i§Xifixai i] 
ct^ ttag xf^g iitupctvilag xf^g Ctpalqag. 

6,1: 

oi di mql xovg avxovg nokovg 
Svxsg iv 6q>aCQci naQccXkriXot xvxAot 
eici, 

8,3: 

ijcel iv iStpalqa 7taQakkr\koi xvx^oi 
eUslv ot yi^ d^, xorl dice x&v ttoAcdv 
avx&v niyi6xoi xvxAoi yeyQafifiivot 
Bialv ot ciydfij ^B^fi^ SfioUt aQa iczlv 
7} ye Tcegifpigeux t^ 6^ niQiq>SQ€la, 

24,6: 
Kvxkov drj xivog xoH cc^dy inl 
diafiixQov xilg t^O xtii]fia nvxkov oQ^bv 
i<pi0xi]xev xb ijfO, xal rj xov i(ps(Sx6o- 
tog Xfii^(iccxog xov ijfO ntqiq^iqiicc tig 
aviCa xitfirixai xora xb ^ Ctifieiov^ tuxI 
saxiv iXdaacDv rj ^rj 7tBQiq>iQEicc' ij ^ri 
ciQa Bv&eicc ikail6xri icxlv naa&v xS>v 
ccTtb xov f crifulov TtQbg xbv a^dy 

XVXAOV 7tQO67n7CXOV0cl>V evd'si&v' Tucl 

rj eyytov aQa xf]g Jt^ ikdaatov iaxlv' 
ikdaaav aga i^xlv rj ^e xfjg fj3. 



1,8: 
iccv y iv Cipalga xvnlog^ iaxb 61 
xoH iUvxQOV T^$ 6q>alQag in ainbv 
udd'sxog ax&f xal iK§ktfi^ iit a^mpo- 
xtqa xii fiiQifj ' inl xovg icolovg tu- 
atixai xov xi^xAov. 

U, 2: 
ot Tuql xovg avxovg n6kavg ovxtg 
iv 6(palqa xi3xAo» ituqAXXrikoi BUSiv. 

ir, 10, erster Teil: 
iav &Civ iv 6q>al^ xaQciklfikoi 
xvxAoi^ SUc 6e x&v Ttokmv ccvx&v {U- 
yusxot Kvxkoi yQatp&CiVj at ftiv x&v 
TcaQakkrjktov xvxAooy TUqupiQttai at fi€- 
xal^v x&v fuyloxfov xvxAiov o^lowI 

tlfSlV^ 

m, 1, letzter TeU: 
iav slg xvxAov duti^ xig $idtut 
slg avtCa xifivovOa xbv xvxAov, xcrl 
iit avxfjg xfAfjiia nvukov OQ^iv im- 
axa^'^ (lil [uitov Tifiitivnklov, Sueiifed^ 
ds 1} TOV iq>eax&xog xiiiqficexog TUQUpi- 

QEia eig aviOa iav Sh i^ due- 

X^stocc didfUXQog rj rot) xvxilov, Ta 
6h kotTta xa aixa {ntaqxy' ikdaamv 
fiev ioxat 17 TcgoOKSifUvri sv^ia na- 
a&v x&v ditb xov avxov arjfulov TC^bg 
xriv roi) J$ ^QXVS 9ivxkov TUQupiQBiav 
nQoanmxova&v €i50f*c6r, fisyUsxti di 17 
xmb xrjv ^l^ova TceQupBQiiav iitoxBC- 
vov0a ev&eta. 



■Wi 



An diese Satze schliefst sich aber eine Reihe von Satzen, die Auto- 
lykos gebraucht hat, deren Wortlaut er aber nicht so genau zitiert, dafs 
wir sie w5rtlich mit Theodosios vergleichen konnen. Es sind dies: 

Theod. I, 1, 6a, 20; 

II, 3, 5, 8, 20; 
alle in negi xivovfiivtjg otpaiqag vorausgesetzt, und Theodosios II, 15 in 
ntql tnixok&v nal dvaecov. 
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Der Gebranch von Theodosios 11,3 in jtEQ. %iv. tfg^.'p. 20,1 ist un- 
sicher; als Voraussetzung fur die w5rtlich parallelisierten Sfttze Theo- 
dosios II, 8 a. 15 wird seine Existenz vor Enklid jedoch ziemlich sicher 
gestellt. — Ganz unsicher ist der Gebraaoh von Theodosios I, 9 in ntq, 
xtv. ctpu p. 1, 15. 

Durch die Anwendnngen im Euklid and Autolykos lUfst sich also 
konstatieren, dais folgende Sfttze vareMidisdi sind: 

Theod. I, 1, 6a, 7, 8, 11, 12, 13, 15, 20; 

n, 1, 2, 3, 6, 8, 9, lOsi, 13, 16, 17, 18, 19, 20, 22; 
m, lb, 2, 3, 7, 8 

(die w5rtlich zitierten Satze sind fett gedrackt). 

In der t^bersichtstafel Seite 136 ist das ganze Material gesammelt. Neben 
den S&tzen aus Theodosios' Sphdrik stehen bei jedem Satz die S&tze aus 
demselben Werk, durch welche er bewiesen wird. In den drei letzten 
Kolonnen sind aus bezw. Autolykos' zwei Werken und Euklids <paiv6- 
fuva die Stellen angef&hrt, wo sich die S&tze aus Theodosios (in erster 
Kolonne) finden; nut fettem Druck, wenn der Wortlaut derselbe ist, in einer 
Parenthese, wenn der Gebrauch unsicher ist. 

Gelegentlich bemerken wir bier, dais die Begriffe, die Theodosios 
gebraucht und definiert, zur Zeit eines Autolykos und eines Euklids 
gelttufig waren. Der ttltere dieser Verfasser (Autolykos) hat sie n&mlich 
alle benutzt, wie die Beispiele in der Tafel es bestHtigen. 



Die TJntersuchung fiber den Inhalt der voreuldidischen Sphdrik ist mit 
dieser tlbersicht nicht erledigt. Wir mUssen noch untersuchen, welche Satze 
wir ihr mit Wahrscheinlichkeit noch beilegen und fiber welche wir tiber- 
haupt nichts entscheiden k5nnen. Ein Kriterium daflir finden wir in Theo- 
dosios' Beweisverfahren, in der gegenseitigen Abhftngigkeit seiner S&tze. 
Wenn z. B. die Existenz eines Satzes vor Euklid- nachgewiesen ist, ist es 
an sich wahrscheinlich, dafs auch die Sfttze, mit deren HtQfe Theodosios 
den betreffenden Satz beweist, voreuklidisch sind. Am besten ware es, wenn 
wir in solchen Fallen die Notwendigkeit der Voraussetzungen nachweisen 
kOnnten; das Iftlst sich jedoch nicht leicht thun mit einem Werke wie dem 
das Theodosios, wo eine gelinderte Definition oder eine andere An wen - 
dung von den Sfttzen der Elemente zu immer neuen Beweisen f&hren kdnnen. 
Dennoch dtb:fen wir diese Untersuchung nicht unterlassen, weil es sich schon 
gezeigt hat, dafs Theodosios' Sph&rik imd die alte einen so ahnlichen 
Inhalt haben, dais es mehr als wahrscheinlich ist, dais auch ihre Beweis- 
methoden hauptsachlich einander gleich sind. 
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Zu dieser Untersuchusg gebrauchen wir die eben deswegen hiDzogefSgte 
zweite Kolonne der Tafel Seite 136. 

Ganz vereinzelt stehen offenbar: 

Theod. I, 3, 4, 5, 16, 18, 19, 22, 23; 

n, 11, 14, 16, 23; 

III, 5, 6, 9— 14; 

sie werden weder direkt noch mit anderen S&tzcn als Zwischenglieder zum 

Beweise irgend eines der parallelisierten Slitze gebraucht. Von den nicht 

parallelisierten Sfttzen bleiben also zu n&herer Untersuehung folgende Qbrig: 

Theod. I, 2, 6b, 10, 14, 17, 21; 
II, 4, 6, 7, 12, 21; 
ni, 2, 4; 
von denen III, 2 schon als wahrscheinlich voreuklidisch bezeichnet werden 
kOnnie (vgl. oben Seite 59). 

Von I, 2 wird nur das CoroUar in I, 10 gebraucht; I, 10 ist die nattbr- 
liche Voraussetzung von dem wOrtlich zitierten I, 15. Die Stellong von I, 2 
ist also unsicher, w&hrend I, 10 wahrscheinlich alt ist. — I, 6 b ist die 
natiirliche Voraussetzung von I, 11; I, 11 wieder von dem wSrtlioh zitierten 
II, 5; I, 6 b und 11 sind somit wahrscheinlich voreuklidisch, umsomebr, weil 
wir schon vorher (siehe die Tafel) Grund batten, dies von J, 11 anzunehmen. 
— I, 14 ist Voraussetzung von I, 21, dieser Satz wieder von den w5rtlich 
zitierten 11, 6 und 17; die Art dieser zwei Sfttze ist jedoch eine solche, daCs 
dieser Gebrauch nicht geniigt, ura sie als alte festzustellen. — 1,17 ist die nat&*' 
liche Voraussetzung von I, 20 und II, 15, die beide der alten SphSrik ge- 
hOren ; I, 1 7 ist somit wahrscheinlich voreuklidisch. — II, 4 ist Voraussetzung 
von n, 5, der doch durch 11, 2 — 3 ohne 4 als Zwischenglied bewiesen werden 
kann. Die Stellung von II, 4 ist also unsicher. — 11, 6 und 7 fallen ganz inner- 
halb des Bereichs der q>aLv6fi£va^ bilden femer die natiirliche Voraussetzung 
des wdrtlich zitierten II, 8 und sind also der alten Sph&rik zuzuschreiben. — 
II, 12, der inverse Satz von 11, 11, remplaziert mit letzterem im Theodo- 
sios die Kongruenzs&tze bei Menelaos. Auijserdem ist 11, 12 Voraussetzung 
der w6rtlich zitierten II, 15, 17 u. 22, die notwendigerweise einen Eongraenz- 
satz voraussetzen. Ohne Zweifel gehOrt also II, 1 2 der alten Sph&rik an. — 
II, 21 ist Voraussetzung von II, 22, der doch sehr wohl ohne II, 21 be- 
wiesen werden kann. Die Stellung des letzteren ist also unsicher. — HI, 2, 
dessen Gebrauch in den (paLvofieva unsicher war, und III, 4, den wir bisher 
nicht angetroffen haben, sind, wenn wir der alten Spharik nicht ffatiz andere 
Beiceisynrtlioden als der des Theodosios zumuten wollen, notwendige Voraus- 
setzungen der wortlich zitierten III, 7 — 8 und somit der alten Spharik an- 
gehorend. 
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Als Endresultat dieser Untersuchung (deren Details wir nattLrlich nicht 
haben wiedergeben k5niien), sowic der vorhergehenden Erdrterangen, ergeben 
sich als ganz oder doch ziemlich sichere Bestandteile der varctMidischen SpMr'iki 
Theod. I, 1, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 13, 16, 17, 20; 

n, 1, 2, 3, 6, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 16, 17, 18, 19, 20, 22; 
m, 1, 2, 8, 4, 7, 8 
(die ganz sicheren mit fettem Drack), w&hrend die Stelluog von Theod. 
I, 2, 9, 14, 21; II, 4, 21 uBoc^er ist. 

Es ergiebt sich also, dafs von den 60 SiUzen im Theodosios 20 
ganz sieher und 14 ivahrachewlich der alien SphUrik angeh&ren, vdJtrend 6 
unsidter smd und niir 20 iihrig hleiben, Uher die tvir nicJtts entscJteiden 
konnen, 

Wenn Tannery ^®^) sagt: „Ceriainement on ne doit pas concevoir la 
SphMque primitive comme dcveloppee suivant le plan de Th Nodose; cm doit 
imaginer plutot qudque diose cofnme le traitc d*Autolycus sur la Sph^e en 
moui'cmefit, qui, en douze propositions, dit tout le n^cessaire", so ist dies so 
falsch wie nur m^glich.^^) Wir wttrden vielmehr Grund zum Erstannen 
haben, wenn yrir nachweisen kdnnten, dais ein Satz in Theodosios' Sphdrik 
(die Sfttze nach m, 10 doch ausgenommen) nicht vor Euklid bekannt wttre; 
ja! nach der vorhergehenden Untersnchung finden wir es sogar berechtigt, za 
behanpten, dafs Theodosios' Sphdrik nur eine Art Neuansgabe der vor- 
euklidisdien ist, wahrscheinlich lediglich zu Schulzwecken eingerichtet. Da- 
gegen wollen wir nicht behanpten, dafis sie von A bis Z eine Abschrift der 
alten Sphdrik ist. Im ersten und zweiten Buch konnen allerdings nur hie 
und da ein Paar Sfttze von Theodosios eingeschaltet sein. Dagegen glauben 
wir nachweisen zu kdnnen, dafs die SStze 111,11 — 14, der Schlufs von Theo- 
dosios' Sphdrik, nicht voreuklidisch sein konnen, obgleich sie wahrschein- 
lich nicht Theodosios selbst zuzuschreiben sind. 

Vergleichen wir Theodosios' Sphdrik mit dem untrigonpmetrischen 
Teil der des Menelaos (Buch I — II), so miissen wir letzterer den Vorzug 
geben; aber wir vergleichen ja eigentlich auch nicht zwei einander in der Zeit 
naheliegende Werke, sondem vielmehr Werke, zwischen denen die ganze 
Bliitezeit der griechischen Mathematik liegt; folglich steht es gar nicht so 
arg mit dem Werke des Theodosios, das wir ja doch ganz anders beur- 
teilen miissen, wenn wir es z. B. Eudoxos' Sphdrik nennen. Fiir Eudoxos' 
Zeit ist die Leistung durchaus nicht schlecht. 

103) Tannery, Vastronomie ancienne^ p. 38. 

104) Das Richtige hat schon Hultsch herausgebracht; siehe Xrjfjuuira slg tu 
a(paiQixd, p. 416; Autolykosausgabe, Praefatio, p. XII; Bericht vom Jahre 1885 (vgl. 
oben) p. 171. 
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Eine Frage, der wir sonst eine grofse Bedeutung beilegen wfLrden, ver 
liert nun ihr Hauptinteresse, n&mlich wann Theodosios lebte. Wenn seioi 
SpMrik durchaus keine originelle ist, so ist es uns ziemlich gleichgiiltig 
wann sie geschrieben wurde. Wir wollen dennoch kurz die Frage berfihren 
weil die L5siing derselben fiir die Schatzung der astronomisclien Arbeitei 
des Theodosios vielleicht von Wert sein kann. 

c. Wann lebte Theodosios? 

Diese Frage hat Tannery kurz und klar auseinandergesetzt. ***) De 
Kern derselben ist, ob der Bericht \des Suidas*®*) richtig ist. Dann is 
niimlich Theodosios als Tripolifanrr zu betrachten und woe/* Ptolemaic 
zu setzen; wenn nicht, so ist er nach den Zeugnissen von Vitruvius**" 
und Strabo^^) aus Biffiynien und jedenfalls nicht jtbiger als Vitruviu 
(ca. 20 n. Chr.). 

Urn den Bericht des Suidas zu entkrikften, ftihrt Tannery an, da) 
ein Verfasser, der zwischen dem Sonnenjahr eines Me ton und dem eine 
Kalippos schwankt, nicht wohl jiinger alsPtolemaios sein kann. Das gebe 
wir zu. Wenn aber Tannery sagt: „il est d*autre part bien peu adnUi 
sihle, que ses Sphcriques aient etc compasses, idles qu'elles sont, aprks cdU 
deM^ndlas", so sind wir wegen unserer abweichenden Auffassung tiberTheo 
dosios' Originalitftt nicht damit einverstanden. Eine Neuausgdbe der aUe 
Sphiirik, die immerbin die Vdraussetzung aller hierher gehOrenden Werke (auc 
der Sphdrik des Men el a os) bildete, kOnnte zu jeder Zeit erschienen seii 

Wenn wir doch mit Tannery den Bericht des Suidas flbr ein 
Mischung zweier Berichte fiber zwei verschiedene Personen halten, so g< 
schieht dies: 

1. Wegen Pappos' Erwahnung von Theodosios III, 5, welcber Sal 
mit Propositionen aus Menelaos' Sphdrik neu bewiesen wurde. *^) 

2. Weil Menelaos 6fters Theodosios' Sphdrik und Theodosio 
selbst erwfthnt, ohne dafs wir Grund haben, die Echtheit der betreffende 
Stellen zu bezweifeln, zumal da sie, wie es scheint, in alien den arabischc 
Eezensionen iibereinstimmend vorkonunen, z. B. im Cod. Leid. 399*^®) (R 
daktion von Al-flarawi) p. 99: „Menela0S sagt: Da ivir schon die eti 
leitenderi Sdtze, die notwendUj sind, erkh'irt hahen, so ivollen wir ufis zu de\ 



105) Tannery, Vastronomie ancienne^ p. 36 — 37. 

106) Suidas, Lexikon, Artikel ,,Theodo8io8". 

107) Vitruvius, de archit€Ctura IX, 9. 

108) Strabon, Geographia XII, p. 666. 

109) Vgl. oben Seito 4, 31 und 56. 

110) Mitteilung von R. Be a thorn. 
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icenden, teas Th€Odo»i08 erlddren woUte; ufid iHr werden es fnit Ilulfe 

vofi heweisen, ohne dafs das Absurde darin Plaf^ findet; %md wir 

werden seine IrrtUmer aufkldreti und seine Fehler verhessern'% und die- 
selbe Stelle in der Gerhardschen Ubersetzung: „Et quia nos iam ostendimus 
res, que premisse sunt, tunc nos sequamur illud cum demonsirationihus omnium 
rerum, que sunt in libro theodosii de speris cum conu^sione Ulius iterum 
secundum modum communem aggreganfem fortem, Et surgamus in primis ei 
uerificemus proposita earum ipsis premissa. Et Ul/ud ideo qu^oniam in eis 
sunt quedam falsa" (vgL auch die Halleyausgabe p. 75, Zeile 5 — 9). — 
Mebrere abnliche Stellen liefsen sich zitieren. ^^^) Die obige haben wir ge- 
wablt, weil sie gerade vor Menelaos' neuem Beweis zu Tbeodosios IQ, 5 
stebt, und Pappos' Worte sicb offenbar auf sie bezieben. 

Wir betracbten also mit Tannery Theodosios als BiMynier und alter 
als Menelaos. — Seine astronomiscben Werke verweisen ibn zunacbst in 
die Zeit TOr Hipparcb, oder stempeln ibn wenigstens als einen unab- 
hftngigen Zeitgenossen desselben. 

d. Zusammenliaiig zwisclieii SpMrik und Astronomie. 

Nacbdem wir nacb YermSgen Fug und Recbt gestiftet baben zwiscben 
den Vorlftufem des Menelaos, wollen wir die Hauptprobleme, die wir in 
Menelaos' zweitem Bucb fanden, verfolgen, und zwar von der Zeit vor Euklid 
bis auf Ptolemaios, um nacbzuweisen, wie sicb die Spb&rik aus der Astro- 
nomie entwickelt bat, und femer, um das Material zur Untersucbung der 
Trigonometrie zurecbt zu legen. Die Hauptsfttze in Menelaos 11 waren 
10, 12 u. 13. Zu 13 fanden wir keinen entsprecbenden Satz im Tbeodosios. 
Als mSglicberweise neueren Datums beben wir also vorlaufig diesen Satz auf. 
Die Menelaos 11, 10 entsprecbenden S&tze waren Tbeodosios III, 5 — 6, 
die wir nicbt als voreuklidiscb feststellen konnten. Fangen wir also mit 
Menelaos 11, 12 = Tbeodosios III, 7 — 8 an, die in den q>ciiv6\uva zitiert 
werden und also in der alien Sphdrik wortlicb wie im Theodosios standen. 

Tbeodosios III, 7 wird zum Beweise des Satzes 8 in den tpaivofievcc 
verwendet; letzterer lautet: 

,J[>ie Zeichen der EkUptik gehen in ungleicJten AhscJmitteti des Horizontes 
auf und imter, und zwar in den grdfsten die am Aquator, in kleineren die 
zunachst folgenden, in den Ideinsten die an den Wendekreisen, in glmdien aber 
die, wdcfte gleich weit vom Aquator entfernt sindJ' 

Beweis: Seien (Fig. 39) ABJF der Horizont, AT und BJ die Wende- 
kreise, 0X die Grenze der immer sicbtbaren Sterne, FB die Ekliptik und 

111) Vgl. unten Seite 116. 

Abh. z. Oesch. d. math. WisBensch. XIV. 5 
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£Z der Aquator; dann ist zu beweisen, dais die Tierkreisseichen FJV, N 
KH, HIIj FIT und TB in ungleichen Horizontbogen auf- und untergelii 
Diese Bogen sind aber FS, SA u. s. w., die (hier wird dann Tbeod-IS 
wSrtlich zitiert)**^ von F bis Z wachsen nnd dann wieder abnehm* 
Dafs FS= ^T u. s. w., folgt durch Theod. II, 17. 

Diese Anwendung von Theodosios 111,7 zeigt dentlich, dafs dieserS; 
nor als ein astronomischer Satz in mathematischer Abfassting anfinifas! 
ist. Die Entwickelung ist ofFenbar folgende. Urspronglich wurde ein ast 
nomisches Problem bewiesen. Als mathematischer Satz abgefaM, wni 
dasselbe wie andere Slhnliche ein Haupttheorem der vcreuklidisdien Sph^ 
Das astronomische Problem ging in Euklids <paiv6fuva tiber, wo ( 
Beweis nur in einer ZuriickfUhrung zum mathematischen Satze bestai 
Dieser ging in Theodosios' Sphdrik tibcr. Der Satz aber war und bli 

derselbe und zwar, daDs die Ai 
gangsbogen gleicher Ekliptikboj 
(oder eigentlieh die Differenzen c 
Morgenweiten der nacb einanc 
folgenden Nullponkte der Ti 
zeichen) gegen den Nordpunkt bei 
Siidpunkt wachsen. In P t ol e m ai< 
Syntaxis ^*') wird es angegeben, n 
man die Morgen- oder Abend weil 
berechnen kann, wenn man < 
Deklination der betrefifenden Ekl 
tikpunkte und die Polhdbe ken 
Fiir Ekliptikpunkte, die denselb 
Abstand vom Aquator baben, 1 
weist Ptolemaios, dafs die e: 
sprechenden Horizontbogen (zwisclien Parallelkreisen durch die zwei Eklipt 
punkte und dem Durchschnittspunkt des Horizonts und Aquators) glei 
werden, und zwar durch den Kongruenzsatz Menclaos I, 4a. 

Ptolemaios behandelt also das alte Problem iiber die Horizontbog 
aber nur kurz, weil er desselbeu fernerhin nicht bedarf. Dieses Problem 
also fiir die bercchnende Astronomie sehr imfiiichtbar gewesen. Anders v 
halt es sich dagegen mit dem folgenden, Theodosios III, 8, welcher Si 
in den tpaivo^uvct 12 zitiert wird. ^^*') Er liiut^t: 




Pigur 89. 



112) Vgl. oben Seite 67; nnd Heiberg, Litt. Stud. p. 45. 

113) Ptolemaios, Syntavis II, cap. 3, ed. Heiberg I, p. 95. 

114) Vgl. oben Seite 57. 
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„Die glekhen Bogen des HaJhkrnses nadi dent Krebse gtiien in vngleichen 
Zeiten wtter, vnd acar iv der Itingstcn die an den BailhrungspanHen der 
Wendekreise, in kUrxerer die zun&chst falgenden, in der kUrxegtcn aber die 
am Aquator; dagegen getien die Bogen, wdche gleich veU vom Aquaior eni- 
fernt sind, in gleidien Zetlen auf und unler/' 

Beweis (nach Cod. Viudob. gr. 103): Seien (Pig. 38) a^yd der Horizont, 
pfft der Orenzkreis der iminer sichtbaren Sterne, at uad iy bezn. der 
Sonuner- und Winterweodekreis, |3)jd der Aquator und aijy die Ekiiptik, 
voD der ai)^ der Halbkreis nach dem Krebse (d. h. Krebs — SchQtze) und 
aber der Erde ist. Seien femer die Tier/eichen a9-, 9x, ttti, ijX, Xfi, ny 
(alle gleich), so gefaen a^ and fiy in der ISngsteu Zeit auf, in kflrzerer 
aber 9x und i.(i, in der kflrzesten xi; und ijA. 

Indem wir durch 9 und * grOfste Kreise ziehea, die den Kreis pffr 
bertthreu (diese Ereisc aind also yerschiedene Lagen des Horizontes), so 
faaben wir: Wllhrend 9 den Bogen 9v durcbl&aft, geht tx& unter; — wUh- 
rend x den Bogen xv durchlUuft, darcblSofl % deu Bogen xtp, und in dieser 
Zoit geht #* unter; — wahrend i; den Bogen 1]% durchlauft, geht x»j unter, 
— 9>2 und XV repr&Bentieren also die Zeiten, in welchen bezw. die gleichen 
Ekliptikbogen #x und xi] nutei^ehen. „Aber", sagt Euklid, „in dieser 
Figur, wenn (hier wird Theod. Ill, 8 zitiert) 
u. a. w." . . , „ist ipi > xTj" womit der Satz 
sofort bewiesen ist. 

Wegen der Wichtigkeit dieses S&tzes in 
der Geschicbte der Astronomie referieren wir 
ausnahmsweise die Beweise von Theodoaios 
(d. h. nacb der alten Methode) und Mene- 
laoB. 

Theodosioa III, 8 (Pignr 40): Die 
matlietnatiscbe Abfaasnng des Sataeg bat wcniger 
lateresse. Ein Vei^leich mit der Pigur in ipui- '" 

vofuva 12 (Fig. 38) zeigt aber, dal^ die Figur bei Theodosios astrononiiacb 
so anfzufassen ist: AEB, AHA, MBN und SKO sind verschiedene Lagen 
des Horizontes, AAMS ist der Grenzkreis der iminer sichtbaren Sterne, BZ 
der iqtutor, £Z die Ekiiptik, H% und SK gleicbe Ekliptikbogen. 

Zu beweisen ist die Ungleichheit der Aquatorbogen AN^ NO. 

Beweis: ST>Zn (Theod. ni, 7, vgl. oben), ZT=%T, 2n=eP 
(Theod. 11,13), also ST>BP. Sei nun <P« = eP, dann wird HP=^K 
(Theod. m, 3). Ziehe X<I>V =^ TTK, so wird die Schnittlinie der 
Ebenen XOW und SKO '^ dem Durcbmesser des Kreises SKO, also steht 
auf einer Sehne des Kreises SKO ein Segment VPX, g^en denjenigen 
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Bogen von SKO, der kleiner als ein Halbkreis ist, g^eigt. Dann i 
(Theod. m, 2) *^< «K = HP. Aus der Ungleidiheit dw Kreise X> 
uud tlHP folgt die der darin liegenden Sehnen <I>»F and HP and t 
^HP>0'P; da aher -- HP -^ AN und ^<»rF— iVO, wird « 
'J AN^ NO q. e. d. 

Der entsprechende Sstz Menelaos II, 12* hat eine andere Figar( 
wo BA als EkUptik, BC alg Aqnator, ZJ^£ als Weudeknis, TX, I 
LU nnd MQ als verecluec 
Lagen des Horisoates au&o&i 
sind. Zu beweisen iat " X£>< 
£s ist dies eine dirette Fi 
von Menelaos II, 6, 1. ' 
(Fig. 42), wetcber s^t: 8eien 
sphfirischen Dreieck ABC: , 
OO", 90»>BC, 90" 5: J 

und seien BJ, ET nnd 
grSlste Kreisbogen. Beweise di 
^A.7> TK. 
B Beweis; 8ei«n ^ JL ^ 

tmd L ALU = C, ao flUIt JV 
X R -^ AB (Menel. H, 2). Bann 

ri«"' <i ■^MN> DB = E% (Menel. II 

Vgl. Seitc 52). Seien ferner ^MX=r.7. und LXPC^A, bo i 
(Menel. I, 14 odor 16) A PXI. S TKC und wir haben: 

^PL = CT 
-'■ ['-J"- ^ = -Kg J 




Theodosiosgebraachtabodii 
^^ seine Satze IH, 2, 3 und 7 nnd 
pticite III, 1 nnd 4; Menelaos 
Fisi" **■ gegen nur den Fnndamentalsati Mei 

n, .^ nnd einen Kongruenzsatz des ersten Bucbes. 

Der so bewiesene Satii, some das darin verborgene astronomische E 
blnni hat eine iibernus groLsc Rolle gespielt. Wie viel FQr die Griec 
im Begriffe „Auf- und Unteryamj der Sferiie" lag, wollen wir nicht I 
eriirtern. Es genilgt, daras zu erinneni, dafs es ganz einfacb das Hai 
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problem der ganzen Astrononiie bis auf Apollonios war. Es enthielt den 
Kern der alien Spbttrik und bildete das astronomischc Fundament der Astro- 
logie. Hanpts^chlich lenkten doch die Griechen ihre Untersuchungen auf 
drei Hauptpunkte, und zwar: 

1. den gleichzeitigen Auf- und Untergang der Sterne ^^^), 

2. die Zeit, die die Eonstellationen zum Auf- und Untergang ge- 
braucben"*), 

3. die Zeit, welcbe die ZwSlfteteile der Ekliptik (die Tierzeicben) zum 
Auf und Untergang gebraucben. 

Letzteres Problem baben wir eben vor uns in den oben referieiien identiscben 



116) Der gleichzeitige Auf- und Untergang der Sterne wurde in Eudoxos' 
und Aratos' (patv6iisva erQrtert. Der Zweck dieser Erorterung war die Zeit- 
bestimmnng bei Nacht (vgl. Hipparchs Kommentar zu Aratos, p. 122,5 — 7). Eine 
eingehende Eritik der Slteren Bebandlungen hat Hipparch in seinem Kommen- 
tar {ed.MB.nitiuSj p. 120 — 183) gegeben. Seine eigenen Resultate, die er in dem 
Kommentar nor durch kurze Zablenbeispiele angiebt, sagt er, babe er in einem 
anderen Werk genau auseinandergesetzt, und zwar so, dafs er immer die Auf- 
und Unterg9.nge der Sterne mit den gleichzeitigen Auf- und UntergHngen der 
Punkte der Ekliptik vergleicht. Hipparchs Hinweisungen auf dieses verlorenc 
Werk lauten: Kommentar, p. 128,5: ,,&nodei£ix(xii6v yccg rcc roiaUta ndvta iv rotg 
nsgl T&v 6vvav at oXAv.^*" — p. 148, 20: „t6v lihv yaQ iitl nXstov tcbqI aircoi) 
Xoyov iv Tjj T&v cvvavaxoX&v TtQayiiccteiix xaTax£;i;ca^ixo(/[t€f.'* — p. 160, 14: 
„iiia6tov yuQ x&v slQriy^vav &nodtl'KVvtai dta x&v yga^i^Cav iv raig xad'oXov 
ytsgl T&v toiovtcav rjiilv avvrstayiiivaLs itQay^iaxBiaig^'' — In Ptolemaios' Syn- 
tnxis Bind die gleichzeitigen Auf- und Unterg&nge der Fixsterne kurz behandelt 
worden in Vlll cap. 5 mit der tyberschrift: „?rcpl avvavaxoXmv xal aviifisaovQa- 
vrjostov %al avyncctadvCBfov x&v d?r^avwv", und zwar trigonometrisch ; vgl. unten 
Seite 84—86 mit Noten. 

116) In Hipparchs Kofnmentar, p. 183 — 270, ist es bei jedem Stembild so- 
wobl innerhalb als aufserhalb der Ekliptik angegeben (vgl. Manitius, p. XXXTTI) ; 
1. Mit welchen Zeichen des Tierkreises bezw. Graden der Ekliptik es gleichzeitig auf- 
und imtergeht. — 2. Mit welchem Sterne der Auf- und Untergang beginnt und 
mit welchem er sein Ende erreicht. — 3. Welches Zeichen und welcher Grad der 
Ekliptik bei Anfang und Ende im Meridian steht. — 4. Welche Fixsterne bei An- 
fang und Ende von Aufgang bezw. Untergang kulminieren. — 6. In wieviel Stun- 
den Auf- bezw. Untergang stattfindet. — Die Beweise fiir die in Hipparchs 
Kommentar nur als Resultate angegebenen Bestimmungen hat er in anderen Werken 
gegeben; denn er sagt p. 184,2: „xag dh yiaxcc itigog aiyxoiv ScnoSsi^sig iv aXXotg 
trwtfxdxcciuv ovxtog^ &axs iv navxl xoncp a%b6bv xfig olxovfiivTig SvvaG^ai itaga- 
%oXov^bIv xaig Suc<poQatg xoav avvavaxoX&v xal 6vyxaxudv6to)v.^*^ Die Bestimmung der 
Zeit, in welcher die Stembilder auf- und untergehen, ist theoretisch dieselbe wie 
die Bestimmung der Zeit, in welcher die ZwSlfteteile der Ekliptik (die Tierzeicben) 
auf- und imtergehen. Die Bestimmungen beziehen sich alle auf Stellen, wo die 
Polhdhe 36<* ist. 
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Satzen Enklid (paivofuva 12 == Theodosios III, 8 = Menelaos 11,12^, 
und auf seine Untersuchung werden wir uns hier beschranken. 

Erst wenden wir unsere Aufmerksamkeit auf einen Bericht in Pappos' 
avvayayyri^^'^\ wo die Geschichte dieses Problems bebandelt ¥nrcL In tJber- 
setzung lautet die Stella so: 

,,/w 1J2, Theorem (der g)aiv6(uva) sagt Euklid: ^Die glekhen Bog^ 
des Ilalbkreises nach dem Krebs geJien in ungleicfien Zeiten unter, und zitar 
in den grdfsten die an den Beriihrungspunktcn mit den Wendekreisen, in den 
kleinsten aber die am Aquafor, u/nd in gleidien Zeiten die vam Aquator 
gleich weit entfemtcn.^ Es ist unsichcr, ivarum er vom Untergang dieser 
Bogen spridkt, vom Aufgang da{fegen nidit Die Untcrsudiung entwickdte 
sixih ndndidi in Aufgangsbestimmungen , und es ist dies die ganze Sadkt: 
die Wohnung zu finden, wo z. B. der Krebs in gldcher ZeU aufgeht tcie 
audi der U)we. Hipp arch aber zeigt im Buche iiber den Aufgang der 
zicdlf Zeidicn mit Zahlen^^^\ dafs die gleichen Bogen des Halhkreiscs nadk 
dem Krebs y die eine gegenseitige ZeitkomparatUm haben, nicht so aufgehen, 
tcie sic untergehen; ndndich, dafs es gewisse Wohnungen giebt, wo immer die 
von den gleichen Bogen des Ilalbkreises nach dem Krebs, welche dem Aquator 
am niichsten liegen, in lunger er Zeit aufgeJien, als die an den Berilhrungs- 
punkten mit den Wendekreisen. Dadurcfi steUte er auch iiber die vom Aquator 
gleich weit entfemten fest, dafs Hire Aufgdnge in gleidien Zeiten vorgehen.^ 
Ebenso sagt.er (Euklid, q)aLv6iuva 13): ^ Die gleichen Bogen des Hdtbkreises 
nach dem Steinhock gehen in ungleiehen Zeiten auf und z war in den Idngsten 
die an den BerUhrungspunkten (d. b. Wendepunkten), in kleinercn aber die 
nddistfolgenden, in den kleinsten aber die am Aquator, in gleichen aber die 
vom Aquator gleich weit entfernten,^ tfbcr deren Untergang sagt er nickU, 
Die Art des Beweiscs bezieiit sidi mimlich auf die Aufgangsbestimmungen, 
und dariiber ist femer einc Abhandlung [7tQay(icctela] von dem Alexandriner 
Menelaos gcsciirieben , welche ivir spdter unter suchen werden. Wenn aber 
der Horizont durch die Pole der ParaUelkrcise gefit, soil es so bewiesen 

werden ** 

Diese in mebreren Beziebungen ratselbafte Stelle lafst sicb nur erkl&ren, 
wenn wir beacbten, wie es sicb in der Tbat mit den Auf- und Untergangs- 
zeiten der Ekliptikbogen verbalt. Es verbalt sicb so: 

1. Die Zeicben, die symmetriscb in Bezug auf die Schnittlinie der 
Ekliptik- und der Aquatorialebene liegen, babeu dieselben Auf- und Unter- 
gangszeiten. 

117) Pappos, ed. Hultscb, p. 598—602. 

118) ^^InnaQxos 6h iv rm itagl tf^g tmv ^(3' ^(odltav icvatpoQ&g cwctnodsi- 
xvvciv 6i' &gid'ii(bv oxi . . . ." 
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2. Die Auf(Unter)gangszeit eines Zeichens ist gleich der Unter(Auf)- 
gangszeit des diametral entgegengesetzten. 

3. Die Untergangszeiten der Zeichen des Halbkreises Krebs, Ldwe bis 
Schlitze und, was auf dasselbe heranskommt, die Aufgangszeiten der des 
Halbkreises Steinbock bis Zwillinge wachsen immer vom Aquator ab gegen 
die Wendekreise. 

4. Dasselbe gilt auch fQr Wohnungen der Polarzonen, insofem die 
Tierzeichen Uberhaupt auf- und untergehen. 

5. Die Untergangszeiten der Zeichen des Halbkreises Steinbock-Zwillinge 
and, was auf dasselbe herauskommt, die Auf- 
gangszeiten der Zeichen des Halbkreises Krebs- 
Schdtze haben fur Wohnungen zwischen den 
Polarkreisen kein bestimmtes Wachstum vom 
Aquator aus oder gegen denselben. 

6. Dieselben Zeiten wachsen dagegen fUr 
Wohnungen der Polarzonen wiederum gegen die 
Wenden, insofem die Zeichen tiberhaupt auf- 
und untergehen. ^^^^ ^^ 

7. Es besteht zwischen den Untergangs- 
zeiten (oder Aufgangszeiten) der in Bezug aui* die Solstitialkolurc sym- 
metrischen Zeichen (z. B. Widder tind Jungfrau, Stier und LOwe) eine Ee- 
lation. 

8. Es lassen sich also, wenn die Aufgangszeiten dreier Zeichen ftir 
eine bestimmte Wohnung gefunden sind, alle die Auf- und Untergangszeiten 
sftmtlicher Zeichen ftlr diese Wohnung finden. 

Ftbr den Fall 3 Iftfst sich das Wachstum in Bczug auf folgende Figur 
beweisen : 

(Fig. 43) N Nordpol, AA Aquator, OE^ Ekliptik, HH Horizont, OE^ 
= EiE^ = E^E^ Tierkreiszeichen. 

Stellen wii* nun die Drehung der Erde durch eine entgegengcsetzte 
Drehung des Horizontes dar, so wird, wenn wir die uns zugewandte Halb- 
kugel betrachten, 

A\ = Widder 

E^E^ = Stier 

E^E^ = Zwillinge 

Wenn wir dagegen die uns abgewandte Halbkugel betrachten, so wird: 

OE^ = Jungfrau 

E^^ E^ = Lowe [ im Untergang. 

E^E^ = Krebs 



im Aufgang. 
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Die Auf- und Untergangszeiten messen wir auf dem Aquator nnd zwai 
werden sie fiir 0^^, -^i-E'^, E^E^ bezw. 0-4^, A^A^^ A^A^- 

Beweisen wir nun OAj^ <, A^A^ <i A^A^^ so ist der Pall 3 erledigt 
Ein Vergleich zeigt sofort, dafs in g>cciv6^£va 12 — 13 eben dieser Beweis durcl 
Theodosios III, 8 erledigt ist, und in der That kSnnen Theodosios IE, J 
oder MenelaosII, 12^ fiir die beiden im obigen Falle 3 erwUbnten Problems 
(Untergang Krebs-Jungfrau und Aufgang Widder-Zwillinge) gelten, 

Es ist nun zu beachten, dafs Euklid den Beweis des Falles 3 an dei 
Untergang der Zeichen Krcl)s-Schiitze knflpfte. Deswegen wandte man nacl 
ibm zuniichst seine Aufmerksamkeit auf die Aufgangszeiten derselben. Sc 
glauben wir, entstand der Unterschied zwischen Auf- und Untergang^ 
bestimmungen {6ioQia(iol avccroXtxol nal dvrtxo/J , wie Pappos sagt, indei 
man unter letzteren den schon bewiesenen Fall 3, unter ersteren den Fall I 
wo man ein bestimmtes Wacbstum nicht nachweisen konnte, verstand. Andei 
konnen wir namlich Pappos' Worte nicht verstehen: ,,'ffber den Uniergan 
(von den Zeichen Steinbock-Zwillinge) sa{ft or nichts: die Art des Betceist 
hezkht sidi ntimlicfi auf dk Aufgangsbestimmungen, ..." Einen Beweis dj 
fiir, dafs das Interesse sich um die Aufgangsbestimmungen (Fall 6) sammelt 
giebt uns Hypsikles' avaq>0QM6q, Hypsikles' Annahme, dais die Au 
gangszeiton Widder-Jungfrau eine arithmetische Progression bilden, zeig 
dafs man fUr den Fall 5 im Gegensatz zu 3 ein Wachstom gegen dc 
Aquator annahm, aber nicht beweisen konnte.^^^) 

Wollen wir Pappos glauben, gelang es erst Hipp arch, den Fall 
die dioQiCfAol avatoXixol^ zu bewlkltigen und zwar mit Zafilen, d. h. dun 
Berechnung, Er bewies, dafs die Aufgangszeiten der Zeichen Erebs u. s. i 
kein bestimmtes Wachstum haben, sodafs es Klimate giebt, wo z. B. Krel 
und LOwe (vgl. Pappos) in gleicher Zeit aufgehen. Zur Berechnung dient^ 
nattlrlich die Sehnenbestimmungen , die Hipparch nach Theon verfal 
haben sollen. Hipparchs Berechnungen waren also wahrscheinlich trigon 
metrisch, und da wir spUter, wie wir glauben, nachweisen k5nnen, da 
Hipparch dieselben trigonometrischen, sowohl ebencn als sphllrischen Mitt 
zur Verfiigung hatte, die Ptolemaios gebraueht, wird es denmaehst : 
untersuchen sein, wie Ptolemaios diesc Aufgangszeiten behandelte. 

119) Den Inhalt von Hypsikles' Werk werden wir nicht n^ier erdrtei 
weil wir doch aus diesem Inhalt keinc Schliisse ziehen k5nnen in Bezug auf d< 
damaligen Zustand der Astronomie bezw. Trigon ometrie. Der Herausgeber d 
nt*ccq)0QiyL6g bat namlich sehr klar nachgewiesen, dafs die in diesem Werke ang 
wandte Methode auch nach der Ertindung der Trigon ometrie zur Berechnung v< 
Nativitaten gebraueht wurde. Aufserdem ist es nicht gcuau festgestellt, ob me! 
als die mathematischc Eiuleitung des divcctpoQixog dciaHj^Bikles zuzuschreiben ii 
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Deshalb referieren wir Ptolemaios' Syntaxis 11, cap. 7 (ed. HeibergI, 
p. 121; ed. Halma I, p. 92) i^): 

Seien (Figur 44) EJ der Horizont, HA die Ekliptik, EF der Aquator, 

X der Nordpol, H der Nullpunkt des Widders, A der des Stiers, sodafs 

also HA das Zeichen des Widders ist; dann giebt der Satz des Menelaos 

(SphdnJc m, 1): 

sin KJ sin KA sin ME 

sin jr sin AM * sin E F 

(Dreieck KMT durch den Bogen EAJ gesclmitten). 

Bekannt ist hier die PolhOhe (fiir Rhodos, wo der Iftngste Tag 14'/jj Stun- 
den daneH) X-^ == 36®, ihr Komplement ^1^=54®, die Deklination 
AM = 11^39' 30" (gefiinden in der Deklinationstafel, Ptolemaios' Syn- 
t<kjcis I, cap. 15), ihr Komplement KA= 78® 20' 30' 
Hiilfe der Sehnentafel wird dann der unbekannte 
Bogen ME = 8® 38' bestimmt. MH, die der ekHp- 
tischen LSnge HA entsprechendc Rektascension ist 
2 7® 50' (gefdnden in der Rektascensionstafel, Ptole- 
maios' Syntaxis n, cap. 8). Schliefslich wird also 
^HE=^ HM-l- EM= 19®12'. 

HE ist aber das Mafs der Aufgangszeit des 
Bogens HA^ d. h, des Zeichens des Widders, sodafs ^'^i^' ^* 

Ptolemaios hier ein Rechnungsbeispiel der trigonometrischen Behandlung des 
alten Problems giebt. 

Die den Tierzeichen entsprechenden Aufgangsbogen auf dem Aquator 
nennt Ptolemaios (avv)ava<poQal] wir nennen sie Obliqnascensionsdifierenzen ; 
fiber diese Bogen hat Ptolemaios eine grofse Tafel berechnet, die er der 
Rektascensionstafel hinzufiigt. Die Tafel ^*^) giebt sowohl die Obliquascen- 
sionen als ihre Differenzen ftlr Wohnungen, wo der iSngste Tag eine Dauor 
von 12y2, 13 u. 8. w. bis zu 17 Stunden hat, und zwar far je 10® der 
Ekliptik. 

Wir mtlssen nach Pappos' und Hipparchs eigenen Aussagen ver- 
mnten, dafs letzterer in ^^^ugl r^g x&v t/3' ^^dUov avcupoqag^'^^^) auch eine 
Obliquascensionstafel berechnet hat, und aus drei Grtlnden nehme ich an, 
dafs das oben zitierte Rechnungsbeispiel aus Ptolemaios' Syntaxis direkt 
von Hipp arch stammt. 




120) Die tJberschrift dieses Kapitels ist: ,,7rc^l x&v inl rtjg iyxsxXifiivrig atpai- 
gag Toi) dice ii4g(ov t&v ^(odiiov xvxXov xal tov larnisgivov evvccvatpogCav.^^ 

121) Die Cberschrifb dieser Tafel ist: ^^Kavoviov rmv xcctu dexaiioLgiav &va- 



tpogmv.*^ 



122) Vgl. Note 118. 
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1. Das Beispiel wendet die Polhohe fiir Rhodes an, die Hipparch 
immer benutzte. 

2. Ptolemaios' Tafel ist fOr je 10^ der £kliptik berechnet, w&hrend 
das zitierte Rechnungsbeispiel nnd die danach im folgenden von Ptole- 
maios nfther dargelegte Methode fiir je 30^ der Ekliptik, also f&r die Tier- 
zeichen berechnet sind. 

3. Dagegen la£st Ptolemaios eine andere trigonometrische Methode 
dieser Berechnung folgen, und diese zweite Methode, die er als „leidit€r 
und meffiodischef" (^EvxQfiazoreQov xal fud-odixaizeQOv) bezeichnet, erkl&rt er 
durch Beispiele, die ubereinstinimend mit der Tafel fCb* Ekliptikbogen von 
je 10® gelten. 

Wir werden kaam fehlen, wenn wir die erste Methode die Hipparthsdie, 
die zweite die Ptolemaiische nennen.^*') 

Ist aber diese Ansicht richtig, so folgem wir daraos, dalis Hipparchs 
Obliquascensionstafel wahrscheinlich nur fdr Zwolfteteile der Ekliptik, f&r 
die ^fpdCcc berechnet war. Auch sonst scheint mir dies das wahrscheinlichste; 
denn Pappos sagt ja, dafs Hipparch bewiesen hat, dafs es Wohnungen 
gebe, wo immer die Bogen des Halbkreises nach dem Krebs, welche dem 
Aquator am nachsten liegen, in langerer Zeit aufgehen, als die an den Be- 
rfihrungspunkten mit den Wendekreisen. AUerdings sind Pappos' Worte 
zweideutig; denn es geht nicht deutlich hervor, ob er hiermit „einen kon- 
tinuierten Zuwachs" gegen den Aquator meint, oder ob er nur einzelne 
Bogen von gewisser gleicher Gr()fse meint. Im ersteren Falle stimmt die 
Bemerkung weder mit Ptolemaios' Tafel noch mit der Wirklichkeit. Im 
letzteren Falle stimmen Pappos' WoHe auch nicht mit Ptolemaios' Tafel 
fiber die 36stel der Ekliptik. Dagegen kOnnen sie vielleicht mit einer Tafel 
Uber die Aufgangszeiten der Zw5lfteteile stimmen. 

Summieren wir n&mlich die 36stel im Ptolemaios, so bekommen wir: 



123) Delambre, Vastronomie ancienne I, p. 142 if., hat geschlossen, dafs 
Hipparch trigonometriBche Methoden besafs, und zwar aus dem Inhalt des Kom- 
mentars zu Aratos und den darin enthaltenen Hinweisungen auf die verlorenen 
Werke (vgl. Note 115 u. 116). In der That ist es kaum mOglich, dafs Hipparch 
ohne Anwendung einer tri^fonometrischen Methode (vgl. doch Tannery, La geo- 
metrie grecque, p. 58) die Bestimmung der Zeit, in welcher die Konstellationen und 
die ZwOlfteteile der Ekliptik auf- und untergehen, erledigen konnte. Im folgenden 
Kapitel werden wir niiher erOrtern, wie diese Methode war, oder vielmehr, dafs 
es wahrscheinlich dieselbe war, die wir auch in der Syntaxis finden. Wir werden 
ferner nachweisen, dafs Hipparch aller Wahrscheinlichkeit nach auch die von 
Ptolemaios benutzten trigonometriBchen Mittel besals; vgl. unten Seite 84 ff^ 
99 und 125 ff. 
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Zeichen 
des 

Tierkreises. 


Obliqnascensionsdifferenzen 

mr Polhahe g> — 
48^32' 51^30' 54^1' 


Krebs 


37M5' 1 38^0' i 38H7' 


LOwe 


41^25' 42^53' 44^22' 


Jnngfraa 


41<>20' 42^52' 44^21' 



Wenn die PolhOhe g? = 52^30' mitgenommen wSre, wiirde Ptole- 
raaios fttr L5we und Jungfran gleiche Werte bekommen baben, und es 
ist immerbin m(5glicb, dafs Hipparcb, dessen Sebnentafel wobl kauin so 
genan war, wie die des Ptolemaios, fOr eine PolbObe in der Nttbe von 
52® 30' einen kontinuierten Zuwacbs der Aufgangszeiten der Tierzekhen gegen 
den Aqnator erbalten bat. Da Pappos' Worte indessen unklar sind und die 
Kommentare zu Aratos zeigen, dafs Hipparcb sebr viele Aufgangsberecb- 
nnngen (wenigstens tiber die Konstellationen) erledigt bat, und also mit 
solcben vertraut war, bleibt die Sacblage immerbin unsicber. 

Eine andere Frage ist, ob Hipparcbs Obliquascensionstafel, was die 
Klimate betrifPt, eine weitere Ausdebnung als die des Ptolemaios batte. 
In der Obliquascensionstafel giebt Ptolemaios (vgl. oben) nur die Klimate 
bis 54® an; in II, cap. 6 dagegen recbnet er alle Klimate bis zum Nord- 
pol auf. Diese Klimate, die immer nacb der Dauer des langsten Tages 
geordnet sind, wurden scbon von Eratostbenes angegeben und nacb ibm 
in der griecbiscben Geogi-apbie und Astronomic allgemcin verwendet. 

Pappos' Bericbt Uber Hipparcbs Aufgangsbestimmungen entbielt aber 
den Passus: „insofern diese (die Tierzeicben) eine getjcnseitige Zeiikompara- 
iion haben" Dies kann man wobl nur so versteben, dafs Hipparcb aucb 
Aufgangsberecbnungen fiir Wobnungen der Polarzonen gemacbt bat, wo ja 
die Ekliptik nur teilweise auf- und untergebt. 

Zum Vergleicb zitieren wir aus Hipparcbs Kommentartn folgende 
Stelle: „7w Folgendin werde idi fiir jedes Sternlild in UhersichUicher Wcisc 
darstellen, mit weldtem der 12 Tierzeichen es gldchzeitiy auf- und untergeht, 
(h h. von welchem Grade des Zeichens an bis zu weldietn als Endpunkt es 
aufgeht, bezw. untergeht, in den Gegenden von Griedienland ^ wo der Idngste 
Tag 14^^ Stunden lang ist [d. b. qp = 36®]. Die speziellen Beweise hierfiir 
haben wir anderen Ortes derartig zusammengestellt , dafs man fast fiir jeden 
Ort der bewohnten Erde die Unkrscliiedc der gleichzeitigen Auf- und Unter- 
gdnge verfolgeti Jcann."^^) 



124) Vgl. Note 116. 
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Figur 45. 



Zur Erg^nzong dient eine Mitteilung von Strabo*^): „Hipparch hat, 

wic er sdhst versidiert, die in den Phainomena eintretenden Verdnderungen 

fUr allc Orie dcr Erdc, welclie in dem von uns hewohnten Vierkl Ikgen, 

aufyezeicknet und zwar votn Aquafor his zum NordpoV 

Wie dem auch sei, so hat Menelaos die Aufg&nge (oder UntergSnge) 

ftir die Polarzonen behandelt, und zwar in der Sph&rik IE, 13. Es dtbrfte 

dies eine indirekte BestHtigung davon sein, dafs 

Hipparchs Berechnongen sich aof aUe die 

Klimate des Eratosthenes erstrecken. 

Wie wir oben den Fall 3 darstellten, so 

kOnnen wir es auch mit dem Falle 6 thun: 

Sei namlich (Figur 46) JV Nordpol, A A 

Aquator, OE^ Ekliptik, HH Horizont, OJE^j 

= E^E^ Tierzeichen (das dritte Zeichen E^E^ 

ragt Tiber den Grenzkreis der immer sichtbaren 

Sterne hinaus\ Stellen wir wieder die Erd- 

drehung durch eine entgegengesetzte Drehung 

des Horizontes dar, so wird, wenn wir die uns zugewandte Halbkugel be- 

trachten: 

OE. = Jungfraul. . . 

E,B, = L6we P"" ^'^«''"»- 

Betrachten wir dagegen die nns abgewandte Halbkugel, so wird: 

0£i=Widder1. „, 
£,JB, = Stier P"" U"t«'-?«'g- 

In Menelaos 11, 13 wird es nun, allerdings ohne Anwendung von astro- 
nomischen Bezeichnungen, bewiesen, dafs OA^ <^i-4j, d. h. in den Polar- 
zonen wachsen die Aufgangszeiten der Zeichen Krebs-Schiitze, d. h. die Unter- 
gangszeiten der Zeichen Steinbock-Zwillinge, insofem die betreffenden Zeichen 
iiberhaupt auf- und untergehen, gegen die Wenden, d. h. Fall 6. 

Menelaos' Beweis ist dem des Falles 3 (vgl. oben Seite 71) analog. 
Berechnungen kommen hier ebenso wenig wie im trigonometrischen Teile von 
Menelaos' Sphdrlk vor. 

In der vorhergehenden Untersuchung haben wir nicht auf Hypsikles' 
&vc(q)oqi%6g Rucksicht genommen, und zwar weil dieses Werk nur fllr die 
Beurteilung der Erfindung der Trigonometrie Wert haben kann, wenn es 
wirklich dem Hypsikles zuzuschreiben ist , was ja Manitius bezweifelt. 
Wenn aufserdem Manitius, wie es mir scheint, darin Recht hat, dafs es 
lediglich astrologische Zwecke verfolgt, und auch nach der Erfindung der 



125) Strabon, Geographic II, cap. 5, § 34. 
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Trigonometrie zu astrologischen Bestimmungen verwendet wurde^^^), so hat 
es in der That fUr uns sehr wenig Intcresse dariiher hinaus, dafs es Auf- 
gangsbestimmungen und nicht Untergangsbestiminangen (wie Euklids g>tti- 
vofuva) enthalt. 

Die Frage: „Was hat denn eigentlich Menelaos in der von Pappos 
erwUhnten astronomischen Abhandlong geleistetV^' kommt nun an die Beihe. 

Die Falle 1 — 3 waren in Euklids (paivo^svcc schon vollst&ndig er- 
ledigt, und zwar Fall 2 in q)aiv. 11, Fall 3 in q)mv. 12 — 13 und Fall 1 in 
g>cciv. 14. Sie durften schon lange vor Euklid bekannt gewesen sein; denn die 
abgeleiteten sphftrischen Satze standen alle in der alien Spharik. Femer 
scheint Hipparch alle Aufgangsbestimmungen erledigt zu haben, und dafs er 
die Relationen zwischen Auf- und Untergangsbestimmungen erkannt hat, daftir 
biirgt uns sein Kommentar sowie verschiedene Stellen in Geminos' eia- 
ayayyr^^^'^) (Geminos ist alter als Menelaos). Es ist auch ganz undenkbar, 
dalis er, wenn er eine Obliquascensionstafel berechnet hat, nicht die Rela- 
tion zwischen den Obliquascensionen der in Bezug auf die Solstitialkolure 
symmetnschen Zeichen erkannt hat (Ptolemaios beweist diese Relation II, 
cap. 7).^^) Kurz, alle Fttlle 1 — 8, die ganze Sachlage, miissen schon dem 
Hipparch bekannt gewesen sein, sodafs Menelaos' Arbeit jedenfalls nui* 
eine Epigonenarbeit gewesen sein kann. In welchen Beziehungen sie also 
Hipparchs Werke vervollstftndigt oder verbessert hat, wie viele ihi*er De- 
tails sich im Ptolemaios finden, ^^^) kOnnen wir nicht entscheiden, auch 
nicht, ob das Werk rechnerisch durchgefOhrt oder vielmehr ein Versuch 
war, die von den Berechnungen bekannten Thatsachen mathematisch (im 
griechischen Sinne des Wortes) zu beweisen. Letzteres ist namlich immer- 
hin m5glich. Menelaos' zweites Buch, letzter Teil des dritten und Pappos' 
Kommeniare^^^) zu Euklids gxuvoiuva beweisen uns zum t]l>erflurs, dafs die 

126) Vgl. Note 119. 

127) Geminos^ Isagoge, ed. Manitius, Leipzig 1898, p. 19 ff. und 86 — 98. 
Bei Geminos wird auch die Bedeutung der Auf- und Unterg8.nge der Zeichen 
fur NativitHtenberechnungen und Wetterprophezeiungen kurz erwahnt. 

128) Die Summe der Aufgangszeiten zweier solcher Zeichen, wie z. B. Widder 
und Jungfrau, ist gleich der Summe der den Zeichen entsprechenden Aquatorbogen. 

129) Den obigen Fall 1, dafs Zeichen wie Widder und Fische, Stier und 
Wassermann gleiche Aufgangszeiten haben, beweist Ptolemaios (Synt. II, cap. 7, 
ed. Heiberg I, p. 118) durch Menelaos I, 4: 

130) Pappos VI, propp. 67 if., ed. Hultsch, p. 604—632. Pappos giebt 
hier im Anschlufs an den oben zitierten geschichtlichen Bericht eine Reihe weit- 
l&ufiger untrigonometrischer Siltze iiber die Aufgangszeiten der Tierzeichen. Er 
schliefst mit einer Hinweisung auf Ptolemaios' Syntaais. Dieser Kommentar des 
Pappos ist ganz wertlos. Ks liegt die MOglichkeit vor, dafs wir hier wenigstens 
teilweise die versprochenen Ausziige aus Menelaos' Abhandlung vor uns haben, 
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alte Behandlungsmethode aucb noc// Hipparch fortdanerte, mid dads die 
BemtLhrmgen, eine ideale mathematische (d. h. onrechnerische nnd exakte) 
Darstellong der astronomischen Probleme za erreichen, noch Jahrhunderte 
lang umgaDgen. Solche Irrsprossen zu untersuchen, hat aber ftbr xms kein 
Interesse und far die Geschichte der Astronomie keinen Wert. FtLr ans 
gait es nnr, durch den an sich unbedeutenden Inhalt des zweiten Buches 
der SpMrik veranlaTst, die Geschichte solcher Probleme darzastellen, die die 
Entwickelmigsmdglichkeiten in sicb trugen. Und das Obliquascensions- 
problem, das A and Z der vortrigonometriscben Astronomie and Spb&rik, 
das aufserdem zn allerlei, z. B. Orientieiiing, Zeitbestimmong, Wetterprophe- 
zeihungen und Astrologie verwendet wurde, trug eben die Entwickelnngs- 
m5glichkeiten in sicb. Es erzwang die spb&riscbe Trigonometrie, es zwang die 
Griechen, ihre Vorurteile gegen annSbemde Berechnongen als etwas in der hohen, 
exakten Matbematik UnzulKssiges tiber Bord zu werfen; denn sie sahen, dalfi sie 
mit diesem praktiscben Problem ohne Berechnung nicht aus der Stelle kamen. 

Wir erwabnten oben, dafs Ptolemaios zur Berechnung der Obliqoas- 
ccnsionen sicb auf Deklinations- und Rektascensionstafeln fiir die Ekliptik- 
punkte stdtzte. Finden wir, wie bei der Obliquascensionstafel , in der 
Astronomie oder Sph&rik vor Hipparch S&tze, die sicb in solche Tafeln 
haben entwickeln kdnnen? Diese Frage mtlssen wir mit „nein^' beantworten. 
Theodosios III, 5 ist eine mathematische Umscbreibung des astronomischen 
Satzes: ,J)ie Deklinationen der Efdiptikpunkte wachsen dm eklipUschen L&ngen 
nicht proportional Ebenso ist Theodosios lU, 6 eine Umscbreibung des 
Satzes: ,J)ie Rektascensionen tvadisen den ekUptisdien Ldngen mehr dls pro- 
portional," In Menelaos II, 10 sind diese S&tze neu bewiesen, und an 
dieselben kntipfte sicb, wie wir sahen, Pappos' Kommenfar zu Theo- 
dosios, wlUirend er den Kommentar liber die Obliquascensionen anEuklids 
(paiv6iuva anknupfte. Bedeutet dies vielleicbt, dafs diese S&tze erst von 
Theodosios oder wenigstens nach Euklid erfunden sind? Wir haben ja 
die Existenz dieser Sfttze in der altefi Sphdrik nicht feststellen k5nnen. 
Also liegt immer die Moglicbkeit vor, dafs sie erst von Hipparch oder 
Theodosios erfunden sind, in beiden Fallen wobl zuerst in Form zweier 
Tafeln, denen fthnlicb, die wir im Ptolemaios finden, dann sp&ter im Sinne 
der alien SpMrik umgebildet, um in die Neuausgabe derselben eingeftlgt zu 
werden. Dann w^ren diese Satze zuerst als HtQfsmittel zur Berechnung der 
Obliquascensionen entstanden. 

In der That ist dies nun unwabrscbeinlich. Schon um das Jabr 283 v. Chr. 
bestimmte Timocharis die Lage der Fixsterne durch Deklinationen und 

obwohl ich lieber annehme, dafH letztere trigonometrisch war; vgl. unten Seite 116, 
Note 197. 
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Rektascensionen oder, was auf dasselbe herauskommt, Stundenwinkel (vgl. 

'PtolemsLios* Syntaxis YU^ cap. 3)^'^); die dazu notwendigen Instnimente, 

die sogen. Armillen, waren auTserdem zur Zeit des Eratosthenes schon 

lange bekannt. ^^*) Zadem diirften sich so viele h^ 

Probleme der Sonnenbewegung an die Deklina- 

tionen und Rektascensionen der Ekliptikpunkte '^/^ ^'1 ^^^ — ^^^ 

gekn^pft haben, dafs die Untersuchung des 

Wachstmns dieser Bogen sich sehr frUh aaf- 

drungen muTste. Es beroht wohl also lediglich 

auf einem Zufall, dais wir die Existenz yon 

Theodosios HI, 5 — 6 in der aUen Sphdrik nicht 

beweisen k5nnen. Jedenfalls liegen sie ganz 

innerhalb des Bereichs der vareuMidischen SpMrik, 

die Beweismittel (Theodosios I, 6, 15; II, 10; ^«" ^«- 

III, 1, 3, 4) waren yorhanden, and die S&tze sind den Obliqaascension and 

Abendweite behandelnden (g)atv. 8 a. 12) ganz ahnlich. 

Die Erweiterungen von Theodosios m, 5 — 6, namlich III, 9 — 10 
haben kein Interesse, umsomehr aber Theodosios III, 11. 

Karz abgefafst sagt dieser Satz: Wenn der Punkt B (Figur 46) ganz 

beliebig zwischen C and M gewShlt ist, so wird: 

2R a 
2q^ a/ 

Bemerken wir aber, dafs R = sin 90® = sin 6 , ^ = sin 6^ , so sind wir schon 

dem Sinassatze fdr rechtwinklige Dreiecke: 

sin 6 sin a ^^^ « '^•^) 

sin 6, sin a^ o^ 

ganz nahe. Diesen Satz treffen wir aber in Menelaos' Sphdrik III, 2. 

Wir sehen also, dafs Theodosios seine Aufmerksamkeit aaf die Figar 

AB^BMMy^ lenkte. Bedenkt man aber, dafs L 90® ~-h^ = h — \ = C , 

so haben wir die Figar AB^CBMM^A^ d. h. die Figar des Satzes des 

Menelaos. Karz, wir spUren hier die Trigonometric, etwas Neaes, wovon 

wir in der alten Spharik keine Sparen fanden, nUmlich eine Bestrebung, 

die VerhSltnisse der Bogengrofse mit denen gerader Linien za yergleichen. 

131) Ptolemaios" Synfaxis, ed. Halma II, p. 14—20. 

132) Vgl. Tannery, Vastrotiomie ancienne, p. 74 — 76 und R. Wolf, Gesch. 
der Astran., p. 180. 

183) Theodosios' Beweis ist ganz elementar-stereometrisch und wird durch 
einen uralten, schon in Euklids Optik bewiesenen Satz (vgl. unten Seite 114) er- 

ledigt. Dieser Satz kommt dem unsrigen : . < r ^ fi^r -:>>«> ^ gleich. Dafs 

P tg P 2 

sin a : sin a, '^a : ai^ wenn nur a "^ a^ ^ war schon Aristarch bekannt (vgl. 
unten Seite 114). 



80 FdnfteB itapit«l. Menelaoa' zweitea Bach. 

In diesem Satze wird das Veriialtnis zwi»ichen dem beliebigen Ekliptikbogei 
und der entsprechenden Bektascensionsdifferenz mit einem Durchmesserrer 
hHltnis verglichen, im folgenden (Theodosios lU, 12} das Verhsltnis zwi 
schen dem Ekiiptikbogen und der entsprechenden ObliqnascensionsdiffereDi 
Kura abgefafst sagt namlich Theodosios III, 12 (Figor 47): 
4B « 

WO natilrlich a als die a^ entsprechende Obliquascensionsdifierenz aofgefafs 
warden mufs. 

Eine BesUtigung dafllr, dafa wir hier einen Punkt berOhren, der mi 
der Trigonometric bistorisch in gewisser Verbindnng steht, finden wir L 
Menelaos' dritt«ni Bnch. Da wird nfimUch der erste dieser zwei 8&tt 
(Theodosios III, 11) trigonomdrisdi bewiesen. Wie alt Bind ftber di 
Satze? In der alien Sphdrik erstens standen Bie Bicher mcht. Dagege: 
ware es sehr natUrhch anzunehmen, dais Theodosios sie ans irgend einei 
trigonometriiJcheD Werk al)geleit«t und seine 
Nenausgabe der alien Spharik hinzngefKgt hab« 
Es scheint aber, dafs Theodosios aacb nicli 
auf diese SUtze Anspnich hat; denn naoh de 
Gerhardscben tlbersetznng von Henelaof 
Spharik acbreibt dieser wenigstens den erstc 
dem Apollonios zu. '^) Ist diese t}l>erliefe 
rung richtig, und ans inneren GrOuden kOnne 
wir keinen Einwand dagegeu anfllhren, s 
sind die S&tze nicht yod der schon erfondeoe 
Trigonometrie abgeleitet, sondem stehen Tie! 
mehr mit ihrer Erfindung in der innigsten Verbindnng und bezeichnen wabi 
scheinlich die ersten, tast«nden Versuche, Bogenverhaltnisse anf der Engelobei 
flache mit Verb altnissen gerader Linien zu vergleichen. Jal weun wir beachtet 
dafs die S&tze offenbar aus der Besch^ftigung mit dem RektascensioDS- nm 
Obliquasccnsionsproblem entstanden, and dafs man, wahrend des Studiiun 
der vortrigonometrischen Behandlungen dieser Probleme, wieder and wiede 
auf eben die Piguren stofst, die wir in den drei spb&risch-trigonometrischei 
HanptsiitzeD in Menelaos' drittem Bucb kennen lemen werden , bo ge 
winnt die Vermntung an Wahrscbeinlichkeit, dafs die Erfindung der Trigone 
metrie, wenigstfins der sph^schen, am Ende auf derartigen Fignrenbeti'ach 
tungen beruht, zu denen die Bestrebung, die widerspenstigeu Obliqnascensionei 
zn bewaltigen, Aniafs gab. 
134) Vgl, untcn Seite 117. 
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Sechstes EapiteL 

Menelaos' drittes Bnch mid die spMrische 

Trigonometrie. 

a. IJberblick Uber unsere Eenntnisse der grieohlsolieii Trigonometrie. 

Bevor wir zur Behandlung von Menelaos' drittem Bach iibergehen, 
wollen wir einige Bemerkungen voraasschicken tiber die Eenntnis der Trigono- 
metrie der Griechen, die man ohne RtLcksicht aof Menelaos' SpMnk er- 
worben hat. 

Die genauesten Untersuchungen fiber die Trigonometrie der Alten 
stammen yon Delambre und v. Braunmflhl.^'^) Delambres Darstellung 
ist jedoch mit Vorsicht zu benutzen, well er die alten and die modemen 
Methoden so in einander mengt, dafis man schwer heraasbringt, was ihm 
selbst and was den Alten gehOrt. 

Sonst hat man sich meistens mit den Eenntnissen, die sich Ptole- 
maios' Syntaxis entnehmen lassen, zafrieden gestellt; mit Recht hebt aber 
Tannery^**) hervor, dalis man mit Ptolemaios als einziger Qaelle ein sehr 
ansicheres Bild von der alten Trigonometrie bekommt, and v. Braanmfthl ^•^), 
dafs wir an Menelaos' drittem Bach eine Quelle besitzen, die bisher nicht 
in der wiinschenswerten Weise gewHrdigt warde. 

Ein k&hnes Bild der Erfindang and stafenweisen Entwickelang der 
Trigonometrie ist von Tannery ^^) entworfen. Leider hat er doch Mene- 
laos' drittes Bach ganz aoTser Acht gelassen. Es ist dies am so mehr za 
bedauem, well er, mit seiner beneidenswerten Fahigkeit, die geschichtlichen 
Vorgange aa6h da zu ahnen, wo die Urkanden fehlen, durch eine genaue 
Untersuchang von Menelaos' Spharik mit so gutem Material wlb*e versehen 
worden, daijs er sicher, die Entwickelangsgeschichte der Trigonometrie vor 
Menelaos ganz klar zu legen, vermocht hatte. 



Da wir in der folgenden Untersuchang Sfters auf Ptolemaios' Syn- 
tctxis hinweisen mtlssen, werden wir gleich die trigonometrischen Grund- 
formeln, die sich in diesem Werke finden, anfiihren. 



136) Delambre, Histoire de VastroTiomie ancienne 1 — 2; v. Braunmiib], 
OeachicfUe der Trigonometrie I. 

136) Tannery, rcistronomie ancienne, p. 305. 

137) V. Braunmahl, 1. c. I, p. 15. 138) Tannery, 1. c. p. 67—68. 
Abh. X. Oesch. d. math. Wittenich. XIY. 6 
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Zur Berechnung der Sehnentafel dienen folgende Satze aus der Trigono- 
metrie der Ebene, die wir in die ons gelaufige Formelsprache tLbertaragen 
haben^^^): 

1. crd- X = crd. (360^ -:- x) entspricht unserer Formal sin a = sin (jp -f- a). 

2. crd.* X -|- crd.* (180® -^ x) = 4r* entspricht unserer Formel sin *a 
+ cos* a = 1. 

3. der sogenannte Satz des Ptolemaios: 

crd. a ' crd. (c -f- &) = crd. c • crd. (a -: 6) + crd. b • crd. (c -i- a). 

4. crd. -^ = j|/r [2r -:- crd. (180® -f- a)] , entspricht unserer Formel: 



X 1 /l "^ 



-T- COS X 



5. Wenn a > & , wird — ,-, < -r- • 

' crd. b h 

Einzelne andere Beispiele der Methoden zur Auflosong ebener Drei- 
ecke geben uns Tannery (1. c. p. 305) und v. Braunmfthl (1. c. p. 23 
nnd 27), and zwar immer nach der Syntaxis, 



Mit Hiilfe von Menelaos' Satz {Sphdrik III, l) wird im Ptolemaios 
eine Reihe spharisch-astronomischer Berechnungen erledigt. Darin finden 
wir implicite — denn es wird als trigonometrische Fnnktion ausschlielslich 
die Sehne des doppelten Bogens (ji ircb t^v tfmX^v) verwendet, nnd sin 90®, 
d. h. \ crd. 180® wird nicht als Einheit genommen, sondem gleich r oder 
QQ partes gesetzt — folgendc spharisch- trigonometrische Formeln, die sich 
alle auf das bei A rechtwinklige Dreieck ABC beziehen**®): 
(I) sin c = sin a sin C 

(n) tg c = sin & tg C 

(ni) cos a = cos c cos 6 

(IV) tgb =tga cosO. 

Es fehlen die wahrscheinlich erst bei den Arabem entdeckten Grund- 
formeln: 

(V) cos C = cos c • sin 5 

(VI) cos a = cot C • cot B, 



Auch in anderen Werken von Ptolemaios bekommen wir AufschlCLsse 
liber die griechischen Berechnungsmethoden. 



139) Vgl. Tannery, I. c. p. 301—306; und v. Braunmuhl, 1. c. p. 19—22. 

140) Vgl. wieder Tannery, 1. c. p. 301—306; und v. Braunmiihl, 1. c. 
p. 24—26. 
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In einer sehr genauen Untersuchung hat Delambre^*^) nachgewiesen, 
dafs dieselben spharisch-astronomischen Problerae, die in der Syntaxis geldst 
wurden, in einem nur in lateinisclier tJbersetzung tiberlieferten Werke mit 
dem Titel „Planisphdrium" erledigt sind. Die darin angewandten Methoden 
beruhen auf der nach Delambre-schon Hipparch genau bekannten stereo- 
graphischen Prcjektian}^^^) Leider sind wir genStigt, die Planispharen aus 
unseren Untersuchungen auszuschliefisen. 

Aucb Delambre^**) hat zuerst darauf anfinerksam gemacht, dais in 
Ptolemaios' Schrift ytsql &vakiqfi(icn:og^*^) eine Methode zur Verfertigung von 
Sonnenuhren yorkommt, die einer trigonometrischen gleichkommt. 

Diese Methode besteht in der Orthogonalprojektion der Kugel auf drei 
zu einander senkrechte Ebenen, den Meridian, den Horizont und den Verti- 
kalkreis. v. Braunmiihl**^) hat sie als eine rein graphische Methode 
auffassen wollen. Wir geben gem zu, daCs dieselbe anfangs rein graphisch 
gewesen ist, milssen aber Zeuthen***) darin Recht geben, dais sie sich in 
Ptolemaios' Werk in eine trigonometrische entwickelt hat. Es werden 
namlich die zu bestinunenden GrSfsen, sobald nur die Mittel zu ihrer Be- 
rechnung da sind, bereits als dsdofiiva (gegebene) bezeichnet, womit auf die 
Moglichkeit einer Berechnung mit Hiilfe der Sehnentafel hingewiesen wird. 
Unten werden wir nach Zeuthen ein Beispiel von der Auflosung eines 
schiefwinkligen spharischen Dreiecks angeben, das auf diese Weise erledigt ist. 

Vorerst mtlssen wir aber einige Beraerkungen einschalten: 

Wie Zeuthen meinen wir, dais es unberechtigt ist, in Hipparchs 
Worten: „d*a x&v y^ajujitcov"^*^) eine Anspielung auf eine rein graphische 
Methode erblicken zu wollen. Wenn aber Zeuthen in der Bestimmung 
des Tagebogens eines Fixstems im AncUemma (ed. He i berg p. 18) ^*^) 

141) Delambre, 1. c. II, p. 433—467. 

141*) Tannery, 1. c. p. 60 — 66, meint, dafs die Erfindung der stereographi- 
schen Projektion bis auf Apollonios zuriiekgeht, dafs aber die damit verbundene 
trigonometrische Methode dem Ptolemaios gehOrt. 

142) Delambre, 1. c. 11, p. 468—603. 

143) Ediert von F. Commandinus (lateinisch) 1662. Die lateinische Cber- 
setzang hat Heiberg mit einem griechischen Mail3>nder- Palimpsest verglichen, 
Zeitschr. f. Math. u. Physik 40, Supplement, p. 1—30. 

144) V. Braunmahl, 1. c. p. 10—13. 

146) Zeuthen, Note sur la trigonometrie de VantiquitS, Bibl. math. 1900, 
p. 20—27. 

146) Hipparchi Commentaria, ed. Manitius, p. 150, 4; vgl. oben Seite 69, 
Note 116. 

147) Diese Bestimmung des Tagebogens (2 a) durch die Deklination (&) und 
die PolhOhe (qp) kommt der dnrch die Formel cos a »= tg qp tg S gleich; vgl. 
Zeuthen, 1. c. p. 26. 

6» 
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genau die Metbode, auf dieHipparchin seinem Kommentar hiaweist^ za finden 
glaubt, so schiefst er mit dieser Schlafsfolgemng doch tlber das Ziel hinaus. 

Was die verbSngnisvollen Worie: ^^duc x&v yQafi(i&v'' betrifft, so dtbiten 
sie eine nocb allgemeincre Bedeutung baben, als sowobl y. Braunmuhl 
als Zeutben annimmt Sie bezieben sich namlicb anf jede geofnetrisdie 
Methode oder Darstdlung durch Figuren im Qegensatz zn anderen Methoden, 
wie z. B. instrumentalen oder rein recbneriscben. Als Beleg kann folgendes 
dienen: Wabrend diese oder gleicbbedeutende Worte in Ptolemaios' Sjfntaxis 
(ed. Heiberg I, p. 31, 5 and 32, 1) and in Tbeons Kommentar (Baseler- 
aasgabe p. 39, 15 and 22) offenbar aaf die geometriscben HtQfiss&tze zur Be- 
recbnung der Sebnentafel geben, so bezieben sie sicb in Ptolemaios' Ana- 
lemma (p. 15) aof die geometriscbe Ortbogonalprojektion im Qegensatz za 
einer rein instrumentalen Metbode. 

In Ptolemaios' Syntaxis 11, cap. (ed. Heiberg I, p. 142,6)^*^) 
and Vm, cap. 5 (ed. Halma 11, p. 104, 19)^") and VIII, cap. 6 (ed. H.alma 
n, p. 108, 6 and 110, 15) geben aber dieselben Worte due rSnf y^^fin&v 
oder yqafiiitKclw dBl^scav aaf die cg)aiQtxai del^stg^ d. b. aof die Anwendongen 
Yon Menelaos' Satz zur L5sung spbariscb-astronomiscber Probleme dorcb 
Figurenbetracbtung and Berecbnung. Nun geben aber die beiden ersteren aos 
der Sgntaxis bier zitierten Stellen auf den Inbalt der Kapitel ^^ql t&v roii 
due fiia&v T&v ^o)d/ov 7iv%kav fuel tav IcrifiSQivov avvavatpog&v^ tmd ^^qI 
avvavatoX&v etc. . . . t&v a'jtlav6l>v''j d. b. eben auf die Kapitel, die den- 
selben Titel baben wie aucb die zwei verlorenen Abbandlangen des Hip- 
parcb, auf die er selbst und Pappos binweisen.^^®) 

An den betreffenden Stellen in der Syntaxis iindet sicb nan eben die 
Relation ^^^) zwiscben den Grdfsen a, <p und 6j and sie wird direkt aof- 

148) Diese Stelle lautet: „T)rt da tdtv &vciq>ogixmv %q6v(ov xhv nifoxii- 
^^vov tgdnov rjntv ixtad'sniiviov t^lrinta. to, Xoina ndvtcc ytvi^asxai t&v sis roDro 
t6 iiigog avvtBivovtoDv, xal o^ts yQainiixcbv dBi^soiv ngbg ?xaata aitx&v d^co- 
\LB&a O'inre xavovoyQaq)ittg nsQiaafjg, di ai)r&v t&v VTtoxai^riGo^i^ivfov iq>6&tov fpccws- 
gbv ?(TTat." Die Worte, mit denen 11, cap. 9 anf angt, bezieben sich auf II, cap, 7 — 8. 
149) Diese Stelle lautet: ,,Tovx(ov d'ovtas ix^vtav^ ol pbkv t&v &Xfid'iv&v xal 
ngbg tb xivtgov tov i]Xiov d'Sfogov^ivcav avvavatoX&v ts xal avmuaavgaviiiSftop 
xal avyxoctadvasav XQ^"^^^ aitd&sv dice (idvoiv t&v ypa/t/to&v &7fb xljg xccta xbv 
dategioiibv ct'bt&v d'iascig rjiitv SvvavxccL Xccii^dvsad'cci , dia xb xal xa isri^tcc xov 
dta ^acov x&v ^todUov^ olg ixaaxog x&v &7cXav&v av(iH£aovgocv£t xs xal awavaxiXXsi 
xal avyxcexccSvvsif deixwad'cci ygafifiix&g dice x&v hnoxBiyiivfov d'Bmgrnuxxiov.*'* 

160) Vgl. oben Seite 70 und die Noten 115—118. 

161) Diese Relation beifst in der Syntax^is 11, cap. 3 und 7: 

siny sin(90Q— d) 8in(a — 90^ 

8in(900— y) sin d sin 90® ' 

d. h. sin (a — 90**) = tg qp • tg d (vgl. Note 147, vorhergehende Seite), wo a und d 



Menelaos" drittes Buch und die sphSxische Trigonometrie. 85 

gestellt dnroh Menelaos' Satz, wahrend die gleiche Eelation sich im Ana- 
lemma nor implicUe findet. 

Wir dtkrfen deswegen annehmeD, dafs Hipp arch s Worte due x&v yQaiA- 
liS>v denselben Sinn haben wie in der Si^taxis. Somit bedenten sie ganz 
einfach, da(s Hipparcb in seiner Abhandlong Trf^l avvavaroX&v durch Fi- 
gnren auf der Oberfl&che der Kugel (ag>atQiiial Ssl^sig) n&her erSrtert, was 
er im Kommentar lediglich an Beispielen ohne ge'ometrische Nacbweise 
zeigt. Eine indirekte BestHtigung dieser Annahme finden wir darin, dafs 
Menelaos' Satz scbon vor Menelaos bekannt war, and dafs alle die 
Probleme, f&r die in Hipp arch s Kommentar die Beweise fehlen, in der 
That in den zwei erwfthnten Kapiteln der Syntaods (II, 7 und Vlll, 5) mit 
Htilfe von Menelaos' Satz und der Sehnentafel geldst werden. 

Wir glauben somit, dafs Hipparcb in seiner Abhandlung luql xfig 
T&v ip' iaSUov ivaq)OQitg ganz wie Ptolemaios in der Syntaods U, cap. 7 — 8 
sich ein Kcevovtov r&v &vag>0Q6^ (d. h. eine Bektascensions- und Obliqnas- 
censionstafel) berechnet hat. Femer hat er dann in seinem Werke tcsqI 
t&v 6vvavcctoX&v durch Anwendung yon Menelaos' Satz, d. h. 6 tec x&v 
yQafifUliv und mit HtQfe der Sehnentafel und der Obliquascensionstafel die 
Beweise und die Berechnangen, deren Resultate er im Kommentar angiebt, 
genau er5rtert. Eine kurze tlbersicht der yon Hipparcb in dieser Er- 
orterung benutzt«n agxxiQtual del^sig giebt Ptolemaios dann in der Syn- 
taxis VUl, cap. 5 im Anschlufs an seinen Fixstemkatalog. 

Damit wollen wir keineswegs behaupten, dafs die Analemmakonstruk- 
tionen neueren Datums sind als die a(paiQLxal dei^stg] nur stehen erstere 
nicbt in direkter Verbindung mit der ErBndung der Trigonometrie, sondem 
bestanden yielleicht lange yorher als eine mehr primitiye, rein graphische 
Methode. SpHter, da die Sehnentafeln yorhanden waren, filhrte man bei 
den Sonnenuhrkonstruktionen die durch die Tafeln bestimmbaren GrSfsen 
auf diese zurQck, indem man sie als „gegebene^^ bezeichnete. DafUr spricht 
sowohl die ganze Abfassung und Form des Analemmas als auch der Um- 
stand, dalB die agxxiQinal dsl^sig im Gegensatz zu den Analemmakonstruk- 

sich auf einen Punkt der Ekliptik beziehen. — Diese Berechnung haben wir 
scbon oben Seite 73 genau zitiert und dem Hipparcb beigelegt* — In der 
Syntaxis Vlll, cap. 5 wird genau dieselbe Relation gefanden, nur beziehen 
sich a und d diesmal auf einen Fizstem, und die Relation dient dazu, ,,die 
Punkte des Equators und der Ekliptik, die gleichzeitig mit den Fixsternen auf- 
und untergehen, mit Hulfe der gleichzeitig kulminierenden Punkte zu finden", 
vgl. Syntaxis, ed. Hal ma, II, p. 106, 14 — 18. Es ist aber dies eine Aufgabe, die 
Hipparcb l5sen mufste, um die Zahlenwerte in seinem Kommentar ausfindig zu 
machen, wenn er uberhaupt trigonometrische und nicht rein instrumentale Me- 
thoden benutzte. 
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tionen direkt auf Berechnung abzielen und auch von Ptolemaios der Sehnen- 
tafel direkt beigeftigt werden. 

Die Berechnungen , die Zeuthen im Afialemma gefanden nnd oach- 
gewiesen hat, kommen folgenden modemen Formeln gleich: 

A. fiir das rechtwinklige spharische Dreieck den obigen aus der 5^- 
tdxis herausgezogenen I, 11 und IV (vgl. oben Seite 82). 

B. far das schiefwinklige Dreieck den zwei Formeln: 

cos a = cos h cos c -f- sin 6 sin c cos A 

and 

^ _ sin 6 sin A 



COS b Bin c '- sin b cos c cos A^ 

die sich beide auf das Dreieck „Stldpol — Nadir — Sonne (auf der siidlichen 
Halbkugel Uber den Horizont gelegt)" beziehen, d. h. auf ein Dreieck mit den 
Seiten 90® -:- d, 90® + ^ und 90® :- g), wo die den zwei erstgenannten 
Seiten gegeniiber liegenden Winkel co und 180® -=- 1 berechnet werden 
(^ =z= die Deklination der Sonne, h = die Sonnenhohe, g> = die Polhohe, 
CO = das Azimuth der Sonne, t = der Stundenwinkel derselben), 

Bemerkenswert ist, dafs Ptolemaios in der Syntaxis VIH, cap. 5 (ed. 
Halma 11, p. 104 — 5) mit Htilfe von Menelaos' Satz und einer geschickten 
Anwendung der Deklinationstafel eine ganz Hhnliche Aufl5sung eines schief- 
winkligen Dreiecks erreicht hat. Er findet namlich hier die Deklination 
und Bektascension eines durch Breite und Lange gegebenen Stems, d. h. er 
15st das Dreieck Stem — Weltpol — Pol der Ekliptik. Es mufs aber immer 
scharf betont werden, dafs bei diesen Auf I5sungen schiefwinkligor Dreiecke 
weder im Analemma noch in der Syntaxis von einer Eenntnis der betreffen- 
den allgemeinen Formeln die Eede sein kann. 



Die Berechnungen von ebenen Dreiecken, die wir in Ptolemaios' 
Syntaxis finden, hat uns v. Braunmiihl (1. c. p. 26 — 27) dargelegt. Wir 
gehen nicht naher auf diese ein, weil wir sie im folgenden nicht gebrauchen. 

Eine andere damit in Verbindung stehende Frage werden wir dagegen 
kurz erortem, und zwar die, ob die Griechen, wie Tannery**^') vermutet-, 
jemals die Sinusfunktion statt der doppelten Sehne eingeffthrt haben. 

Wenn wir Tannery s Hypothese nicht beistimmen k5nnen, so geschieht 
es nicht etwa, weil wir keine Spuren von einer Sinusfunktion, weder bei 
Ptolemaios noch bei Menelaos, gefunden haben, sondem vielmehr weil 
wir keinen Grund sehen, diese Hypothese au^ustellen; denn: 

151*) Tannery, Vastr. anc. p. 63—67. 
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1. solange die Cosinus- und Tangensfunktionen doch nicht eingefiihrt 
waren^ ist der Yorteil des Sinuses statt der Sehne praktisch sehr gering; 

2. finden wir die Annahme, dafs die Sehnentafeln die Sinustafeln 
hatten verdrSngen sollen, in jeder Beziehung sehr unwahrscheinlich, um so 
mehr, weil wir (vgl. oben Seite 79 — 80 und unten Seite 117 — 118) 

3. guten Grund haben anzunehmen, dafs die EinfQhrung der Sehne 
als trigonometrische Funktion in inniger Verbindung mit der Erfindung der 
Trigonometarie steht. 

Es scheint uns deswegen viel natiirlicher, anzunehmen, da£s ein anderes 
Volk als die Qriechen, und zwar ein Volk, das mehr Sinn fttr praktische 
Rechnung hatte als diese und durch keine Tradition gebunden war, diese 
Neuerung gemacht hat. Dies trifft nun gerade in Bezug auf die Inder zu. 
Deswegen konnen jedoch die indischen Sinustafeln von griechischen Sehnen- 
tafeln ihren Ursprung haben, obwohl wir bezweifeln, dafs dies der Fall ist. 

Noch eines ist hier zu bemerken: Die Weise, auf welche Ptolemaios 
die Sehnentafeln zur Auf Idsung ebener Dreiecke verwendet, zeigt einerseits, 
wie leicht die Nachteile, die die Sehnentafeln den Sinustafeln gegenuber 
aufweisen, sich umgehen lassen und in der That umgangen worden sind, 
macht es aber andererseits fast undenkbar, dafs die Sinusfunktion dem 
Ptolemaios bekannt gewesen sei. 

Greifen wir aus den zahlreichen Beispielen die Aufl6sung von Dreieck 
BED mit dem rechten Winkel jB und Z. J5;=51®30' (Ptolemaios, t^ifn- 
taxis Xin, cap. 7, ed. Halma 11, p. 41vl — 420) heraus: L BED mifst dann, 
sagt Ptolemaios, 103 von solchen Graden, von denen 360 Grad 2 Rechte 
betragen (xoiovxfov ^', ouov at dvo o^orl t|), folglich, f&hrt Ptolemaios 
fort, ist das VerhS-ltnis der Katheten 94:75 von solchen Teilen, deren 120 
auf die Hypotenuse gehen, d. h. Ptolemaios erreicht, wenn er immer die 
Winkel und gleichzeitig auch die Hypotenuse doppelt rechnet, die Sehnen- 
tafel ganz wie eine Sinustafel verwenden zu k5nnen; denn in der Sehnen- 
tafel entsprechen 103® und 77® bezw. 94 p®'*^ und 75 p*'*". 

Urspr&nglich ist Ptolemaios zu diesem Yerfahren gekommen durch 
Umschreibung des Dreiecks mit einem Kreis, in welchem die Hypotenuse dann 
Dnrchmesser wird. Das zeigt uns nUmlich die erste Auflosung ebener Drei- 
ecke in der Syntaxis (11, cap. 5, ed. Heiberg, I, p. 99 — 100); v. Braun- 
miihls Darstellung (I, p. 26) ist somit ganz zutreffend. Spater aber wird 
in der Syntaxis die Umschreibung nicht mehr erwahnt; alle Grofsen werden 
gleich verdoppelt, das Nachschlagen in der Sehnentafel direkt erledigt, ja 
sogar ganze Rechnungen mit den doppelten Werten durchgefClhrt. Die 
Griechen, denen dieses Yerfahren nun einmal gelaufig war, fanden keinen 
Grund, Neuerungen einzufiihren; die Inder dagegen, die an die Tradition nicht 
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gebunden waren, und denen diese Methode schwerfUllig erscheinen mufste, 
batten guten Grund, die scheinbar lediglich formelle Yerbessenmg zu macben. 
Dafs diese Verbesserung in ibren Eonsequenzen sicb als eine sebr wicbtige 
erwies, indem sie die Einfiibrung der Cosinus- und der Tangensfdnktion mit 
sicb fiibrte, hfttte man ja im yoraus nicbt wissen kOnnen. 

b. Der Inhalt von Menelaos' drittem Buoh. 

in, 1. (sog. Menelaos' Satz): 

Es liegen von diesem Satze mebrere Versionen vor, die, obwobl der 
Gnindgedanke der BeweisfObrong immer derselbe bleibt, docb sebr ver- 
scbieden sind. Sie teilen sicb in zwei Hanptgruppen, n&mlicb: 

1. Die Redaktion in der Maurolycusausgabe (Quelle unbekannt), 
die arabiscbe Rezension yon Abu-Nasr-Mansur (Cod. Leid. 930), Ptole- 
maios' Syniaxis I, cap. 13 (ed. Heiberg I, p. 74flP., ed. Halma I, p. 54 ff.) 
und Tbeons Kommentar zu Ptolemaios (Baselerausgiabe p. 66 flf.). Zwar 
weicben diese Redaktionen in Umfang und Text yon einander ab; die Haupt- 
figur (wie deren Bucbstaben) ist aber genau dieselbe. 

2. Die Redaktion in Gerbards tlbersetzung und in der Halley- 
ausgabe (d. b. in Jacob ben Macbirs bebr^iscber tl^bersetzung). 
Die Hauptfigur bat bier ganz andere Bucbstaben als in den Redaktionen der 
ersten Gruppe. 

Icb ziebe unbedingt die Redaktion im Cod. Leid. 930 (Abu-Nasr- 
Mansur) yor, die icb aus folgenden Griinden fiir die ursprUnglicbe Redak- 
tion des Menelaos betracbte: 

1. In dieser Redaktion kommt ein SpezialfaU yor, den icb weder im 
Ptolemaios nocb im Tbeon iinde, der aber in den Gerbardscben und Jacob 
ben Macbirscben 0bersetzungen wieder yorkommt, obwobl mit anderen 
Figuren bucbstaben und einem ziemlicb abweicbenden Text. 

2. Die Figurenbucbstaben fangen in dieser Redaktion nacb griecbiscber 
Gewobnbeit mit A^ J3, F u. s. w. an und stimmen mit denen im Ptolemaios 
iiberein. 

3. Die Beweisfiibrung im Ptolemaios kann als eine yerkurzte Wieder- 
gabe dieser Redaktion aufgefalst werden, was dagegen nicbt fUr die Redak- 
tion in der Maurolycusausgabe oder fur die der zweiten Gruppe zutrifft. 

4. Wenn wir die t5l)erlieferung yon Nasr-Mansur als ecbt annebmen, 
so k5nnen wir gewisse Erweiterungen des Satzes im Tbeon dem Mene- 
laos zuscbreiben, wabrend umgekebrt Nasr-Mansurs Redaktion sicb nicbt 
als eine Eompilation aus Tbeon erklftren Hilst, weil der oben erwSLbnte 
SpezialfaU, der den Menelaosredaktionen eigen ist, im Tbeon feblt. 
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Nach Abu-Nasr-Mansur ist die Beweisfiihnmg diese*^*): 

Menelaos m^ 1 (Figur 48): 

Ziciachen zwei grdfsten Kreisbogen ADB und AEC scfineiden sidi zwei 

andere DZC und BZE in Z. AUe vier Bogen smd Meiner als ein Hdlh- 

kreis, Zu beweisen ist 

BinCE ^ Bin CZ sm DB i"») 
sin EA sin ZD ' sin BA ' 

Beweis: Sei // das Kogelzentrum. Man ziehe die Halbmesser HZ, HB, 



AD und BH, die in derselben Ebene liegen, 



HE und die Gerade AD, - 
sind entweder parallel oder 
nicht. 

Wenn sie nicht parallel 
sind, so schneiden sie sicb 
entweder in der Richtung D 
oder in der Richtung A. 

I. AD und BH schnei- 
den sich in der Bichtung 2>, 
and zwar in T, 

Man ziehe die Geraden 
AKC und DLC. Nun 
liegen die Punkte if, L und 
T anf einer Geraden, nSm- ^*»^' ^^ 

lich der Schnittlinie der Ebenen, die durch den Bogen EZB iind das Drei- 
eck ACD bestimmt sind. 

Zwischen den zwei Geraden AC und AT schneiden sich also zwei 
andere CD und TK in L. Folglich wird [Menelaos' Satz in der Ebene] 

CK _CL DT 
KA ~ LD ' TA ' 
aber: 

CK sin CE ^ 




KA 

CL 
LD 



sin EA 

sin CZ 
sin ZD 



(Ptol. Sgnt ed. Heiberg I, p. 70), 



162) Mitteilung von R. Besthorn. 

162*) In dem nrspnlnglichen Menelaostext stand siebcr wie in Gerhards 

*>!. ^ crd.2CE CTd.2CZ cTd.2DB „,. ,. . , j tt n 

Ubersetzung: — t-tt--^—. = , «-^-v^ • , ^-rrv v>ie die Araber und Hal ley 

werden wir die „corda dupli arcus^^ mit ,,8in'' ersetzen. Es kommt niimlich auf 
dasselbe herans, da Menelaos fast immer mit Verb 3,1 tnisson operiert. Wenn im 
folgenden in der Wiedergabe von Menelaos' 3. Buch die Sinustunktion benutzt 
ist, mnlB der Leser sich also immer erinnern, dafs Menelaos sicher wie P to le- 
nt aioB ii 4nt6 vijv &inXfjv gesagt hat. 
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BT 
TA 



sin DB 
sin BA 



(Ptol. SynL ed. Heiberg I, p. 72), 



also: 



sin^ij: Bin CZ sin I)B , 

Bin^E^ ~ sin ZD ' sin BA ^' ^' 

Diesen Beweis finden wir inPtolemaios Syntaxis^^^) wieder; da stehen 
auch die notigen Hiilfssatze aus der Geometrie der Ebene. Diese Hiilfssfttze sind 




Figur 49. 

im Menelaos als bekannt voraasgcsetzt. Sie standen also in einem anderen 
Werk von Menelaos selbst oder von einem seiner Vorganger. 

n. (Figur 49.) AD und BK sdineiden sicfi in der Bidttung A^ und 
zwar in T. 

Wir verlangem die Bogen BDA und BZE bis zum Schnitt auf dcm 
Durchmesser BH in K 

Dann wird (mit Anwendung des ersten Teils des Beweisos auf die 

Figur DAKECZ): 

sinCZ _ sin CE sin AK 
sin ZD ~ sin EA ' sin KD ' 

und durch Umtausch der Glieder: 



sin CE 



sin CZ sin KD 



sin EA sin ZD sin AK 
Nun ist sin KD = sin DB und sin KA = sin BA^^), also wird: 

<1. e. d. 



sin CTx? 
sin EA 



sin CZ sin DB 



sin ZD sin BA 
Dieser Teil des Beweises fehlt sowohl im Ptolemaios als bei Gerhard. 

163) Syntaxis I, cap. 13, ed. Heiberg I, p. 74 — 76. 

154) d. h. 8in(« : o) = sina; vgl. die Formel 1 Seite 82 und Ptolemaios, 
Syntaxis ed. Heiberg I, p. 36; vgl. Th eons KoniniefUar, Baselerausgabe p. 69 unten. 



Menelaos^ drittes Buch und die spharische Trigonometrie. 



91 



m. (Figur 50.) Wetm AB =^ BK, so verlangert man die Bogen 
BDA und BZE bis zum Schnitt auf BlI in T, zieht die Geraden AC 
und HE, die sich in L, DC und ZH, die sich in K schneiden. Der 
Schnitt der Ebenen BLT und ABC wird dann =^AB; also haben wir 

CL^_CK 155) Bin CE _ sin _CZ 15«) 

i^ ~" JS:S * ^' sin i'^ "~ sin ZD ' 

weil aber sin D^ = sin BA^^"^, so wird: 

sin CE sin CZ sin BB , 

sISTB^ ~ d^Zi) ' m^TBA ^' ®- ^• 

Diesen Spezialfall, der in alien mir bekannten Menelaosredaktionen vor- 
kommt, treffen wir sonst nicht in der griechischen Litteratur. 

t'^ — ^ 
Z3U£ _::^^ 





Figur 50. 



Figur 51. 



rv. (Figur 51.) In derselhm FUfur ABBZCE ffilt audi die Pro- 
portion 



sin CA 



sin CB sin ZB 



sin AE sin BZ sin BE 

Wir verlftngem die Bogen CA und CB bis zum Schnitt in T; dann 

wird (wegen des eben Bewiesenen) 

sin jr4 _ sin TB sin ZB 
suTAE ~ BmBZ * sin BE'^ 

nun ist sin TA = sin CA und sin TB = sin CB^^^), also auch: 

sin CA sin CB sin ZB , 

sii^i? "~ si^BZ ' Bii~WE ^' ®' ^• 

Diesen Satz finden v>^r im Ptolemaios^^^) ohne Beweis referiert, im 
Theon^*^) mit einem von HI, 1^— ^^^ unabhangigen Beweis. — 



166) Enklid, Eleftienta VI, 2. 

166) Ptolemaios, Syntaxis, ed. Heiberg I, p. 70. 

167) Vgl. Formal 1, Seite 82 oben. 

168) Vgl. Formel 1, Seite 82 oben. 

169) Ptolemaios, Syntaxis, ed. Heiberg I, p. 76. 

160) Baselerausgabe, p. 67—68. In Tfi,bit ibn Korrah, Be figura sectoria 
flpielt dieser Beweis von Theon eine grofse Rolle. 
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Nach modemer Auffassung umfalist Menelaos' Satz yier FUlle, indem 
die Figur auf vierfache Art als ein durch eine Transversale geschnittenes 
Dreieck betrachtet werden kann. 

Anscheinend hat Menelaos nur zwei F&lle behandelt, and zwar 1) den 
Fall des durch EZB geschnittenen grofsen Dreiecks ADC, and 2) den des 
durch ABB geschnittenen kleinen ECZ; indem er aber sowohl den Fall, daDs 
die Gerade AD den Durchmesser durch B einmal in der Richtung D, dann 
in der Richtung A schneidet, als auch den, dafs diese Geraden parallel sind, 
behandelt hat, so hat er den Satz so verallgemeinert, dafs er ohne weiteres 
das grofse Dreieck ADC mit dem anderen grofsen AEB und das kleine 
ECZ mit dem kleinen DBZ yertauschen kann. 

£s zeigt sich also, dafs im Menelaos der Satz (Mgetneiti hewiesen ist, 
und ztcar in der knappsten Form, dafs dann Ptolemaios aus diesem Be- 
weis das fiir sdnen Zweck Notwendige ausgewahlt hat, wdhrend Theon^^^) 
(ygl. V. Braunmiihl, Gesch. d. Trig. I, p. 16) den Beweis mit iiherflHssigen 
FdUen, die sicli auf die schon bewiesenen zurilckfiihren lassen, beschtvert haty 
ein Verfahren, das seinen H5hepunkt in den 18 modi bei Tabit ibn Kor- 
rah^^^) erreicht. 

Wie so oft, zeigt es sich auch hier, dais die alteste Textform die 
exakteste ist. 

Ob der Satz des Menelaos dem Menelaos angehort, wollen wir 
sp&ter erdrtem, doch bemerken wir gleich, dafs er nicht als Dreieckssatz 
formuliert ist, and dafs die allgemcine Formulierong (^ ngoxaaig) fehlt. Es 
kdnnte das ein Zeichen day on sein, dafs der Satz ursprUnglich in einem 
astronomischen Werke hewiesen und in Menelaos' Sphdrik ilbergegangen ist. 

Menelaos III, 2 (Figur 52): 

Wenn in den sphdriscJien Dreiecken ABC^ DEZ 

{LC = Z 



L A == D und 



Oder 
\LC + Z= 180« 



gegeben ist, ist zu betoei^ien: 

sin ^B sin DE ^ v 

sin B'C ~ Bin EZ ' ^^' 

Beweis: Sei ^AH=DZ und LAHT= EZD, so wird 
A EZD ~ A THA (I, 14) d. h. ^ TA = DE, ^ HT = EZ, 

161) BaselerauBgabe, p. 68— 7(). 

162) Vgl. V. Braunmiihl, Gesch. d. Trig. I, p. 46; v. Braunmuhls Ver- 
mutun^, dafs das ,, lemma in 18 modis*^ von T Ambits Schrift herstammt, wird 
durch die Untersuchung von Cod. Arsenal. 1035 best&tigt; vgl. oben Note 54. 
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Je nachdem LAHT=C oder L AHT -\- C = 180^, wird ^ CK 
+ KH = 180® Oder ^ CK = KH (I, 10), d. h. in beiden Fallen sin CK 
= sin KH, und da 



so wird 



sin KC sin KH sin TA ,,.-, v 



sin AB sin T^ a \, _ ?^^j?_^ 

sin C5 ~ sin jgrt' ^' ^' ~ Bi^EZ ^' ®' ^• 



n. Umgekehrt, wenn iA = D nnd ^.^ ^^ = — ^y i folgt, dafs 



Bin 



iC=Z Oder LC+ Z= 180®.^«») 

Ftir LA = D und /. C = Z = 90® [der SpezialfaU, den Menelaos 
selbst meistens verwendet] hat man, wie v. Braunmtlhl gezeigt hat, den 
spftter unter dem Namen „Itegvila quuttuor 
qwjmtUaium**' bekannten Satz, wortlber siehe 
V. Braunmflhl, Gescfi, der Trig. I, p. 17, 
47, 58—60, 81, 127—129 u. s. w. 

PQr 2)JEJ= 90®(=i)Z) und /. C 
= Z= 90® geht (1) in die Gnmdformel I 
ftb- rechtwinklige Dreiecke CLber. 

Es ist fiir Ptolemaios' Behandlung 
der sph&risch-trigonometrischen Probleme 
cliarakteristisch , dafe er mehrmals den 
Satz des Menelaos anwendet, auch da, 
wo Menelaos HI, 2 direkt anwendbar ist, so dafs er ganz eigentlich die 
regula quattuor quaniitatum (ITT, 2) aufs Neue beweist, statt auf sie als 
schon bekannt hinzuweisen. Es ist dies um so auffallender, weil die Bech- 
nung durch Anwendung yon III, 2 mit viermaligem Nachschlagen in der 
Sehnentafel erledigt wird, wahrend die Anwendung von Menelaos' Satz 
immer sechsmaliges fordert Als Beispiel dient folgendes: 

Zur Berechnung der Deklinationstafel wQrde Menelaos III, 2 dieFormel: 




sin X 
sin d 



sin 90 
sin £ 



(X die Lftnge, 6 die Deklination des Ekliptikpunktes und e die Neigung der 

Ekliptik) gegeben haben, die fQr die Berechnung leichter ist als 

sin 90® sin90<> sin Z 
sin e sin 8 sin 90 ^ ' 

die wir bei Ptolemaios {Syniaxis I, cap. 14) finden. 



168) Das Corollar zu m, 2 in der Halleyausgabe ist Tom Herausgeber hinzu- 
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Ahnliche Beispiele finden sich in der Syntcms II, cap. 3 und cap. 11. 

Es liegt nahe, anzunehmen, dais Ptolemaios in diesen FftUen eine 
Altere Methode nachgeahmt hat, ohne auf die von Menelaos eingefahrte 
Erleichterong Bficksicht za nehmen. 



Menelaos m, 3 (Figor 53): 

Wenn in den sphdrisctien JDrmcken ABC und DEZ gegehen isf: 

und II und T die PoU d^r Bogen AC und DZ sind, dann ist su heweisen: 

sinAB sin ED sin BH 



sm AC 



sin DZ sin ET 



Wir legen namlich die Dreiecke auf einander mit £ Z auf L C, und der 

Satz ist eine direkte Folge von III, 1.^^) 

Indem sin BII= cos AB und sin ET = cos ED, sagt der Satz, 

modern umgeschrieben: 

tg AB sin CA , v 

t^JD "" sinCI) * ^^^ 

Es ist dies die „Tangenten' oder SdiattenregcV der Araber (vgl. v. Braun- 

raiihl, Gesch. d. Trig, I, p. 17—18, 58, 67—69 u. s. w.). 

Fur ^ CA = BC= 90® geht (l) in die Grundformel H fur recht- 

winklige Dreiecke fiber. 

Auch die Anwendung dieses Satzes vermeidet Ptolemaios und be- 

weist ihn jedesmal aufs Neue durch Menelaos' Satz. Beispiele finden sich 

in der Syntaxis I, cap. 16; II, cap. 3 
und VIIT, cap. 5. In der Berech- 
nung macht es jedoch, solange die 
Tangensfunktion nicht aufgestellt und 
eine Tangententafel nicht berechnet 
ist, keinen Unterschied, ob III, 1 oder 
III, 3 verwendet wird. 




Menelaos m, 4 (Figur 54): 

Wenn in den ^hdrischen Drei- 
ecken ABC, DEZ, wo LA = D 

und L C = Z, die HOhen ^ BH und ^ ET gezogen sind, so ist das Sinus- 
verhtiltnis der Basensegmente gleicJi, d. h. 

sin -^.-H" sin CH 



sin DT 



sin ZT 



164) Das Corollar zu III, 3 in der Halleyausgabe ruhrt von Hal ley selbst her. 
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Figur 54. 



Es ist dies eine direkte Folge von III, 3, da beide Verhaltnisse gleich 

Menelaos in, 5 (Figur 55): 

Obwohl der Text dieses Satzes sowohl in der Rezension des Nasr- 
Mansur als in der Gerhardschen t)l)ersetzung , stellenweise verdorben ist, 
laist sich der Beweis durch Vergleich dieser zwei Redaktionen mit Sicher- 
heit wiederherstellen, und zwar so: 

Wenn in den sphnrisclien Drdecken ABG und DEZ gegehen ist: 

LA = I) = 90^, LG = Z, ^ AG < 90^, ^ /)Z < 90«, 

dann ist zu heweiscn: 

s in {BG+ GA) ^ sin (EZ + ZD) 
8in {BG -^ GA) sin {EZ :- ZD) * 

Beweis: Sei nsLmlich 

^LG = GK=^AG 

und analog 

^FZ=ZQ = J)Z. 

Mit G und Z als Pole ziehen 
wir die grSfsten Kreise bezw. NSMH und BOOT, Denken wir uns die 
Bogen AS und AM verlangert bis zum Schnitt in A\ so wird ^ KG -{' GA' 
= 180®, und da ^ GM = 90^ so wird L KGM = L MGS (I, 26) und 
analog wird i QZC 
= i CZO, und weil 
l^G z=x Z, 80 sind alle 
diese yier Winkel gleich. 

Analog erh&lt man: 

LLGN=NGS 
= FZB = BZO 

nnd somit durch Eon- 
gruenz 

^N8 = B0, 
^8M=0C, 

also anch 

^NE=BT. 

Ba nun die zwei Bogen BL und UN durch die vier Bogen A 11^ AM, 
AS und AN geschnitten werden, so gilt: 




A' 



Figur 55. 



- ■■'■ Jfc'fcT r . 
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tionen direkt auf Berechnung abzielen und auch von Ptolemaios der Sehnen- 
tafel direkt beigefagt werden. 

Die BerechnungeD , die Zeuthen im Analemma gefunden und nach- 
gewiesen hat, kommen folgenden modemen Formeln gleich: 

A. fiir das rechtwinklige spharische Dreieck den obigen aus der Syn- 
taxis herausgezogenen I, 11 und IV (vgl. oben Seite 82). 

B. far das schiefwinklige Dreieck den zwei Formeln: 

cos a = cos b cos c + sin 6 sin c cos A 

und 

P sin & sin ^ 

^ cos b sin c ^ sin & cos c cos A ' 

die sich beide auf das Dreieck „Siidpol — Nadir — Sonne (auf der sUdiichen 
Halbkugel iiber den Horizont gelegt)^^ beziehen, d. h. auf ein Dreieck mit den 
Seiten 90® -:- d, 90® + ^ und 90® -:- 9, wo die den zwei erstgenannten 
Seiten gegentiber liegenden Winkel co und 180® -^ t berechnet werden 
(tf = die Deklination der Sonne, ^ = die Sonnenhohe, g> == die Polh5he, 
(0 = das Azimuth der Sonne, t = der Stundenwinkel derselben). 

Bemerkenswert ist, dafs Ptolemaios in der Syntaxis Vlil, cap. 5 (ed. 
Halm a 11, p. 104 — 5) mit Htllfe von Menelaos' Satz und einer geschickten 
Anwendung der Deklinationstafel eine ganz ^hnliche Auf I5sung eines schief- 
winkligen Dreiecks erreicht hat. Er findet namlich hier die Deklination 
und Rektascension eines durch Breite und Liinge gegebenen Stems, d. h. er 
16st das Dreieck Stem — Weltpol — Pol der Ekliptik. Es mufs aber immer 
scharf betont werden, dafs bei diesen Aufl5sungen schiefwinkliger Dreiecke 
weder im Analemma noch in der Syntaxis von einer Kenntnis der betreffen- 
den allgemeinen Formeln die Rede sein kann. 



Die Berechnungen von ebenen Dreiecken, die wir in Ptolemaios' 
Syntaxis finden, hat uns v. Braunmiihl (1. c. p. 26 — 27) dargelegt. Wir 
gehen nicht naher auf diese ein, weil wir sie im folgenden nicht gebrauchen. 

Eine andere damit in Verbindung stehende Frage werden wir dagegen 
kurz erortera, und zwar die, ob die Griechen, wie Tannery****) vermutet^ 
jemals die Sinusfunktion statt der doppelten Sehne eingefiihrt haben. 

Wenn wir Tannerys Hjrpothese nicht beistinmien k5nnen, so geschieht 
es nicht etwa, weil wir keine Spuren von einer Sinusfunktion, weder bei 
Ptolemaios noch bei Menelaos, gefunden haben, sondem vielmehr weil 
wir keinen Grund sehen, diese Hypothese aufzustellen; denn: 



161») Tannery, Vastr. anc. p. 63—67. 
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1. solange die Cosinus- und Tangensfunktionen doch nicht eingefdhrt 
waren, ist der Yorteil des Sinuses statt der Sehne praktisch sehr gering; 

2. finden wir die Annahme, dafs die Sehnentafeln die Sinustafeln 
batten verdr&ngen sollen, in jeder Beziehung sehr unwahrscheinlich, um so 
mehr, weil wir (vgl. oben Seite 79 — 80 und unten Seite 117 — 118) 

3. guten Grund baben anzunebmen, dafs die Einfiibrung der Sebne 
als trigonometriscbe Funktion in inniger Yerbindung mit der Erfindung der 
Trigonometrie stebt. 

Es scbeint uns deswegen viel nattlrlicber, anzunebmen, dal^ ein anderes 
Yolk als die Griecben, und zwar ein Yolk, das mebr Sinn fOr praktiscbe 
Redmung batte als diese und durcb keine Tradition gebunden war, diese 
Neuemng gemacbt bat. Dies trifPt nun gerade in Bezug auf die Inder zu. 
Deswegen kQnnen jedocb die indiscben Sinustafeln von griecbiscben Sebnen- 
tafeln ibren Ursprong baben, obwobl wir bezweifeln, dafs dies der Fall ist. 

Nocb eines ist bier zu bemerken: Die Weise, auf welcbe Ptolemaios 
die Sebnentafeln zur Auflosung ebener Dreiecke verwendet, zeigt einerseits, 
wie leicbt die Nacbteile, die die Sebnentafeln den Sinustafeln gegeniiber 
aufweisen, sicb umgeben lassen und in der Tbat umgangen worden sind, 
macbt es aber andererseits fast undenkbar, dafs die Sinusfunktion dem 
Ptolemaios bekannt gewesen sei. 

Greifen wir aus den zablreicben Beispielen die Auflosung von Dreieck 
BED mit dem recbten Winkel B und Z.-E= 51^30' (Ptolemaios, Syn- 
taxis Xin, cap. 7, ed. Halma 11, p. 419 — 420) beraus: i BED mifst dann, 
sagt Ptolemaios, 103 von solcben Graden, von denen 360 Grad 2 Recbte 
betragen {xotovxow ^', oiow at dvo OQ&al t|), folglicb, f^brt Ptolemaios 
fort, ist das Yerbaltnis der Katbeten 94:75 von solcben Teilen, deren 120 
auf die Hypotenuse geben, d. b. Ptolemaios erreicbt, wenn er immer die 
Winkel und gleicbzeitig aucb die Hypotenuse doppelt recbnet, die Sebnen- 
tafel ganz wie eine Sinustafel verwenden zu k5nnen; denn in der Sebnen- 
tafel entsprecben 103^ und 77® bezw. 94 p^'*" und 75 p*'*^'. 

Ursprtlnglicb ist Ptolemaios zu diesem Yerfabren gekommen durcb 
Umscbreibung des Dreiecks mit einem Kreis, in welcbem die Hypotenuse dann 
Durcbmesser wird. Das zeigt uns n&mlicb die erste Auflosung ebener Drei- 
ecke in der Syntaxis (H, cap. 5, ed. Heiberg, I, p. 99 — 100); v. Braun- 
mtibls Darstellung (I, p. 26) ist somit ganz zutreffend. Spater aber wird 
in der SytUcms die Umscbreibung nicbt mebr erwabnt; alle GrSfsen werden 
gleicb verdoppelt, das Nacbscblagen in der Sebnentafel direkt erledigt, ja 
sogar ganze Recbnungen mit den doppelten Werten durcbgefiibrt. Die 
Griecben, denen dieses Yerfabren nun einmal gelaufig war, fanden keinen 
Grund, Neuerungen einzufiibren; die Inder dagegeD, die an die Tradition nicbt 
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gebunden waren, und denen diese Methode schwerf^llig erscheinen muTste, 
batten guten Grund, die scheinbar lediglicb formelle Yerbesserung zu macben. 
Dafs diese Yerbesserung in ibren Eonsequenzen sich als eine sebr vricbtige 
erwies, indem sie die EinftQirung der Cosinus- and der Tangensfonktion mil 
sicb fiibrte, bfttte man ja im vorans nicht wissen kOnnen. 

b. Der Inhalt von Henelaos' drittem Buch. 

in, 1. (sog. Menelaos' Satz): 

Es liegen von diesem Satze mebrere Yersionen vor, die, obwobl der 
Gnmdgedanke der BeweisfUbmng immer derselbe bleibt, doch sebr ver- 
scbieden sind. Sie teilen sich in zwei Hanptgnippen, nftmlicb: 

1. Die Redaktion in der Maurolycnsausgabe (Quelle unbekannt), 
die arabiscbe Rezension von Abu-Nasr-Mansur (Cod. Leid. 930), Ptole- 
maios' Synicixis I, cap. 13 (ed. Heiberg I, p. 74flf., ed. Halma I, p. 54 ff.) 
und Tbeons Kammentar zu Ptolemaios (Baselerausgabe p. 66 ff.). Zwar 
weichen diese Redaktionen in Umfang und Text von einander ab; die Haupt- 
figur (wie deren Buchstaben) ist aber genau dieselbe. 

2. Die Redaktion in Gerhards t^bersetzung und in der Halley- 
ausgabe (d. b. in Jacob ben Machirs hebrftiscber tJbersetzung). 
Die Hauptfigur bat bier ganz andere Buchstaben als in den Redaktionen der 
ersten Gruppe. 

Ich ziehe unbedingt die Redaktion im Cod. Leid. 930 (Abu-Nasr- 
Mansur) vor, die ich aus folgenden Griinden fur die urspriingliche Redak- 
tion des Menelaos betrachte: 

1. In dieser Redaktion kommt ein Spezialfall vor, den ich weder im 
Ptolemaios noch im Theon finde, der aber in den Gerhardschen und Jacob 
ben Machirschen t^ersetzungen wieder vorkommt, obwohl mit anderen 
Figurenbuchstaben und einem ziemlich abweichenden Text. 

2. Die Figurenbuchstaben fangen in dieser Redaktion nach griechischer 
Gewohnheit mit A^ B^ F u. s. w. an und stimmen mit denen im Ptolemaios 
iiberein. 

3. Die Beweisfuhrung im Ptolemaios kann als eine verkiirzte Wieder- 
gabe dieser Redaktion aufgefaM werden, was dagegen nicht fiir die Redak- 
tion in der Maurolycnsausgabe oder fur die der zweiten Gruppe zutrifft. 

4. Wenn wir die tlberlieferung von Nasr-Mansur als echt annehmen, 
so k5nnen wir gewisse Erweiterungen des Satzes im Theon dem Mene- 
laos zuschreiben, wahrend umgekehrt Nasr-Mansurs Redaktion sich nicht 
als eine Kompilation aus Theon erklftren l&M, weil der oben erw&bnte 
Spezialfall, der den Menelaosredaktionen eigen ist, im Theon fehlt. 
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Nach Abn-Nasr-Mansar ist die Beweisfiihrung diese^**): 

Menelaos in^ 1 (Figar 48): 

Ztciscken zwei grdfsten Kreishogen ADB und AEC schneiden sidi zwei 

andere DZC und BZE in Z. AUe vier Bogen sind kleiner als em Halb- 

kreis. Zu beweisen ist 

Bm_CE _ Bin_CZ sin JPJg i52a) 
sin EA sin ZD sin BA ' 

Beweis: Sei II das Kugelzentrum. Man ziehe die Halbmesser HZ, HB, 
HE und die Gerade AD, — AD und BH, die in derselben Ebene liegen, 
sind entweder parallel oder 
nicht. 

Wenn sie nicht parallel 
sind, so schneiden sie sich 
entweder in der Richtung D 
oder in der Richtung A, 

1. AD und BH schnei- 
den sidi m der Bichtung D, 
und zwar in T. 

Man ziehe die Geraden 
AKC und DLa Nun 
liegen die Punkte K^ L und 
T auf einer Geraden, nam- *'*»^' ** 

lich der Schnittlinie der Ebenen, die durch den Bogen EZB und das Drei- 
eck ACD bestinimt sind. 

Zwischen den zwei Geraden AC und AT schneiden sich also zwei 
andere CD und TK in L. Folglich wird [Menelaos' Satz in der Ebene] 

CK _ CL DT 
KA ~ LD ' TA ' 
aber: 

GK sin CE ^ 




KA sin EA 



CL 
LD 



_ sin CZ I 
~ sin ZD) 



(Ptol. Sgnt ed. Heiberg I, p. 70), 



152) Mitteilung von R. Besthorn. 

162*) In dem urspninglichen Menelaostext stand aichcr wie in Gerhards 

,^, . crd.2CJS; crd.2 CZ cTd.2DB ™ ,. , , , tt ,, 

Ubersetznnff: — t- ^ .--, . = -.^r-r,-^- , — rT-r • Wie die Araber und Hal ley 
^ cxd.2EA CTd.2ZD CTd.2BA ^ 

werden wir die „corda dupli arcus" mit „8in" ersetzen. Es kommt namlich auf 

dasselbe herans, da Menelaos fast immer mit Verhaitnissen operiert. Wenn im 

folgenden in der Wiedergabe von Menelaos' 3. Buch die Sinusfunktion benutzt 

ist, moTs der Leser sich also immer erinnern, dafs Menelaos sicher wie Ptole- 

maios i] (mb xi^ dinXi^v gesagt hat. 
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versuchen dieses leider verlorenen Werkes haben eben diese zwei Satze 
eine Hauptrolle gespielt, indem man geneigt war, sie dem Euklid zuzu- 
schreiben.^''^^) 

Der Doppelverhaltnissatz tritt bei Pappos nicbt in der allgemeineD 
Form auf, in welcher er von Menelaos angewandt wird. Da heifst as 
namlich^"): 

Wenn drei Geraden durch o (Figur 57) durch zwei andere geschnitten 
werden, so wird: 



ah 
ad 



cd 



ab' c'd' 




Figur 67. 



cb ad' c'V 

and dieser Spezialsatz kann ganz wie der allgemeine durch Menelaos' 

Satz bewiesen werden, was doch im Pappos nicht 
geschehen ist. 

Bemerkenswert ist es aber, dafs dieser Spezial- 
fall auf die Kugel auf ganz ahnlicbe Weise wie Mene- 
laos' Satz iibertragbar ist, und zwar so: 

Wir wahlen (Figur 68) den Durchschnittspunkt (0) 
der zwei Bogen CC und BD' aulserhalb der Bogen 
AGB und AC D' und fiihren femer die Figur aus, ganz wie beim Be- 

weise von Menelaos' 
Satz. Dazu ftigen wir 
nocb einen willktir- 
lichen Bogen BB'O 
durch 0; so wird die 
Verbindungsgerade h h' 

durch den Durch- 
schnittspunkt (P) der 
Geraden OC und -BO 
*^' gehen, weil 6, h' und P 

sowohl in der Ebene des Bogens-B-B' 0, wie in der des Dreiecks ACC liegen. 
In der Ebene haben wir dann die gleichen Doppelverhaltnisse: 

Ab'Cd Ab'C'd' 




wo 



Ad ' Cb Ad' 
Ah sin AB Cd 



Cb 



' 1 



Cb 



sin CB ' Ad 



sin CB 
sin AB 



171) Vgl. Chasles, Bes trots hires des Porismes d*Euclide, Paris 1 860, p. 11 
und 75. — Eine treffliche Darstellimg der Bedeutnng der zwei hier erwUhnten S&tze 
finden wir in Chasles, Aper^i historique, Paris 1875, p. 26—27, 33—35, 291—296 
und 302—308. 

172) Vgl. Pappos, ed. Hultsch, p. 870 ff. und 1038. 
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(Ptolemaios, Si^taxia, ed. Heiberg I, p. 70 und 73), und analog auf 
der rechten Seite, d. h. 

sin AB sin CD sin AB' sin CD' 



sin CB sin AD sin C'JB' sin AD' 



q. e. d. 




Dieser Spezialfall ]Mst sich dann sehr leicht mit Hiilfe eines Hiilfs' 
bogens {AD\ siehe Figor 59) zu dem allgemeinen Satz, den Menelaos 
gebrancht, erweitem. 

Diese MSglichkeit einer direkten t^bertragung des Doppelverh&ltnis- 
satzes beeintr&chtigt nicht die Schlfisse, die wir oben gezogen haben. Denn 
aucb dieses direkie t]l)ertragen setzt die Kenntnis der 
'Oberiaragnng von Menelaos' Satz voraus. 

Deswegen kOnnen wir die enge geschichtliche Ver- 
bindung zwiscben Menelaos' Satz und dem Doppel- 
verbSltnissatze sowohl in der Ebene wie aucb auf der p' 
Kugel, die Cbasles scbon befiirwortet, als festgestellt 
zu betracbten wagen. Aucb meinen wir, dafs Cbasles' 
Restitution von Euklids Porismen bier eine Bestatigung lindei Die heiden 
SdUe in der Ebene standen offenhar in Euklids Werk, das somit die Elemente 
zur Erfindtmg der sphdrisdien Triganometrie lieferte}'^^) 

In der Tbat ist Menelaos' Satz ein ausgezeicbnetes Mittel zuni Be- 
weise kugelgeometriscber S&tze. Eine Reibe von wicbtigen Tbeoremen, die 
nacb Cbasles alle in Euklids Porlsmen standen, k5nnen sowobl in der 
Ebene wie auf der Kugel allein mit Hiilfe von Menelaos' Satz bewiesen 
werden, z. B. der Satz vom barmoniscben Verbaltnis und vom vollstSndigen 
Viereck (Pappos VII, 131 und Staudt, Geomeirie der Lage Nr. 59). So- 
bald au&erdem der Doppelverbaltnissatz, der lediglicb als eine Folgerung 
aus Menelaos' Satz erscbeint, bewiesen ist, so lassen sicb nocb andere 
wicbtige S&tze beweisen, z. B. die Involution der Punkte, die durcb den 
Schnitt eines voUstandigen Vierecks durcb eine beliebige Transversale ge- 



173) Anch in der Kegelschnittlebre im Altertum spielte der Doppelverhalt- 
nissatz, wie es scbeint, eine Rolle. Zen then vermutet n3.mlicb (vgl. Keglesnits- 
Iseren i Oldtiden, p. 59 und 105 — 106), dafs Apollonios ibn zu den Tangenten- 
bestimmnngen bei der Ellipse und der Hyperbel, sowie zur Bestimmung des 
Kegelschnitts als Ort zn vier Geraden benutzte. Wenn wir nun die Existenz dieses 
Satzes (und zwar in seiner allgemeinen Form) vor Menelaos nachweisen kdnnen, 
so dCbrfte in diesem Falle Zeuthens Hypothese eine Best&tigung finden, die viel- 
leicht diejenigen, die nocb an der Richtigkeit der Zenthenschen Hjpothesen in 
Bezng auf die Kenntnis der Griechen zur Projektivitiltslebre zweifeln, iiberzeugen 
kSnnen. Menelaos* Sphdrik leistet uns meiner Ansicht nach den Beweis daf6r, 
dafs die auf Pappos* Lemmata bemhende ruckschliefsende Methode, die Cbasles 
und Zeutben benutzten, in der That zulS^sig ist. 
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bildet wird (Pappos VII, 130 und Desargues, ed. Poudra I, p. 119). 
Chasles' Restitution der Parismen beruht nun eben darauf, dafs er die 
gegenseitige Abhangigkeit aller dieser Sfttze, von denen die wichtigsten und 
elementarsten in Pappos' Lenunata stehen, erkannt hat; mit Recbt hat er 
dann den SchluTs gezogen, dafs alle die bier erwahnten S&tze in den Porismen 
standen und den Kern dieses Werkes bildeten. 

Der weitere Schlufs, den wir ziehen k5nnen, ist, dafs die Griechen 

wahrscheinlich erkannten, dafs alle die S&tze aus der Ebene, die in den 

Porismen nur den Satz des Menelaos und den Doppelverbaltnissatz vor- 

aussetzen, auf die Kugel direkt iibertragbar sind, wenn man nur inuner die 

B Geraden mit den Sehnen des doppelten der 

'' ^iM^^r^"^^"'*""^ entsprechenden Bogen ersetzt. Es ist n&m- 

\ \ ^^\ - lich kaum denkbar, dafs die Griechen, die 

\ y^^ 

\ ^y^ die zwei Hauptsatze der Porismen aus der 

/ .^^^^^^ Ebene auf die Kugel iibertrugen, nicht auch 

(D)'- '^' die daraus folgenden Konsequenzen er- 

Figur 60. kannten. Es ist somit die Vermutung be- 

rechtigt, dafs schon vor Menelaos eine ziemlich entwickelte Kugelgeometrie 

existierte; es ist aber dies lediglich eine plausible Vermutung, zu deren 

Beweis uns die notigen Belege fehlen. 

Mit in, 5 sind die spharischen Haupttheoreme erledigt, und nun folgen 

mehrere wahrscheinlich aus der Ebene tibertragene SUtze. 

MeuelaOS m, 6 (Figur 60) sagt: 

Wenn der Win):el am Sc^eitel eines sphdrisclien Breiecks halhiert wird, 
isf das SinusvcrhdUnis der Basissegmente gleich dem der einschliefsenden 
Bogen, 

Gegeben: LABI) = L BBC. 

Zu beweisen: ^ 

sin AB sin BC 

.  — . • 

sin AD sin DC 

Durch Anwendung von III, 2 auf die Drcieckc ABD und CBD er- 
halt man sofort diesc Proportion, indem die Winkel an B gleich sind, die 
an B Supplementwinkel. 

Der umgekehrte Satz und der analoge itir Halbierung des Aufsen- 
winkels werden auch bewiesen. 

Den analogen Satz der Ebene (Euklid, Elem. VI, 3) hat Menelaos 
wahrscheinlich schon im ersten Buche auf die Kugel zu iibertragen ver- 
sucht. Erst bier ist es ihm gelungen, ein spharisches Analogon, freilich in 
anderer Foim, und zwar in der eines Sehnenverhaltnisses statt eines Bogen- 
verhftltnisses, zu gewinnen. 
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MenelaOS III, 7 (Figur Gl) sagt: 

Wenn imr vam SdieUd B eines sphiirischen Drekcks zwei Bugm zieJwn 
(BI) und BE), die mU den einsdilie/senden Seiten {BA und BC) gleidte 
Winkd bUden, so ioird hemesen, dafs: 



sin EA 


• sin AD sin* AB 


Bin DO . 


sin C^ 8in*i^C' 



imd umgekelirt^ dafs, wenn diese Proportion hestelit, die Witikd ABD und 
EBO glddi werden, 

Bei der Erfindung dieses Satzes hat olfenbar die Satzgruppe I, 26 — 35 
eine Rolle gespielt. 

MenelaOS m, 8 (Figur 62) sagt: 

Wenn in dem an B reditwinkUgen sphdrisdien Dreieck ABC durdi B 




E 



C 



D 

Figur 61. 



zi£?c« grdfsfe Kreishogen gezogeti werden ^ die mit BA glcicHic Winkel hildcn, 
so besteJit die Proportion: 

sin CE sin EA 

sin CD ~ sinDA ' 

denn die beiden Verhftltnisse sind gleich ^^^ (III, 6). 

TJmgekehrt, wenn 

sin CE _ sin EA 
sin CI) sin D-4 

und i EBA = ABD, wird bewiesen, dafs L ABC = 90®, und wenn 
L ABC=^0\ dafe L EBA = ABD: in beiden Fallen folgt der Beweis 
durch m, 6. 

Die SUtze III, 7 — 8 sind otfenbar wie III, 6 aus der Ebene tiber- 
tragen; welchen Werken der Geometrie der Ebeno Menelaos sie entnonimen 
bat, kdnnen wir jedoch nicht konstatieren. 

UI, 8, der Satz von der harmonisclien Teilumj (BA und BC halbiereu 
ja L EBD und dessen Supplementwinkel), war wenigstens zur Zeit des 
Apollonios bekannt. Diesen Satz sowie die harmonisclie Teilung iiber- 
banpt scheint namlich Apollonios genau erortert zu haben, und zwar in 
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seinen zoctoi iitlnsdoi.^''*) Die harmonische Teilung wurde aucb in Apollo- 
nios* Kegd$chnitMire benutzt, and die harmonische Teilung einer Kegel- 
schnittsehne dnrch Pol und Polar vielfach eriirtert. *'*) Aber schon in 
Enklids Porismen wnrde sicherlich die harmonische Proportion ausgiebig 
verwertet; denn von Pappos' Lemmata bezieht sich eine granze Reihe auf 
die harmonische Teilimg.^^^) Menelaos' t]l)ertragang einer der allgemeinsten 
projektiviscben Eigenschaften der harmonischen Proportion auf die Kugel 
supplier! somit die ubrige Cberliefenmg and f&gt ein bis jetzt feblendes 
Glied hinza; denn Menelaos' Beweis ist offenbar direkt aas der Ebene 
fibertragen. 

Den Beweis far HI, 7 referierten wir nicht, weil derselbe kaam aus 
der Ebene ilbertragen ist; denn den analogen Satz der Ebene finden wir 
im Pappos^^^) als Lenmia zu Theodosios' Sphdrik UL, 6, and zwar mit 
einem ganz anderen Beweis. Es ist von Simson*'®) angenommen worden, 
dafs dieser Satz. in der verlorenen Schrift des Apollonios „von detn be- 
stimmtfn Sdiniit** (jkqI SmagiCfiivrig rofifjg) stand. In der That finden sich 
ganz ahnliche Satze unter Pappos' Lemmata^'*) za diesem Werk, and da der 
Satz (in der Ebene) doch jedcnfalls filter als Menelaos ist, dtb:fte Sim sons 
Schlnfs ricbtig sein. Bemerkenswert ist, dafs dieser Satz gerade zum Beweis 
desjenigcn Lenmias im Pappos verwendet wird, aus welchem Zeutben*®*) 
folgert, wie Apollonios in der Schrift vom bestimmten Schnitt einen Doppel- 
punkt in einer darch zwei Punktepaare gegebenen Involution bestimmt hat. 
Es ist ganz deutlich, dafs die Vorganger des Menelaos, die zaerst die 
zu trigonometrischen Berechnungen verwendbaren kugelgeometrischen Satze 
erfunden haben, so wie Menelaos selbst einen ausgiebigen Gebrauch der 
meistens verlorenen Schrifben, die Pappos unter dem Namen xoTCog ava- 
kvofuvog zusanmienfafst, gemacht haben. Auf der anderen Seite aber dient 

174) Vgl. Eutokios' Kmnmentar zu Apollonios, Apollonii Pergaei quae 
Gniece exstant, ed. Heiberg II, p. 180 ff. — Vgl. auch Chasles, Les trois livres 
des Porismes, p. 269 If.; und Heiberg, Litt. Stud. p. 70 — 71. 

176) Vgl. Apollonios, ed. Heiberg I, p. 102 und 386—412; vgl. auch 
Zeuthen, 1. c. p. 69 und 82—84. 

176) Vgl. Pappos, ed. Hultsch, p. 896 — 912 und 1266—1267; vgl. auch 
Chasles, Poristnes, p. 79—81, 187—188, 210—211, 266—266, 261—262, 266—269, 
278—278 und 317—320, wo die harmonische Teilung in Chasles' Restitution der 
Porismen vorkommt. 

177) Pappos, ed. Hultsch, p. 488 — 490. Dieses Lemma ist nicht ein Hfilfs- 
satz zum Beweise des Thcodosios, sondem zu einem neuen Beweis von Pappos 
zu Satz ni, 6 des Theodosios; vgl. Pappos, p. 604. 

178) Sim son, de sectione determinata, opera quaedam reliqua p. 16. 

179) Pappos, ed. Hultsch, p. 708—714, 718—722, 726 und 730—734. 

180) Zeuthen, 1. c. p. 132. 
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Menelaos' Sphdr'ik dazu, nns zu bestatigen, dais die Schliisse, die nament- 
lich Yon Forschem wie Chasles und Zeuthen in Bezug auf die ver- 
lorenen Schriften gezogen worden sind, im groJGsen und ganzen richtig, und die 
gegen dieselben erhobenen Einwande und Zweifel B 

unbefogt sind. 

Menelaos m^ 9 (Figur 63) sagt: 

Die Hdlbierungshogen der Winkd eines sphd- 
risdien Drekcks gehen durdi einen und denselben 
Funkt, ^' 

Gegeben: L BAD = DAC 

und 

LBCD =DCA. 

Wenn BDE gezogen wird, ist zu beweisen, dafs L ABE = EBG, 

Beweis: 

sin BC Bin BZ) sin BA /yn* /»\ 

sITC^' ~" Bin DE ~ sin AE ^ ' '' 
also 

sin AE sin B A 

sin CE ~ sin BC ' 
d. h. LABE=EBC (UI, 6, zweiter Teil) q. e. d.^»») 

Der entsprechende Satz in der Ebene war Euklid bekannt, wie 
die Eonstruktion Elem, IV, 4: „in ein gegehcMs Drdeck einen Kreis einzu- 
bescfireiben" zeigt. 

Menelaos III^ 10 sagt: 

Die Hdhenhogen eines sphdrisdien Dreiccks gehen durdt einen und den- 
selben Pimkt. 

Der lange> durch III, 1, 6, 8 und geflihrte Beweis bietet kein be- 
sonderes Interesse. 

Dafs der entsprechende Satz in der Ebene dem Archimedes bekannt 
war, zeigt uns sein „liber assumpforum** 5 — 6.^^^) 

Die folgenden Satze der SpMnk, HI, 11 — 14 sind sehr eigentumlich 
und erinnem gleicb an das zweite Buch. Es kommen hier wieder Theoreme 
vor, die als Dreieckstheoreme formuliert sind, sich aber offenbar von astro- 
nomiscben ableiten. Teilweise kommen wieder die Satze vor, die wir von 
der dUen SpMrik durch Euklids (paivoiuva^ Theodosios' SpMrik bis zu 
Menelaos und Ptolemaios verfolgt haben; noch einmal werden Satze 
{Iber die Ungleichheit der den gleichen Ekliptikbogen entsprechenden Hektas- 

181) Das Corollar zu III, 9 in der Hallejausgabe ist unecht. 

182) Archimedis opera, ed. Heiberg II, p. 433 ff. 
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eensions-f Obbquaflcensioiis- and Morgmweitendifferaizen bewiesen, und iwa 
merkirardigerweise dnrch die vorfaergehenden sphiriscb-trigoiioiiietrische 
Hanpltheoreme. ohne dais ein astronomiscfaer Begriff eingeffihrt wild, and ohn 
dada ein einziges Berechnongsbeispiel Torkommt. Wie sdion henrorgehobei 
Terlieren diese SStze jeden Wert, sobald die darin liegenden astroncHnische 

Probleme einmal rechnerisch behandel 
sind. Eine derartige Bebandlangsweis 
schrieben wir oben dem Hip parch zv 
deswegen interessieren ons diese 8Stz 
an sich nonmehr herzlich wenig, am s 
mehr aber gewisse Schlosse in Bezag an 
die Trigonometrie der Ebene, die wi 
daraus ziehen kdnnen. 

m, 11 bezieht sicb auf die Vei 
gleichong von Ekliptikbogen mit de: 
Horizon talbogen, in welchen dieselbe: 
aufgehen. 1st namlich (Figar 64) Bu 
^^^' " die EkHptik, 5 T der Aqnator, so dai 

AB > AT (d. h. der Beweis ist nnr fttr Orte aofserhalb der Polarzone: 

gaitig), und sind die Winkel an T, C, M xmd H gleich and = 90® (^ 3 

DC, KM und EH stellen also verschiedene Lagen des Horizontes dar), s> 
ist zu beweisen: 

DA AT-"' DC 

KE^ KM . EH' 

Der Beweis wird auf folgende Weise erledigt: Wenden wir HI, 2 au 
die Dreiecke ABT, DBC, KBM und EBH an, die zwei gleiche Winke 
habeu, so erhalten wir: 

sin BA : sin BD : sin BK : sin BE = sin -4r : sin DC : sin KM : sin EH 

und daraus, sagt Menelaos, folgt direkt, weil 90^ ^ AB "^ AT, was be 
wiesen werden soil, infolge des ersten Buches des .... (hier folgt ein un 
sicherer Buchtitel). 

In Gerhards Cbersetzung lautet diese Stelle so: ,^t ergo fuerit iUtt< 
ita, tunc iam accidimi ex eo, quod diximus, omnia, qtuie nuper retuHmus; c 
iUu^ est, quia nos iam dedaravimus isfas res et omnes, quae sunt eis simi 
Us, in tractatu primo libri figurarum demonstrativarumf* 

Nach Hal leys tJbersetzung*®*) aus dem Hebraischen ist der Titel: „it 
prima parte libri lemmatum cyclicorum seu potius propositionum" 



188) Menelai sphaerica, ed. Halley, p. 98, 100 und 101. 
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eine Obersetzung, die Steinschneider'**) jedoch mit „Buch der hogen- 
artigen Figuren" ersetzen will. Diese Angaben sind aehr undeutlich nad 
der ursprttngliche Titel ganz entstellt; Uenelaos weist ab«r offenbar anf 
ein eigenes Werk von mehreren BQchem bin, dessen Inhalt sicb zuu&cbst 
auf die Verh&ttnisse zwiscben Kreisaehneu nnd den ibnen entsprechenden 
Bogen bezieht Wir werdea una deswegen kaum irren, wenn wir die zanachst- 
liegende ErklSnmg geben, n&mlicb daTs es sicb bier um das von Tbeon'^) 
em-^hnte Werk des M e n e 1 a o 8 : „6' Bildier ilber die Geraden im Kreis^' bandelt. 

Nacb Theons Bericht usd dem Inbalt von Ptolemaios' Syttiaxis I 
bat man gegcblosseo, dafs in diesem Werk eine Sebnentafel entbolten war. 
Dieser SchloTs ist sicherlieb ancb gauz zntrefiend. Die Tafel allein and 
die Elemente zu dereu Berechnting baben docb kaum 6 Blicber (bei Hip- 
parcb aogar 12) ansgemacbt; tibcr einiges 
von dem, was sonst in dem Werke stand, 
glanbeich nnn bier in Menelaos 111,11 und 
den folgenden S&tzeu AuischloTs zu finden. 

Icb werde nnten, nacbdem icb kitrz 
die Satze III, 12 — 14 referiert babe, alle 
die in 1 1 — 1 i enthaltenen Vorausaetzungen 
sanime)n, die uns fiber die vorptolemaiischen 
plantrigonometrifichen Werke AufscbluTs 
geben dilrfton. 

ill, 13 beztebt sicb aul' die Vcr- 
gleichong der LBngen mit den entsprochen- pj nr S6 

den Bektascensionen. In Fignr 65 ist P 

Pol des Bogeos BA. BA ist somit als der Aquator, BC als die P^liptik 
aufzu^issen. In der Voraussetzung, dal^ £0^90", ist zu beweisen: 
AE CD 
BK -^ ZT' 

1. Beweie: Durcb Anwendnng Ton HI, 5 auf die Dreiecke ABC, 
EBD, HBZ und KBT erhalt man: 

gin(JC+ BA) _ ^{BD + BE) _ Hin(JB2 + i(H) _ sm[BT+_SK) 
8in (BC^ BA) ~ sin (BD^ BE) ~ iiin\BZ ^ BS) ~ sin (Bf~ BK)' 
und dann folgt der Beweis wegen des „m triidatu prinw Ubri figuranim 
danofutratioarum" Bewiesenen (vgl. oben). 

184) Steiuscbneider, Zeit»cbr. f. Math, u- Pbyeik 10, p. i»i. 
186) Theona Kommentar, ed. Halma, p. 110; v^l. oben Seit« b. 
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2, Beweis: III, 2 und 3 geben: 

sin ^B sm AC sin PD Bin BC 

sin BE ~ sin DE ' sin PC ~ bSoTbI) 
(III, 3) (m, 2) 

Da nun dO^>FD>PC, so erhalt man 



sinPD i85») 
siiTPC 



und analog: 



und: 



sin AB Bin BC 
8in~BJS;^ sin BD 



sin J Jg sin i^D 
sSTBjK: ^ sin BT 



sin BK BinBT 
sin BJJ^sin J5^ 



Daraus folgt eine andere Beihe von Ungleichheiten , und zwar diesc: 

sin^JS:^ sin C2> \ 



sin -4 If 

sin ^ If 

sin J. if 

sin AK 
sin EK 

Bin EK 



> 






> 



sin C^ 

sin CZ 
sin CT 

sin CT 
Bin D T 

sinDT 



sin^iT^ Bm ZT 



(1) 



und daraus folgert Menelaos gleich*^) die Ungleichheit 



AE CD 



e. d. 



HK^ ZT 

III^ 13 bczieht sich auf die Vergleichung von Obliquascensions- und 
Rektascensionsdifferenzen ftir Orte der Polarzonen und fiir alle Teile des Tier- 
kreises. Zum Beweis. gehoren nftmlich 2 Figuren (66 und 67), in welchen 
B U als der Horizont, BA sis der Aquator, BV als die Ekliptik (in Figur 66 
ist BV der Kvadrant Jungfrau-Krebs, in 67 Widder-Zwillinge), VV als der 
Wendekreis, Pals derNordpol aufzufassen ist, wfthrend CA, DE, ZHundNIj 
verschiedene Lagen des Horizontes sind. In beiden Fallen ist zu beweisen: 



AE TJ 
EH^ JK 



186») m, 2 giebt ja: 



sin AC 



sin BC 



, d. h. Grundforrael I (vgl. Seite 82) 



sin DE sin BD 

flirDreieck ADE^ vorausgesetzt, dafs BC= BA = 90®, die verwendbar ist zurBerech- 

nung der Deklination eines Ekliptikpunkts durchLSlnge undNeignng; vgl. Seite 132. 

186) Menelaos schliefst wahrscheinlich so: Multiplizieren wir die linken 

sowie die rechten Seiten der Ungleichheiten (1), so erhalten wir -. — =, ^ > 



sin EK ^ Bin ZT 



• AE CD 

und daraus, wegen der gegebenen Voraussetznng, tt «- !> ryrr 
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m, 4 



giebt: 



sin J. r sin EJ 



HinHK 



sin's r sin BJ sin BK 

Wenn nun TJ = JK, so wird AE> EH; denn dann ist BT 
= BJ-^ BK; daraus folgt 
aber, da AT> BT und EJ 

> BJ und nK>BK, dais 

AT'^EJ>EJ-^HK, 

d. h. 

(Figur 66) 

AE-^TJ>EH : JK, 

(Figur 67) 
AE+ TJ>EH+JK, 

d. h. in beiden Figuren: AE 

> EH q. e. d. 

Analog erhalten wir, wenn 
AE^EH, dafs dann TJ 
< JK, und in alien Fallen 



BJ 




haben wir also: 



AE TJ 
EH^ JK 



Figur 66. 



Anm. Da wegen 111,12 j^ > "/Jy* ^^ ^ ^ ^^ ~EH^ 1)Z 
durch welchelJngleicbbeit die Obliquas- 
censionen und die entsprecbenden 
Langen verglicben werden. 

111^ 14 beziebt sicb auf Ver- 
gleichung von Obliquascensionen fdr 
verschiedene Orte. £s werden nam- 
lich verglicben: l) Die Obliquascen- 
sionen fOr zwei Orte der Polarzoneu 
(Figur 68 links), 2) Die Obliquas- 
censionen fOr zwei Orte auiserbalb 
der Polarzonen (Figur 68 recbts). 
Der Satz ist wie gew5bnlicb als 
Dreieckstbeorem formuliert^®'') (dies- 
mal in Bezug auf das Dreieck ABC\ 
ist aber offenbar von einem astro- 
nomiscben abgeleitet, ^2l BA als der Aquator, BC als die Ekliptik auf- 




Figur 67. 



187) Es wird sogar speziell bewiesen, wie es sich verhillt, wenn /. -B = 90**, 
ein Fall, der offenbar yon der Astronomie nicbt abgeleitet sein kann. 
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zufassen ist. CA, EH und ZT sind verschiedene Lagen des Horizontes fur 
eine PolhShe, CD, EK und ZL fiir eine andere. 

1. (Figur 68 links.) 
Gegeben ist: 

90^>CA>CD>CB, iA = H=T und i D = K = L, 

Zu beweisen ist dann: 

^IT DA' 

ht-^kl' 



Beweis: 111,4 giebt, wenn CM, EN und ZS senkrecht auf BA stehen: 

sin AM ^ sin HN _ sin TS 

sin BM^ ■■--■ — 



und: 



sin DJf 



sin BN 

sin KN 



sin BS 
sin LS 



(1) 



sin J5ilf ~ sin J5iV~ 6m~BS' 
und daraus folgt, da 90^>AM > DM> BM, dafs: 



(2) 




BA-^ BH BB^ BK 



BH-^ BT^ BK-^ BL' 

, , AH^DK , 

d. n. jyTp > 1^^ q. e. d. 



Fignr 68. 

BA^.^JS BI) ^^BK 
BH ^ Bt^ Bk :- BL ' 



d. h. 



2. (Figur 68 rechts.) 

Gegeben ist: 90^>CB> CD 
>CA, 90^<LCAB = EHB 
= ZTB, 90^<LCDB=EKB 
= ZLB, 

Zu beweisen ist: "arv '^ frj * 

Beweis: III, 4 giebt wieder 
die obigen Gleichungen (l) und 
(2); da aber diesmal 90^ > BM 
>BA> BD, so wird 
AH ^DK , 



HT ^ KL 

Es ist deutlich, dafs alle die Beweise der Satze HI, 11 — 14 auf Vor- 
aussetzungen aus der Trigonometrie der Ebene beruhen. Diese Voraussetzungen 
sind, insoweit ich sie nacb den mir bis jetzt vorliegenden Menelaostexten 
feststellen kann, folgende: 

Wenn wir auf einera Kreise zwei Reihen von Bogengrofsen haben, wie 

90« > a, > Oj > fl3 > fl4 
und 

90« >h^> h^ >h^> \, 
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und zwar so, dafs immer 

so lassen sich aus folgenden Sinusyerhaltnissen folgende Ungleichheiten von 
Bogengrdfsen beweisen: 

L Wenn 

sin a^ : sin Oj : sin a^ : sin a^ = sin h^ : sin b^ : sin b^ : sin b^^ 
so wird 

(vgl. m, 11 und 13). 

Anm. Eigentlich schliefst Menelaos nicht direkt so, sondern auf 
folgende Weise: 

Wenn nnter den gegebenen Voraussetzongen a^ -^ a^ = a^ -:- O4, so 
folgt b^ ^ &2 < Z'j -^ &4, wenn aber &i -f- &, ^ &3 -f- &4, so folgt a^ : n^ 
> Oj -^ O4, und dann allgemein (^„ofnnino'*): 

auch in den iibrigen F&llen ist die ScbluDsreihe dieselbe. 
2. Wenn 

®i^ (?i +_^) =^ .^^^ (^« + .^1 ^ _«|?_(3i + ^) = l*"^ («4 + K) 
8in (flj :- 61) sin (a, -:- ft,) sin (a, -r- 6,) sin (a^ ~ b^) ' 

so wird 



3. Wenn 



so wird 



Og -^ a^ ftj f 6^ 
(vgl. m, 12^. 

sin (Oj : Oj) ^ sill (61 "•" ^i) 
sin (a, -T- rt^) ^ sin (6j ! 64) ' 

«i "•" ^ <- ^ ± ^ 

(vgl. in, i2»). 



Haben wir femer auf deraselben Kreise drei Reiben von Bogengrdfsen, wie : 

f'l > «2 > «3 ' 

h >h>h 
und 

und wenn: 

sin (aj -: Cj) : sin (//g -^ c^) : sin (^/g : c^) 

== sin (6^ -:- r^) : sin (tg :- r^) : sin (63 -:- ^3) = sin c^ : sin (\ : sin a, , 
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so wird, wenn: 



und 
aach 



Wenn dagegen: 



und 
so wird 



Oi > 61 > 2ci, 
% > ^2 ^ 2^« 

«J • ^8 ^1 "^ ^8 

(vgi. m, 14^). 
^1 < «1 < ^n 

^2 < «8 < ^2 
^3 < «8 < ^ » 

(vgi. m, i4»). 



H alley, der bei seiner Ausgabe diese Yoraussetzungen ofPenbar genau 
gepriift hat, giebt als Lemmata, die zmn Verst&ndnis dieses Teils der Spharik 
niltzlicb sind, folgende an: 

1. Wenn a > ft, so wird -v- > — — r • 

' 6 sin ft 

Dieser Satz wird in Menelaos III, 15 (ygl. unten Seite 119 und 121) 
mehrmals vorausgesetzt; auch findet er sich in Ptolemaios'iSyntoa;i5 I, cap. 10 
(ed. Halma I, p. 34 — 35; ed. Heiberg I, p. 43 — 44)^*®); der Satz wird 
hier zu der annabemden Berecbnung von crd. 1^ verwendet. Diese An- 
wendnng bildet den Abscblufs von Ptolemaios' Einleitnng zur Sehnen- 
tafel; in seinen gleicb folgenden Worten: ^^ri fiiv ovv TCQayfiatsta x&v iv 
Tc5 xi^xAg) ev^et&v offroo^ av olfuct ^aavcc fUxa^stQiaMri'' iinde icb eine An- 
deutung davon, dafs dieser and abnliche Satze aach vor Ptolemaios zur 
Berecbnung von Sehnentafeln gebraucht warden, and dafs die lUteren Me- 
thoden umstandlicher als seine waren. 

2. Die einfache Erweiterang von 1, n&mlich: wenn a>ft>r'--, 

so wird —. — > -V— , > . , 

sin a Bin w sin c ' 

die Hal ley aach anfiibrt, finde icb nicht unter den Yoraussetzungen im 
Menelaos. 



188) Der Satz wird schon von Aristarch von Samos (c. 270 v. Chr.) ver- 
wendet; TgL 7t£Q\ (itysd'mv yiccl icnoarrnuxTrnv iiXlov nul asli^vTig^ ^d. Wallis, 1699. 
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3. Halley giebt femer an: 
sin a sin c 



Wenn -; — r = -: — 3 und sin a > sin & > sin c > sin d. so wird 
Bin & 8in a ' 



da c sin a sin (a -T- 6) 



c-^dhd sin 6 sin {c -^ d) 

Auch diese IJngleichheiten finden wir nicht im Menelaos direkt an- 
gewandt. 

Es ist mdglich, dafs alle die von Menelaos aus der Trigonometrie der 
Ebene yorausgesetzten SStze sich anf solche einzelnen zurfickfiihren lassen. 
Ein Versuch, eine solche Zurdckftilirang durchzufOhren, hat aber znn&chst 
geringeren Wert, and l&fst sich erst zu Ende bringen, wenn die Menelaos- 
texte (der lateinische und die arabischen) miteinander verglichen sind, so 
dafs es mSglichst sicher festgestellt ist, in welcher Form die Voraassetznngen 
im Menelaos gegeben sind. Bis dahin mdssen wir uns mit den obigen 
Angaben begnugen. 

Eine Frage erhebt sich jedoch hier: Finden wir nicht in der Litteratur 
Yor Menelaos Ahnliche Satze, wo Bogenl&ngen nnd Oeraden mit einander 
verglichen werden? 

Aufiser dem schon erw&hnten Satz des Theodosios (III, 11) ^®'), der, 
wie wir tinten sehen werden, dem Apollonios beigelegt wird^*^), treffen 
wir von Sfitzen dieser Art nur diejenigen, anf denen die Methoden von 
Aristarch nnd Archimedes^^^) berohen. Es sind dies aber aufser dem 
anf der yorhergehenden Seite referierten nnr zwei sehr alte Satze, die in der 
griechischen Oeometrie eine uberaus reiche Anwendung gefonden haben, und 
deren einer auch in Theodosios in, 11 gebraucht wurde. 

Dieser Satz sagt: Wenn die zwei an B und B^ rechtwinkligen Dreiecke 
ABO und A^B^C^ die Katheten AB und A^B^ gleich, die Katheten BC 
B^ Ci dagegen ungleich haben, und zwar B^C^'^ B C, so wird 

BC ^IC^ 
Dieser Satz, der dem unsrigen 

gleichkonunt, wird von Hultsch als sehr alt betrachtet. Er hat ihn nam- 



189) Vgl. oben Seite 79. 190) Vgl. unten Seite 117. 

191) Archimedes, tlvxXov n^TQriaiSy ed. Heiberg, p. 258 — 270. 

Abta. s. GMdL d. mafh. Wiuensch. XIY. 8 
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lich unter den ,Jjemmaia zur SpMnk**^^^) gefiinden und setzt ihn deswegen 
vor Aatolykos. Obwohl ich nicht mit Hultsch diese Lemmata als vor- 
eaklidische betrachten kann, gebe ich doch zu, dalis der hier erwahnte Satz 
alt ist; denn er wird von Archimedes^*') als bekannt vorausgesetzt, wie 
schon Hultsch bemerkt hat. Man hat aber, glaube ich, abersehen, dais 
der Satz in Euklids OpHk^^) bewiesen (nidit vorausgesetzt) wird. Der 
andere Satz ist der Seite 112 referierte: 



5>£|(fiir900>y>x), 
X sm X \ / ' 



den wir schon bei Aristarch trefPen, jedoch ohne Beweis. In der Syntaxis 
findet sich aber dieser Beweis (vgl. Seite 82 und 112). 

Die hier referierten Satze, die in der ftltesten Zeit die Trigonometrie 
ersetzten, lieferten vielleicht brauchbare HUlfsmittel bei den ersten Ver- 
suchen, sich eine trigonometrische Methode zu verschaflfen, sind aber zu alt, 
dafs man zur Zeit ihrer Erfindung Werke wie das, welchem Menelaos 
die obigen Voraussetzungen entnommen hat, gehabt haben kann. Ich glaube 
deswegen, dais toir in Menelaos^ Sphdrik die friihesten Spur en eincs plnn- 
irigonometrisciim Werkes treffen, und dafs dieses Werk, wie oben gesagt, 
das von The on erwAhnte ist. 

Menelaos III^ 15 ^ der letzte Satz in der Sphdrik ist in vier Teile 
geteilt. In Nasr-Mansurs Bedaktion sind diese als III, 22 — 25 numeriert. 
Wir folgen Gerhard, dessen Cl^ersetzung mit der HaUeyausgabe dberein^ 
stimmt, und bezeichnen die Teile als HI, 15^~*. 

lU^ 15^ sagt: Gegehen zwei gr6fste Kreisquadrankn BA und BC. 
Vom Fol P des Kreises BA sind zwei grofste Kreisbogen gessogen, die von 



192) Vgl. Note 96. Dafs dieses Werk mit demjenigen, welchem Menelaos 
seine plantrigonometrischen Yoraussetzmigen entnommen hat, identisch ist, m5chte 
ich bezweifeln. Die Fragmente aus den Zi^^fucTa Big ta atpociQinci, die Hultsch 
gefunden hat, bezichen sich n&mlich, wie Heiberg nachgewiesen hat (vgl. Hei- 
her g^J(ihre8bericht€, Philologus 48, p. 496 — 497), alle auf Theodosios' SpKarik. 
Mit den ^afpaiQina.^*^ meinen die griechischen Autoren auch die dee Theodosios 
oder die alten voreuklidischen, kaum aber die des Menelaos. Endlich, wenn diese 
XrjiLiiara, wie Hultsch vermutet, vor Autolykos existierten, ist es ausgeschlossen, 
dafs sie eine schon entwickelte Trigonometrie der Ebene enthielten; wenn sie auf 
der anderen Seite neueren Datums sind, was ich wegen des hier erw&hnten Lemmas 
zu Theodosios HI, 11, welcher Satz kaum alter als Apollonios ist, vermute 
(vgl. unten Seite 117), so mufs man sie zun^chst als eine zur Zeit eines Pappos 
zu Schulzwecken verfafste Sammlung betrachten; in keinem Falle haben diese Xijn- 
fLUTa dann irgend etwas mit den Voraussetzungen des Menelaos zu thun. 

193) Archimedes, ed. Heiberg U, p. 260 (d. h. ^ccmiirrig I, 21). 

194) Euclidis opera, ed. Heiberg YU, p. 14 (d. h. OpUk Satz 8). 
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BA und BC htzw. in A^^ A^ und O^, C^ gesdmitten werden. Den Kugel- 

dnrchmesser nennen wir 2r, die Durchmesser der mit BA parallelen Kreise 

dnrch C7, C^ und C^ nennen wir bezw. 2^, 2ri und 2r^. Dann ist zu be- 

weisen, dafis (Figur 69) 

sin ^ ^ ^ r ' Q .. 

sin C^C^ r^ r^' ^ ^ 

Beweis : 

Da L PCB = PA^B = 90® und L CC^P = BC^A^, so wird, wenn 

ITT, 2 auf APCC^ und ABA^C^ angewandt wird: 

sin PC sin BA^ , v 

w^TCj ~ sS^C, ' ^^>' 

ITT, 1 (ABO^A^ durch PC^A^ geschnitten) giebt aber: 

sin ^uil, sin PA^ sin BA^ 

sin Cj Cj sin PCi sin BC^ 

_ sinPuit sin PC r - q i^*) 

~ sin PCi ' Sn PC, ~ ^ • r, ' 
also auch 

sin ^ ^^ r • Q . 

sm Cj Cj r, • rj ^ 

Bei diesem Beweise ist zuerst die Hauptgleichung (l) beacbtenswert, 
weil sie fOr die Berechnung gewisser astrononiischen Tafeln sehr geeignet ist. 

Fassen wir z. B. J^C als die Ekliptik, BA als den Aquator auf, so 
wird man mit (l) die den L&ngen BC^^ ^s^i ^* ^' ^' entsprecbenden 
Rektascensionen BA^^ ^s^^i ^- ^* ^' ^^^^^^ berechnen k5nnen. Die Rekt- 
ascensionstafel in Ptolemaios' Syntdxis^^^) ^ wo die jedem Ekliptikbogen 
von 10^ zngeordnete Rektascension dui'cb Menelaos' Satz auf ziemlicb 
scbwerfSIlige Weise berecbnet wird, Iftfst sicb mit Htdfe von TIT, 15^ so 

herleiten: 

^ 11 
(l) giebt: sin -^^-Aj = r • ^ • sin Cj Cj . — 

r ' Q ' sia C^C^ ist aber konstant, da C^C^ immer gleicb 10® bleibt, 
Ti und fj sind die Sinusse zu den Zenithdistanzen PC^ und PC3, d. b. die 



196) Wie ich immer Sinus statt Sehne des doppelten Bogens gescbrieben 
babe, so werde ich anoh HaXbmesser statt Durchmesser schreiben, obwobl Mene- 
laos immer in diesen and den folgenden Beweisen Durchmesser sagt. Da er 
fast immer mit YerbSltnissen operiert, so macht es in der That keinen Unter- 
Bcbiedy und ich ziebe der Dbersicbtlicbkeit wegen die dem modemen Leser zn- 
D&chftliegende Scbreibweise vor. 

196) Die RektascensionBtafel stebt in der Syniaxis II, cap. 8, ed. Heiberg I, 
p. 134 — 186; ed. Hal ma I, p. 103. Die Berechnungsbeispiele zn derselben sind 
schon in I, cap. 16 (Halma I, cap. 13) erledigt, ed. Heiberg I, p. 82—86; ed. 
Hal ma I, p. 60—63. 

8* 
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Cosinusse zu den Deklinationen A^Cj^ and A^C^^ die man in der Beklinations-^ 
tafel iindet, and zwar braacht man fUr jede Bechnang nar einmal nachznschlagen. 
Wir werden kaam za viel wagen mit der Behaaptang, dai^ wir in (l) eine 
wenigstens von Menelaos angewandte Berechnangsfonnel ^^^) vor ons haben. 
Die Formel kann aber von einer alteren Zeit herstammen, obwohl wir an- 

nehmen miissen, dafs der im Be- 
weise angewandte Satz III, 2 yon 
Menelaos erfonden ist; denn die 
Anwendong von IQ, 2 l&Dst sich 
darcb zweimalige Anwendong von 
in, 1 ersetzen, and zwar indem 
(Pigar 69) A ABC darch PC^A^ 
and ABA^C^ darch PC A ge- 
schnitten werden, worans die Re- 
lation (2) folgt. 

Eigentiimlich ist es, dais 
Menelaos in 111,15 die Parallel- 
kreisdarchmesser als trigonome- 
trische Fanktion verwendet. Aach 
inTheodosio8lII,ll— 12 werden, 
wie wir gesehen haben ^^), die Darchmesser zar Vergleichang von Bogen- 
l&ngen and Geraden eingefiihrt. Bemerkenswert ist deshalb folgender Passos, 
den Menelaos^^) gleich nach dem Beweis der Formel (l) folgen iSfet. 

„Et iam declaratur ex eo quod diximus in figuris primis^^) ex figuris 
tradatus tertii libri Theodosii in speris per modum dliutn. Ipse enifn de- 
claravit ibi, quod proporUo areas gh (bei ans A^A^ ad arcum de {C^C^ 

est minor proporiione diametri spere (2r) ad diametnim circuli {2q), qui con- 

__ \j A. A ^r 

tingit circulum he super pwnctum c'S d. h. J^ ^* < ^ • 1^ Theodosios 




Figur 69. 



AA^ 



2r 



in, 11 wird allerdings nar der Spezialfall -r,^ <C tt bewiesen. Dieser 

Unterschied will jedoch wenig besagen, denn Menelaos weist jedenfalls 
aaf Theodosios III, 11 hin. 

197) Yielleicht hat Menelaos eine Formel wie diese (1) in seiner mehnnals 
erwUhnten Abhandlung dber die Auf- nnd UrtergS^nge der Tierkreiszeichen benutst. 

198) Vgl. oben Seite 79—80. 

199) Ich gebe die Stelle nach Gerhards t^ersetznng. Der Passus stand 
auch in der hebrS-ischen Obersetzung des Jacob ben Machir; vgl. die Halley- 
ansgabe, p. 108—109. 

200) Die Worte „tn figuris pritnis'* bemhen wahrscheinlich auf einem Mifg^ 
verstSlndnis von Gerhard. Bei Halley steht „Propo8itio pritmpaW, was offen- 
bar das Bichtige ist. 
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Menelaos f&hrt fort: „et hec eat res, qua usus est Apollonius in 
Ubro, fiui dicUur liber aggregcMvua^^) , et nos iam usi sumus hoc hie, 
et indigtnmus eo necessitate maioris iuvamenti; et nos ostendimus illud in eo, 
tpwd erit post, cum demanstratione communi". 

Die Hinweisong auf Theodosios findet sich auch im Cod. Leid. 930 
(Nasr-Mansurs Bedaktion), die Anspielung anf Apollonios, der Theo- 
dosios in, 11 in einem Jiber a^gregativus'* (?) soil verwendet haben (wozu?), 
dagegen nichl . Bis mehrere arabische Handschriften nntersucht worden 
sind, mOssen wir deswegen die Echtheit dieses Passus sowie die Erklaiomg 
des Bnchtitels Jiber aggregativus" dahingestellt sein lassen.*®*) 

£s wird sich wohl ztdetzt ergeben, dais die ersten Elemente der Tri- 
gonometrie, wie Tannery*®') Vfermutet, sich auf Apollonios als Erfinder 
znrftckffthren lassen. 

Was wir aber kaum bezweifeln k5nnen, ist, dafs der Schlufs von 
Menelaos' Sphdrik HI, 15 ^~^, der in der That einen von den vorher- 
gehenden S&tzen deutlich abweichenden Charakter hat, eine Neubehandlung 
und Vervollkomnmnng von ftlteren primitiveren Methoden enthalt. Ver- 
gleichen wir Theodosios 111,11 — 12 und Menelaos m, 15*^ so scheint 
aus dieser Vergleichung hervorzugehen, dafs der Kugcl- und die PardUd- 
kreisdurchmesser die altesten Mittel zum Vergldch von Bogentdngcn mit Ge- 
raden lieferten, d, h. dafs sie getvissermafsen ah die altesten iriganometrischen 
Funktionen zu betrachten sind. 

Wenn das richtig ist, so entstand die Trigonometrie aus den Betradi- 

201) Bei H alley, p. 108, heifst dieser Titel (aus dem Hebraischen) ilbersetzt: 
f^Liber (forte) de prineipiis universaltbus**. Stein Schneider, Zeitschr. f. Math. 
Q. Physik 10, p. 482, meint, dafs das betre£Pende hebr&ische Wort eine allgemeine 
Bedentong hat, wie „umfa88ende" oder dergleichen. 

202) Ich vermnte, dafs die Stelle wirklich in Menelaos' Sphdrtk stand. 
Wenn rie aber auch eine arabische Interpolation ist, so hat der betre£Pende Araber 
wohl authentische Berichte vor sich gehabt. — Der Titel „liber aggregativua** 
lieliie sich wohl als eine tjbersetzung von „i^ yi.a^6Xov nQaytuctsLa^^ erklaxen; ygl. 
Marinos* Konimentar zu Euklids Data, ed. Menge, p. 234; und Apollonios, 
ed. Heiberg n, p. 183. — Wir erinnem auch an das yon Eutokios dem 
Apollonios zugeschriebene Werk mit dem r3.t6elhafben Titel ^axmoxiov^^ wo 
eine Berechnung yon ^ erledigt werden soil; vgl. Archimedes, ed. Heiberg III, 
p. 300; und Apollonios, ed. Heiberg II, p. 124 ff. Die Fragmente dieser 
Werke, die man (Tannery und Heiberg) im Pappos zu finden geglaubt hat, 
lassen sich jedoch kaum mit der Stelle im Menelaos in Dbereinstimmung bringen. 
— Die Hinweisungen auf ein astronomisches Werk des Apollonios, ygl. Ptole- 
maios, Syntaxis ed: Halma H, p. 312 ff., dessen Titel nicht angefuhrt wird, ver- 
breiten auch fiber die Erkl&rung der Menelaosstelle kein Licht. 

208) Vgl. Tannery, Vastr. anc. p. 68. 
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tungen, wozu die sphdriscfi- astrotwmiscfien Figuren AtUafs gahen^^), un 
spdter, da man die Beredmufig van den Durchmessern an einen Kreis % 
der Ebene ankniipfte, g'mgen die Durdimesser naturgemdfs in Kreiss^Mcn Hhe 
Noch eins k5nnen wir in Bezug auf den Beweis III, 15^ bemerken: 

In der obigen Gleichung (2): -. — p^ = - — ^^ liegt implicite eii 

S 9 

Dreiecksformel , die von den Arabem oft zu Berechnung verwendet wurd 
namlich fur das Dreieck BA^C^ mit den Seiten 63, a,, c^ die Formel: 



cos B 



sin Cg 



COS &g sin a, 

Nach V. Braunmfihls^^) Angabe ist Ibn-Junos (f 1008) der erst 
der diese Formel gebrauchte. 

Menelaos III, 15* (Figur 69): 

Ziehen toir den grofsten Kreisbogen Pt^A^, so dafs 

sin* PCg = sin PA^ - sin PC ( 

Oder, was auf dasselbe Jierattskommt, dafs 

so kann man beweisen, dafs ^ BC^-r- BA^ ein Maximum oder, wie Men 
laos sagt, dafs diese Differ enz eine g eg ebene Ghrdfse ist, u/nd zwar grdfs 
als die Bifferenz irgend zweier anderen dhnlich liegenden Bogen^ d. h. 

BC^ -'.- BA^ ^ BC^ '.- BAL^ 



and 



Beweis: 



BC^ i BA^> BC^ : BA^, 

sinPA^ _ sin 4^, . . ^^. 

8in PC, "since, ^^^^' "^^ ) ^ 

sinP^^sm^ 

sin PC 9in BA^ ^ ^ ^ ^ 

Wegen (l) werden (2) und (3) gleich, d. h. 



sin AA^ sin £C, 
sin CC^ sin BA^ ' 



(■ 



204) Vgl. oben Seite 80. 

206) Vgl. V. Braunmuhl, Gesch. d. Trig. I, p. 62. 

206 •) Die Gleichung (2) kommt der Grundformel III (vgl. Seite 82) gleic 
und zwar fur Dreieck BA^C^^ und ist leichter zu benutzen als Menelaos* Sa 
bei der Bestimmung des Horizontbogens (zwischen dem Aquator und dem Wend 
kreis) durch die Neigung der Ekliptik und die Dauer des l^^ngsten Tages {Syntaa 
II, cap. 2, ed. Heiberg I, p. 89 ff.). 
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folgUch wird, da ^BA = BC^^(fi, auch 

u(7(7j = -B^ und AA^ = BC^.^) 

Femer bekommen wir durch (l): 

r sin* FA^ sin* AA^ 
V "" sin* PC^ ~ 55*^C7 ' 

d. h. '^^ = ---,-7-.-^ inr^ , weil sin* CC, + sin* ^^j = r\ ^') 

r — g sin* AA^ -.- sm* CC, ' * ' » • / 

Indem nun r und q „gegeben" sind, ist auch sin^-^-^g :- sin^CCg 
„gegeben". Daraus schlielsen wir, dalis miAA^ und sinCCg, ferner AA^ 
und C/Cj ,^egeben" sind; d. h. die Bogendifferenz AA^ -:- CC^^= BC^ -'- BA^ 
ist eme durd^ r und q gegebene Grdfse q. e. d. 

Nun geben aber III, 15^ und die gegebene Gleichung (1): 

sin.^^ sinP-4 • sin PC sin* PC, sin PC, 

smC, C,~ ~ siTPC, • sin PC^ ~ Sn PC^- sm PC^ ~ sinPCj ' 

und da PC^^ PC^^ so wird A^A^'> CiC^'^ analog wird bewiesen, daft 
A^A^ < C^Cj, und es folgt also: 

BC^--BA^> BC^ . BA^ 
und 

B Ca ---r- BA^ > BC^ : BA^ , 

d. h. ^BC^-'-BA^ ist Hn Maximum, da PC^A^ und PC^A^ ganz will- 
k&'lich gezogen sind q. e. d. 

Auch dieses Theorem kann als ein astronomisches aufgefafst werdcn 
und giebt dann an, zu welcher Zeit die DifPercnz zwischcn Sonnenlange und 
Sonnenrektascension am grofsten ist. Man fallt aber kaum auf diese Grenz- 
bestimmung, ohne zuvor die Bektascensionen berechnet zu haben. Hat man 
aber einmal eine Tafel wie die Rektascensionstafel in der SyrUaxis berechnet, 
so liegt die Erfindung dieses Satzes ganz nahe. 

Bemerkenswert bei diesem Beweise ist femer, dafs wir hier eine tri- 
gonometrische Bestimmung finden, deren Berechnung nicht durchgefOhrt wird, 
indem nur die Mdglichkeit einer solchen angegeben wird durch die Be- 
merkung, dafs die betrefPende Gr^fse „gegeben'^ ist. 

Es erinnert uns dies an die trigonometrischeBestimmungsweise in Ptole- 
maios' -InoZemwia.*^) Da die Angaben hier im Menelaos deutlicher sind, 



206) Die Gleichung ^^ = ^J^(J_8j;__|y) ^4) lilfst namlich, wie leicht 

geometrisch zu zeigen ist, nur die MQglichkeiten x =^ y oder x = 90'* : y zu; 
X = t/ (d. h. AA^ = CC^) ist aber in diesem Falle umnOglich. Im Folgenden 
(ygl. Note 212) findet sich als Voraussetzung aus der Trigonometrie der Ebene eine 
Yerallgemeinerung dieses Satzes. 

207) Es ist dies die Grundformel 2 (siehe Seite 82) : sin *x + sin *(90'» -^- x) = 1 . 

208) Vgl. oben Seite 83. 
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besUtigen sie indessen die Richtigkeit von Zeuthens Anffassong der Ana- 
lemmakonstmktionen. 

Eine weitere Best&tigang davon, dais das Wort dedoiUvov (datum), 
dessen Bedeutimg nrsprftnglich zim&chst ^^cnstruierhat" war, spater die Be- 
dentung ^umerisch beredienbat", ja sogar wie hier ,/jLnnaherungsweise he- 
rechenhar*' erhielt, finden wir in Marinos' Kommentar zu Euklids Data 
(ed. Menge p. 234). Bei einer Erdrtenmg der yerschiedenen Bedeutungen 
des Wortes dedoiUvav sagt Marines n&mlich: ,, . . . oi 8i fvco^ifiov, &g 
Jt68(OQOg' oCxfo yicff ticg iatxivag xod xicg yiovlag itiic^ca Hyu xal 
Tfav TO elg yvS>6tv xiva ik&iv^ xci il ^lii ^vjfthv itvi. Ivioi 8i ^rpcbv avzb 
ilvca iauf^vavxo^ &CitiQ ioxsl i UxoXtHLulog^ deSo^iva Ixilva 7tQ0<S- 
ayoQivav^ &v xb (lixgov icxl yvagifiov i]xoi iCQbg axQlfieiav Jj to 
avvsyyvg.^ 

Die Zeit des hier erwUhnten Diodoros kennen wir nicht; wir wissen 
nur, dafs er wie Ptolemaios ein Anakmma verfafste.'^) Die Bedeutimg 
des Wortes itSo^vov^ an die Marinos hier erinnert, scheint also dorchaus 
mit den Analemmakonstroktionen in Verbindnng zn stehen 

MenelaOS HI^ 15^--^ bildet den Schlofs des dritten Baches. £s vdrd 
hier das genauer erOrtert, was Theodosios nur teilweise bewiesen hat, 

nUmlich dafs das Verhaltnis ^ r*n V^S^ ^9 — 70) zwischen zwei be- 
stimmten Grenzen liegt, indem 

1) far A,A, > C,C\, ^ < ^-p < ;- 

2) fttr ^,^<CiC,, ' <4r^<^—^ 



(A) 



3) fttr 5Ci = 90° d. h. C^ f&llt in C, | 

4) fflr BCi -:- 90» = 90» -. £C,, d. h. - < ^^ < - 
G in der Mitte von C^C^^ J 

5) flir^Ci -^ 90® ^ 90® -: BC^, d. h. C ^ ^ . 
zwischen C^ und Cj, nur nicht in der ,." '^ 'c~C ^ p 
Mitte, 

Von Interesse ist lediglich der Beweis, dalis — x^*->^- > , wenn 

Beweis: Man zieht (Pigur 70) die grSfsten Kreisbogen PC^A^ und 
PC^A^j so dafs C^ zwischen C, und C^ fallt, und so^^®), dafs 

209) Vgl. Pappos, ed. Hultsch IE, Praefatio, p. IX— XI. 

210) Menelaos drflckt sich an dieser Stelle undeutlich ans, was dem Abu- 
Nasr-Mansur zu einer berechtigten Kritik Anlafs giebt. 
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2 



** • e = V = ^S • '•S = ^1 • *'4l (1) 

d. h. smP^ • sinP(7= sin^PC, = sinPC, - sinPCg = sinPCi • sinPC^. 

Dann wird ^ A^A^ = (^i^a, '"^d ^ ^a-^s = ^8^5 ^©^^ Folge von 

(l) nnd in, 15*, wonach 

8in_^, ^^ _ r  9 ^^^ ain A ^A^ ^ r  g l 

sin C, a r, • r J ' 



n • U 



and 



'8^6 



sin Cj C4 

,,^tin trird", sagt Menelaos'**): Jnfdge des einsMdffigen Beweises in 
gcraden lAmen** entweder ^C^C^ p 
== A^Af^ Oder ^O^Cj^ == A^A^^ da 
aber ^ CjC^ > -^8-4^, so mufs 
'^CjC^ = -Ij-^g sein, nnd daraus 
folgt, dafs 

^C75C, = ^^i 



and 






SchlieDslich bekommen wir 
AiA^ uC^C^ ^fg p 



[vgl. (A)i)], d. h. 




y^j4«. > ?. 



CrC, 



q. e. d. 



Figur 70. 



Wie der in diesem Beweis angewandte plantrigonometrische Satz formu- 
liert war, ist nicht unmittelbar einlenchtend. Dafs jedoch die SchloTsreihe 
richtig ist, eicgiebt sich aas folgender Betrachtang. Wir haben: 

sin Cj C4 

(m,15>); 



sin A^A^ 
sin AiA^ 



r- Q 

r Q 



sin C, C5 

.J sin CL C. sin A^A^^ , _ - 

so wird —. — f—*- = -. — >r>,-, oder wie Mene- 
sin A^ A^ sin C^ C^ ' 

^*^' '*^- crd.2XA ^ ~^dT2^ (= '*)5 aofserdem wissen wir, dafs 



da aber - — - 



n n 



211) Bei Gerhard lauiet diese Stelle so: „Et propterea quod hec forma est 
siaU ipsa est, declaratur in lineis rectis, quod arcus Is (C^C^) est equalis uno 
duarum arcuum gm, hh (-4,-46, A^A^). Verum ipse est maior arcu nh {A^A^)y 
ergo argue el (C, CJ est equalis arcui gm (A^ A^) . . . ." 
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2^3C4 + 2CiC5 = 2A^A^ + 2^i^5 (= ifc®), und es lafst sich nun gra- 
phiseh*^*) nachweisen, dais entweder 

^C^C^ = A^A^ 



oder 



"-^C^C^ ist aber grSfser als A^A^\ denn: 

'ain A^A^ r - q 

sin C; C ~ r, . r^ 



(in,150; 



hier ist aber '^ • ^ = *'i • ^4 < Tj • r^ [Vgl. (l)], denn ^i < Tj, also ^ O5C4 
>-43-44**'), womit die Schlulsreihe in Menelaos' Beweis hergestellt ist. 

212) Dafs der Beweis graphisch war, sagt Menelaos selbst (siehe Note 211: 
„in lineis rectis"). Ein solcher Beweis kann auf vielfache Art gefOhrt werden. 

Es handelt sich ja darum, auf 
der Basis {MN) eines gegebencn 
Abschnittes (von k^) zwei in 
demselben eingeschriebene Drei- 
ecke zn zeichnen, so dafs deren 
Schenkel proportional sind (Fi- 
gur 71) im Verhaltnisse fir. Der 
Ort der Dreiecksscheitel wird zwei 
gleiche Kreise (JPR und P' R") 
[vgl. Apollonios, ed. Heiberg 
n, p. 181 ff., und oben Seite 104 
und Note 174] ; die Scheitel mfissen 
also in oder 0' liegen, d. h. 
die Dreiecke werden kongruent 
q. e. d. Dieser Beweis gleicht 

• 

dem unsrigen, namlich dafs 




y) 



sin y 



Figur 71. 



.,far90«>c^ , 



sin (c 

sin (c 
nur von x =^ y oder x -\- y =^ c 
erfullt wird. Fiir c = 180^ wurde der Satz schon oben vorausgesetzt; vgl. Note 206. 
— Dafs ilhnliche Siltze wie der hier referierte in der vorptolemaiischen Trigono- 
mctrie Ofters vorkommen, zeigt der LJmstand, dafs in Men el. Ill, 7 der Satz: „Wenn 

crd. 2(^• : x) crd. 2(fc : y) . , u u • j • i?-x-t 1 

^-  = ^, 80 wird X = y , ohne irgend erne Erorterung als 

crQ . £x crQ . £y 

bekannt vorausgesetzt wird. 

213) Dafs Menelaos ohne irgend eine Erklarung voraussetzt, dafs u C^C^ 

> ^8 -^4 , kommt wohl daher , dafs diese Thatsache aus den Rektascensions- 

tafeln allgemein bekannt war. In HI, 15* hat er ja schon den Punkt der 

Ekliptik (C,: Figur 69—70) bestimmt, von wo aus die Langendifferenzen gegen 

die Wenden hin anfangen kleiner als die zugeordneten Rektascensionsdifferenzen 

zu werden. 
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Wir haben die SStze Ht, 15*~* bo genau erOrtert, nicht nur, well wir 
in deren Beweisea Voraussetzongen ans der Trigonometrie derEbene und, wena 
wir tins nicht irren, ^berreste der filtesten spbSriachen Trigonometrie ge- 
funden baben, sondern auch, weil Manrolycus die Beweise des Menelaos 
weiter entwickelt nnd zur Berecbnong angewandt bat. 

Wie MenelaoB setzt Maurolycns'"): 
sin90<*MEPC=Mn»PCj = 8inPC, sin PCs [Yenel. III,15»-*J, 
folgert darans " BC^ + BA^ = 90" [Menel. Ill, 15"], femer dafs ^ BC, 
-:- BAj ein Maximnm ist [Uenel. Ill, 15^], endlich dais 

^ Ba = AA. 1 

^B^^ac, 1 [«""■ "M5'J, 

nnd nun giebt er mit Hlilfe von Menelaos III, 2 Berechnnnggbeispiele fQr 
alle FKlle dea rechtwinkligcn sphSrischen. Dreiecks, das je nach Bcdarf mit 
einem der Dreiecke -BJ,Ci, BA^Gf oder BA^C^ identifiiieri. wird.*"^) 

1st z. B. BCj nnd SA^ gegeben, so findet Maorolycns Cj-4, darcb 
Anwendong von m, 2 anf die Drei- 
ecke P(7C\ nnd PAAi, was ergiebt: 

 in PC, Bin C,C 

Bin PA^ °^ sin J, J ' 

formel III), wo BC^ und BAi ge- 
geben sind. 

Ganz nea ist wahrscbeinlicb 
der Beweis des Manrolycas, dafs 

sin BCiJ., = Bin J^, 

sin BC,A^ = sin PC, 
nnd ^^ ^ figur 7* 

sin BC^A^ = sin PCi . 
Der Beweis kann durch Menelaos III, 2 gefuhrt werden, denn zieben 
wir (Flgnr 72) mit C, als Pol den grdfsten Ereis DE, so bekommen wir: 

2U) Vgl Bnlletino Boncompagni » (1876), p- Tiff. 

216) Vgl. V, Braunmfthl, Gesch. d. Trig. 1, p. 162—168. Dafa v. Braon- 
mflbl dem Hanrolycue diese Konstruktion Euschreibt, kommt daher, dafe Ictz- 
terec die SMze ID, 16>— * ana seiner MenelaoitauBgabe auHj^eBchlosNen faat, um sie 
in einer verbesseiten Geatalt in seine eigene Spharik aufzunebmen; vgl. Seite 20 
— 21 oben. 
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m DE gJB BA^ gin PC sin PC^ 

fin 90* sin BC^ sin PCi ainSO* » 
i h. ,^ 

sin PC^ = sin DE = sin BC^A^ q. e. d. 

Doreh diese Nenenuig ist es Manrolycns gelongeii, Beredmangen 
za eiiedigen, za welchen wir die zwei Gnmdformeln Y und YI (ygL Seite 82) 
gi^braochen, die wir nicht eininal implidte in Menelaos' nnd Ptolemaios* 
Werken gefdnden haben. 

Manrolycns' Anwendung von Menelaos III, 2 nnd 15 zeigt nns 
dnrchaos, dais diese Satze anch von Menelaos zn Berechnnngen yerwendet 
werden konnten, statt allein znm Beweis von Ungleichheiten von Bogen- 
veriiiltnissen. Ob Menelaos sie thatsachlich ahnlich wie Manrolycns 
verwandi bat, das mnis lediglicb Yermntnng bleiben, so lange die Belege 
fehlen« 

c. Die Erfindang dor Trigonometrie. 

Um ein Totalbild von der altesten Gescbichte der Trigonomehie zu 
gewinnen, wollen wir znm Schlnis die zerstrenten Elemente ans den vor- 
bergehenden Untersuchnngen sammeln. 

Zuerst kdnnen wir es als ansgemacht betrachten, dafs sowobl die ebene 
als die spbirische Trigonometrie scbon zur Zeit des Menelaos eine so 
hobe Entwickelungsstufe erreicht hatte, dads Ptolemaios kaum etwas Nenes 
bat binzufdgen k5nnen. 

Es leucbtet ein, dafs Ptolemaios ans den ^Iteren trigonometriscben 
Werken in seiner Syntaxis nor dem ftlr seine Zwecke durcbans N5tigen Platz 
gegeben und sogar wicbtige Sfttze wie Menelaos m, 2 nnd 15^ ausge- 
scblossen bat, um seine matbematiscben Htilfsmittel so einfacb nnd leicbt 
fafsbar wie mdglicb zn machen.^^^) Selbst wenn dadurcb seine Berecb- 
nnngen scbwerfaUiger werden, so l&fst sicb dieses Yerfabren scbon ver- 
teidigen. Eine Folge dieser Yereinfachung ist indessen, dafs wir von der 
^Itesten Trigonometrie ein verscbleiertes, ja teilweise sogar verzerrtes Bild 
bekommen baben. 

Aus den Kenntnissen, die Menelaos ans der Trigonometrie der Ebene 
voraussetzt, scbliefsen wir mit Sicberheit, dafs die betreffenden Werke, welcben 

216) Dafs Ptolemaios das ihm zur Yerfiigung stehende Material mOglicbst 
abkiirzte, sagt er selbst in den Einleitungen zur Sehnentafelberecbnung nnd zn 
den a(paiQixocl dslieig. Da heifst es nEmlicb {Syntaxis 1, cap. 10, ed. He i berg I, p. 31): 
^^nQOTtQOv dl dti^oiL&v, ntbs cev uig ^vi ^laXtara di dXlyoiv xal x&v ain&v ^so^fUK- 
T(ov tiffied'odivtov xal taxilccv riiv i7iiPoXr}v tr}v ngbg rag nriXi}i6TrjTag airc&v nowl- 

fif'O'a, *^ und Syntaxis I, cap. 13, ed. Heiberg I, p. 68: ,^7tQosx97ia6iLS^a XrnLiucTia 

figax^a xal f^;up7j<TTa, di <av tag TcXBicrag 6xf^bv dei^sig x&v 6(paiQixSig d'Bmgov- 
li,iv(ov^ (lag ivi ndXtata, anXovategov xal lud'odtxmtSQOv TtotT^tfOfif^a/* 
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er seine Voraussetzungen entnahm, viel mehr enthielten als die einzelnen 
Theoreme, die Ptolemaios zur Erklaning seiner Sehnentafelberechnung 
gerade herausgreift. 

Nur zwei von Menelaos' Voraussetzungen (sin a "= sin (180^ : a) und 
sin^a + cos^a = r*) treflfen wir in der Syntaxis, und zwar in dem Kapitel 
yfJKQl trig ntiJunitritog t&v iv x^ xwdct) ev^ei&v''; was diese Voraussetzungen 
betri£ft, so nennt Menelaos keine Quelle. Von einer der Voraussetzungen, 
die sich in der Syntaxis nicht finden, sagt Menelaos, dafs sie „in rectis 
lineis" bewiesen wird (vgl. Note 211 — 212), von anderen, daJDs er sie einem 
seiner eigenen Werke entnommen hat (vgl. Seite 106 — 107 und 110 ff). 

Nun legt Theon dem Menelaos ein Werk von 6, dem Hipparch 
ein Werk von 12 BtLchem j^tcsqI rc5v iv %vxk^ bv^s^&v^' bei. Es dfirfte 
sich daraus ergeben, dafs die nlUnlichen Werke des Menelaos und Hip- 
parch Lehrbtlcher der Trigonometrie der Ebene waren, denen Menelaos 
dann seine genannten Voraussetzungen entnommen. Diejenigen dieser Vor- 
aussetzungen, von denen Menelaos nicht ausdrticklich sagt, dafs er sie 
seinem eigenen Werke entnimmt, diirften schon bei Hipparch vorkommen, 
die anderen dagegen nicht Jedenfalls verbreiten die in Menelaos' SpMnk vor- 
ausgesetzten Satze einiges Licht tlber den Inhalt der beiden verlorenen Werke. 

Femer, da Menelaos gewisse, offenbar nur tiigonometrisch, d. h. an- 
nilhenmgsweise durch Berechnung bestinmibare Grdfsen als ,ygegebenef* {dtdo- 
fiiva) bezeichnet (vgl. Seite 119), und da dieselbe Bezeichnung auf genau 
dieselbe Weise in Ptolemaios' Analemma benutzt wird (vgl. Seite 83), und 
da endlich Marines dem Ptolemaios eine dem entsprechende Definition vom 
Wort itioyAvw zuschreibt (vgl. Seite 120), so schlielse ich, dafs Menelaos 
trigonometrische Tafeln besafs, d. h., dafs in seinem Werke ,,7re^l x&v iv 
%v9tXto ii^SMlfv^ ein ^^nutvoviov tc5v iv xvxX^ bv^bUov*'' stand (so lautet 
n&mlich die t^berschrift der Sehnentafel im Ptolemaios). 

Es ist nun nicht zuviel gewagt, anzunehmen, dafs in Hipparchs Werk 
mit demselben Titel, das von Theon auf analoge Weise erwahnt wird, auch 
eine trigonometrische Tafel stand; denn wie man schon langst hervorgehoben 
hat, lassen sich die Beispiele und Bestimmimgen in Hipparchs Kommentar 
zu Aratos' Fhainomena kaum anders erklaren als Ergebnisse trigonometrischer 
Berechnungen (vgl. Seite 84 ff.). Hinzu kommt femer, dafs Pappos dem 
Hipparch eine numerische L(5sung ganz &hnlicher Probleme zuschreibt (vgl. 
Seite 70), und dafs wir nachweisen kdnnen, dafs die zu dieser Ldsung not- 
wendigen sphftrisch-trigonometrischen S&tze schon ror Menelaos existierten. 

Oberblicken wir doch unsere Besultate in Bezug auf die spharische 
Trigonometrie genauer. 

Aus Menelaos' Spharik konnten wir konstatieren, dafs der Doppel- 



126 Sechstes Kapitel. 

verhSltnissatz (der Satz von der Erhaltung des anharmonischen Sinusver- 
haltnisses darch Projektion) auf der Kugel von Menelaos als allgemein be- 
kannt vorausgesetzt wurde. Wir haben nachgewiesen, dafs dieser Satz eine 
direkte Folge vom sogenannten Satz des Menelaos war, oder aber auf ganz 
Hhnliche Weise wie dieser aus der Ebene auf die Kugel fibertragbar war. 
Wir sahen endlicb, dafs Menelaos' Satz anders formuliert war als die 
anderen Satze der SpMrik, und zwar zunachst wie ein zu einem astro- 
nomischen Werk geh5render Hiilfssatz, femer, daCs Menelaos die aus der 
ebenen Greometrie und Trigonometrie zum Beweise dieses Satzes notwendigen 
Hulfss&tze als allgemein bekannt voraussetzt. Diese HtOfss&tze kntlpft Ptole- 
maios in seiner Syntaxis an die atpatQiTial SeC^eig und nicbt an die Sehnen- 
tafelberechnung an. 

Die einzige natiirliche Erklarung dieser Thatsachen ist die, dafs der Satz 
des Menelaos sowie der Doppelverhaltnissatz, beide auf die Kugel tlbertragen, 
in einem alteren astronomiscben Werk standen. Es gewinnt somit die An- 
nahme an Wahrscbeinlicbkeit, dafs sie dem Hipparcb bekannt gewesen sind. 

Nun wissen wir, dafs die numeriscben Beispiele in Hipparchs JETom- 
Tnentar sicb auf die Auf- und Unterg&nge der Tierkreisbilder bezieben, 
femer, dafs eine genauere Auseinandersetzung dieses Problems, sowie des 
der Auf- und Niedergange der Tierkreiszeicben (mit denen die Bilder ver- 
glicben werden) sicb in seinem Werke ^^negl avvavarol&i^ etc. rc&v icnXav&v*'*' 
fand. Pappos schreibt ibm die numeriscfie L5sung des Obliquascensions- 
problems (Aufgang der Tierzeicben) zu. Hipparcbs Angabe, dafs er seine 
Losung due r&v yqa^^LOiv erledigt, kann sicb, wie wir saben, auf die cq>ai- 
qinal dsl^eig bezieben, und dem entsprechend werden slUntlicbe diese Probleme 
im Ptolemaios mit Hiilfe der atpaiQLxal del^sig (d. b. der Anwendungen von 
Menelaos' Satz) und der Sebnentafel geldst. Femer saben wir, daDs 
Ptolemaios bei der Losung des einen dieser Probleme (die Berecbnong 
einer Obliquascensionstafel) zwei Metboden giebt, deren eine durch Bei- 
spiele erlautert wird, die mit der Tafel nicbt iibereinstinunen, w&brend die 
Beispiele der anderen in voller Ubereinstimmung mit der Tafel sind. Endlich 
baben wir in Menelaos m, 15 (vgl. Seite 115, 119 und Note 213) Satze 
gefunden, deren Aufstellung sicb einerseits erst durcb die Kenntnis einer 
Rektascensionstafel uattlrlicb erkl&ren l^st, und die andererseits der Be- 
recbnung einer solcben Tafel dienlicb sind. 

Alle Anzeicben laufen also dabin zusammen, dafs Hipparcb die sur 
Berecbnung notwendigen spbariscb-trigonometriscben Satze besafs, dafs er 
eine trigonometrische Losung des Rektascensions- und des Obliquascensions- 
problems gegeben bat, und dafs sein Hulfsmittel dazu eine trigonometrische 
Tafel war. Es ergiebt sicb somit, dafs Hipparcbs trigonometriscbe Kennt- 
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nisse keineswegs hinter denen des Ptolemaios, wie sie in der SynUiocis dar- 
gelegt sind, zoriickstehen, und dais die Trigonomctrie bei Menelaos schon 
bedeutend waiter fortgeschritten war. 

Bis zn diesem Punkt sind unsere SchluTsfolgerungen sicher und be- 
statigen durchaus die Ansichten von Delambre und Tannery. Was die 
noch tUbrig bleibenden Fragen betrifft, so sind wir auf Vermutungen an- 
gewiesen. 

Was wir gem wissen m5chten, ist dies: 

1. Welche trigonometrischen Methoden besafsen die Griechen Uberhaupt? 

2. In welcher cbronologischen Beihenfolge wurden diese Methoden ent- 
wickelt, und wie wiu^en sie erfimden? 

•3. Wem geh5ren die Erfindungen dieser Methoden, oder, wenn dies nicht 
zu ermitteln ist, in welche Zeit fallen sie ungef&hr ? 
Wir kOnnen deutlich vier von einander mehr oder weniger abh&ngige 
Richtungen unterscheiden, die alle auf die ann&herungsweise Berechnung 
abzielen^ Wir kdnnen auch nachweisen, dafs jede dieser vier Gruppen von 
Werken vertreten ist, die, insofem sie zu derselben Gruppe gehdren, alle 
denselben Titel flElhren, nanilich: 

1. Die Trigonomdrie der Ehene mit den Sehnentafdn: ^^tuqI x&v iv 9iv%X^ 

Hipparch (12 Btlcher). — Menelaos (6 Biicher). — Ptolemaios' 
Syntaxis I, cap. 10—11. — Theons Kommentur (Baselerausgabe p. 39—55). 

2. Die sphcirisch-trigonometrisdien UiUfss&tze: ^^at CfpatQixal dsl^sig'^ 

Hipparch. — Menelaos' Sphdrik III. — Ptolemaios' Syntaxis 
I, cap. 13. — Theons Kommentar (Baselerausgabe p. 61 — 70). 

3. Die Sannenuhrhmstruktionen: y^mql avaXiqfifiaTog^*'. 

Ptolemaios. — Diodoros. 

4. Die FUmispMren: 

Hipparch (?). — Ptolemaios. 

Welche yon diesen Methoden ist aber die alteste? 

Schon im Yoraus kdnnen wir annehmen^ dafs die Trigonometric der Ebene 
nicht die &lteste gewesen ist, d. h., dafs die Sehnentafeln verhaltnismafsig 
spftt berechnet worden sind. Denn so wie die Griechen nun einmal ver- 
anlag^ waren, k5nnen wir uns kaum denken, dafs solche Tafeln an sich 
das Ziel gewesen sein kdnnten. Sie bildeten fiir die Griechen vielmehr 
lediglich ein Mittel — ein notwendiges Cbel mochten wir fast sagen — , 
das zu entwickeln man sich nur in Riicksicht auf praktisch astronomische 
Zwecke veranlaist sah. Die Probleme aber, durch die man zur Tafelberech- 
nung angeregt wurde, miissen wir zunilchst in der spharischen Astronomic 
suchen; denn in der Ebene wufste man sich schon zu helfen, wie Archi- 
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medes' Kreismessung und Aristarchs Werk bezeugen, w&hrend man auf 
der Kugel in der That, sobald es sich um Berechnungen handelte, ganz 
htilflos, und wie Hjpsikles (oder besser wie der IJrheber der in seinem 
AvatpOQiKog angewandten Methode) aof Postulate angewiesen war. 

Was die Sonnenuhrkonstruktionen betrifft, so sind wir mit y. Braun- 
mtihl geneigt, die dazu angewandte Methode als die Sllteste zu betrachten, 
aber nur als eine instrumentale, die dann spater durch den Gebrauch der 
indessen berechneten Sehnentafeln vervollst&ndigt vnirde. Die Griinde fiir 
diese Ansicht haben wir oben (Seite 85 — 86) entwickelt. 

Die Planispharen zielen wie die Analemmata zunachst auf die Be- 
stimmung der Zeit ab. Wie es Tannery hiibsch dargelegt*^^, ist die Ent- 
wickelung der planisph&rischen Methode ungefUhr dieselbe, die wir bei den 
Analemmata angenonmien haben. Es bestand zuerst eine rein instrumentale 
Methode zur Auffindung der Zeit wahrend der Nacht. Diese primitive 
Methode wurde dann spater mit einer konstruktiven (der stereographischen 
Projektion) in Verbindung gebracht, blieb aber dennoch immerhin eine in- 
strumentale. Zuletzt endlich wurden dann die Sehnentafeln zur AuflOsung 
der durch die Konstruktion hervorgebrachten ebenen Dreiecke angewandt, 
wodurch in der That eine Berechnung sphfirischer Probleme erreicht wurde. 
Dieser Schritt ist aber nach Tannery erst von Ptolemaios gethan. 

Wegen solcher Erw&gungen glauben wir, dafs es die Erfindung der 
aq>ai^Mal dsC^stg war, die eine trigonometrische Tafelberechnung notwendig 
machte, und dafs die in Bezug auf die zu der sphftrischen Astronomie (den 
(patvofuva) gehdrenden Figuren vorgenommenenVergleichungen zwischen Bogen- 
grdfsen und Geraden als die ftltesten primitiven trigonometrischen Erscheinungen 
zu betrachten sind. 

Zur Sttitze dieser Annahme k3nnen wir auch mehrere recht triftige 
GrUnde anfiihren: 

Die uralte spharische Astronomie, so wie wir sie durch die q>aiv6fieva 
dcs Eudoxos, Aratos und Euklid kennen gelemt, konnte auf die Dauer 
die Bedfirfhisse der praktischen Anwendungen nicht befriedigen, aber noch 
mehr, es gab schon in der voreuJclidischen Sphdrik, d. h. auch in den ^Itesten 
q)aiv6fuva ein Problem, das Obliquascensionsproblem , dessen L5sung selbst 
nach den damaligen primitiven Fordeningen nicht geometrisch zu bew&ltigen 
war. Dazu war dieses Problem wegen seiner Anwendungen in der Nautik, 
Astronomie u. s. w. flir die Griechen von einer solchen Wichtigkeit, dafs 
man sich eifrig bemfihte, eine Ldsung zu finden (das bestfttigt Pappos' 
Bericht, vgl. Seite 70, und Hypsikles' ccvatpoqiKogj vgL Seite 72 und 76). 



217) Tannery, Vcistr. anc. p. 60—66. 
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Anfieuigs hat man nattLrlich nicht an eine nomerische annlUienmgsweise 
LSsiing gedacht, sondem an eine ezakte geometrische. Das Problem war 
aber, wie oben dargelegt (vgl. Seite 78), nicht in der gewiinschten Weise 
15sbar. Man wnrde einfach gezwungen, neue Bahnen einzuschlagen , und 
fing dann an, die Bogenverh&ltnisse (zwischen ekliptischen Lftngen auf der 
einen, Bektascensionen und Obliqnascensionen auf der anderen Seite) mit 
denen gerader Linien zu vergleichen, und zwar benutzte man dazu das 
Zun&chstliegende, nftmlich den Eugel- und die Parallelkreisdurchmesser. 

Die GrrtLnde, die uns zu der Annahme gefuhrt haben, dafs die Ent- 
wickelung gerade diese gewesen ist, sind erstens die Satze III, 11 — 12 im 
Theodosios (vgl. Seite 79 — 80), zweitens, dafs die Kenntnis des ersten 
dieser S&tze wahrscheinlich von Menelaos, aber jedenfalls von den Arabem 
dem Apollonios zugeschrieben wird (vgl. Seite 117), scbliefslich, dafs wir 
aus den letzten Sfttzen (m, 15*~^) in Menelaos' SpMrik schliefsen diirfen, 
dafs die Parallelkreisdurchmesser auch von seinen Vorgangem als primitive 
trigonometrische Funktion verwendet wurden. 

Da es sich nun zeigte, dafs die Herstellung von Ungleichheiten zwischen 
Bogen- und Durchmesserverh&ltnissen nicht weiter ftihrte, so begann man 
bei der anschaulichen Betrachtung der sph&rischen Fignren, die sich durch 
die Probleme selbst darboten, dieselben mit einem Netz von Durchmessern 
tind Sehnen zu durchziehen; denn 
mit den Durchmessern allein kam 
man nattLrlich nicht vorw&rts. 

Die sphSrische Figur, die sich 
in Theodosios m, 11 darbot, 
war das sph&rische Viereck, die 
Figur von Menelaos' Satz (Meri- 
dian - Aquator - Ekliptik - Deklina- 
tionskreis), und nun war der Weg 
zum Beweis von Menelaos' Satz, 
wenn die analoge Figur und der 
analoge Satz in der Ebene schon 

aus den Parismen bekannt waren, nicht weit. Figur 73, die Figur von 
Theodosios DI, 11, und 74, die Figur von Menelaos' Satz (zum Ver- 
gleich mit Figur 73 spezialisiert) zeigen in der That, wie leicht der tJber- 
gang von ersterer zu letzterer gewesen sein mufs. 

Es ist jedoch immerhin eine Frage, ob man direkt von Theodosios 
III, 11 zum Satze des Menelaos gelangt ist. Sowohl v. Braunmiihl^*®) 




Figur 73. 



218) Vgl. V. Braunmuhl, Gesch. d. Trig, I, p. 16. 

Ablus.Q«Mh.d.m»th.WiMeiitch. XIV 
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als namentlich Zeuthen^^^) tr&gt Bedenken, zu glauben, dafs alle Falle 
der Auflosung spharischer Dreiecke durch Spezialisiemng eines allgemeinen 

Theorems erledigt worden sind (wie es in der 
Syntaxis mit Menelaos' Satz der Fall ist), ohne 
dafs erst die fiir jeden Einzelfall ndtigen Sutze 
entwickelt waren. Zeuthen^**) ist deswegen der 
Ansicht, dafs wenigstens ein Teil der in der /S^- 
taxis behandelten Probleme der spharischen Astro- 
nomie anf eine mehr direkte Weise geldst worden 
ist, ehe alle die L5sungen auf die Anwendung von 
Menelaos' Satz zuruckgefOlirt wnrden. 

Obwohl man zugeben mufs, dafs Zeuthens 
ErwUgungen schwer wiegen, so kann ich es docb 
nicht fiir durchaus undenkbar halten, dafs man in 
diesem Fall, wo es sich um eine tlbertragung eines 
schon lange wohlbekannten Satzes aus der Ebene 
handelt, gleich auf eben diesen Satz, der sich als 
der ergiebigste erwies, gekommen ist. 

Wir kdnnen uns aber auch yorstellen, dafs 
man mit der Figur in Theodosios HI, 11 
(Figor 73) als Ansgangspunkt zuei'st anf mehr spe- 
zielle Methoden znr Losung der einfachsten Problems, 
d. h. zonachst des Bektascensions- und Deklinationsproblems, gekommen ist. 

219) Vgl. Zeuthen, Bibl. math. 1900, p. 20. 

220) Zen then sagt (1. c. p. 20—21): „8elon mot un tel commencement serait 
mime inoui dans Vhistoire des mathematiques , oHl Von connaU ordinairement les 
solutions particulieres des pritwipales questions resolues plus tard par une methode 
generate avant de construire cette m^ihode. H est done a supposer qu'on ait resolu 
d*une mani^re plus directe les questions de trigonomitrie spherique dont s^occupe 
PtolSmee, ou du moins une partie de ces questions, avant d*en r^duire toutes les 
solutions a V application du Morime de Menelaos." — Wenn Zeuthen nun im 
Folgenden vermutet, dafs Menelaos derjenige ist, der alle F3,lle der Aufldsung 
sphilrischer Dreiecke auf die Anwendung von Menelaos' Satz zuruckfuhrte , so 
widerlegt unsere Untersuchung von Menelaos* drittem Buch diese Vermutung. 
Die ganze von Zeuthen angenommene Entwickelung liegt jedenfalls vor Mene- 
laos, wahrscheinlich vor Hipparch. Menelaos baut allerdings seine sph^jisch- 
trigonometrischen S9,tze fast ausschliefslich auf dem Satz des Menelaos auf; bei 
den Berechnungen aber mussen wir zunS^hst annehmen, dafs er den entgegen- 
gesetzten Weg einschlug, und die von ihm selbst erfundenen S^tze statt des Satzes 
des Menelaos anwandte, sobald dieselben ihm die Berechnung erleichtem konnten 
(vgl. die Seiten 93, 115 — 116 imd Note 205*). Die allgemeine Zurdckfuhrung zum 
Satze des Menelaos ist dann entweder vor Menelaos erledigt und von Ptole- 
m a i s nachgeahmt, oder erst von Ptolemaios untemommen . 
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tTberresto solcber Methoden haben wir allerdings nicht in der SpMrik 
des Menelaos gefiinden, die ganz auf dem Satz des Menelaos gebaut ist, 
nnd die Erleichtemngeii in dea Berech- 
Dimgen, die wir dem Menelaos zuza- 
schreibengeneigtwaran (Tgl.dieSeiten93, 
115—116 nnd Noie 205'), gehCren ohne 
Zweifel ibm Belbst nnd bemhen alle anf 
der Kenntnig dea Satzes des Menelaos. 
Auch nicht die anderen kugelgeometri- 
Bchen S&tse, der«n Eenntnis wir bei den 
Griechen vor Menelaos voraussetzten, 
kommen hier in Frage, erat^ns weil Hie 
nicht zor Berechnung geeignet sind, 
zweitens weil sie die Obertragang tob 
Menelaos' Sati voraussetzen. 

Dagegen kann man, von der Figur 
in Theodoaios m, 11 (Figur 73) ans- 
gehend, ohne riel za dieser hinzuzu- 
Mgen , auf  sehr einfache Weise znm 
Beweis von zwei Spezialftllen dea all- 
gemeinen Satzes III, 15* im Mene- 
laos gel&ngen, und mit Eiilfe dieser 
Spezialfftlle laasen sich mehrere der Pro- 
bleme in der Syntaxis lOsen. 

Projizieren wir nSmlich in Theo- 
doaios' Rgur (73) die Ponkte j1, and (7, 
aenkrecbt auf die Ebene OAP, so bekom- 
men wir die Pnnkte A' und C Die Qe- 
isden A^Gi and A' C' treffen sich dann 
in einem Fankte Q auf der VerUogerung 
von OP, und wir bekommen (Figur 75): 
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(1) und (2) bilden offenbar zwei SpezialfHUe von Menelaos JII, 15^ 
(vgl. Seite 114 — 115), welcher Satz sagt: 

sin A^J^ r • Q 

sin Cj Cj »"i • »"s 

Implicite stehen die Gleichungen (l) and (2) in Menelaos' Sphdrik, 
wo sie gefunden worden sind (Fig. 75) durch Anwendung von III, 2 bezw. 
auf die Dreiecke FCC^ und FAA^ und auf BC^A^ und P(7iC.*") 

Wenn die Deklinationen der Ekliptikpunkte bestimmt sind, giebt (l) 
die Rektascensionen derselben. Fiir den Punkt C^ der Ekliptik {BC) mit 
der Lange BC^ (= A) und der Deklination C^A^ (= ^) gi©^t (l) nttmlich 
zur Bestimmung der Rektascensionen BA^ («=> a): 

SH = a^r* ' (Grundformel IH) 

welche Gleichung ebenso brauchbar ist wie die von Ptolemaios benutzte***): 

sin (90^.) _ sin(90o^) ^ (arondformel U) 
am s am d sin 90** ' ^ ^ 

WO i die Neigung der Ekliptik ist. 

(2) giebt T = -: — r und ist also weniger brauchbar. 

COB O olU A 

Um durch Figur 75 die Deklinationen zu bekommen, milssen wir die 
Punkte C und C' senkrecht auf AG projizieren; dadurch erhalten wir die 
Punkte X und Y, und die ahnlichen Dreiecke OCX und OC'Y geben dann: 





C'Y 
CX 


CO 
CO ' 


^crd. 
icrd. 


2C,A, 
2CA 


i crd. Ci B 

r 


sin C, A^ 


sin Ci B 



d. h. 

also : 

sin CA ^ r (^) 

In diesem Falle giebt (3) zur Berechnung von 6: 

sin d sin X 
sin £ 1 

Es ist dies die Grundformel I fiir Dreieck AC^A^'^ dieselbe findet sich 



221) (1) finden wir in IH, 16* (vgl. Gleichung (2) Seite 118), (2) in IH, 16» 
(vgl. Gleichung (2) Seite 115). — (1) kommt der Grundformel III: cos a = cos c 
cos 6 (vgl. Seite 82) gleich und zwar ftir Dreieck BA^ C^ (vgl. Note 206 •). — 

(2) kommt der Formel des Ibn-Junos: - ^ = —. — gleich (vel. Seite 118). 

cos 6 sin o ^ ° ^ 

222) Vgl. Ptolemaios, Syntaxis I, cap. 16, ed. Heiberg I, p. 82—83. 
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implicite im Menelaos III, 12 (vgl. Seite 108 und Note 185*), wo sie durch 

III, 2 bewiesen wird. Ptolemaios"') erhalt durch Menelaos' Satz: 

sin 90*^ sin 90^ sin X 
sin 6 sin d sin 90^ 

Diese Erdrtemng zeigt, wie man durch die an Theodosios m, 11 
sich eng anschliefsende Figur 75 eine Berechnung der Sonnendeklinationen 
und Sonnenrektascensionen und einer Deklinations- und Rektascensionstafel, 
wie die in der Syntctxis^ leicht erledigen kann. Die Obliquascensionen 
dagegen, deren Berechnung auf Grundformel U (vgl. Seite 73 und 82), 
d. h. tg (J = sin & • tg C, beruht, ergeben sich schwerlich durch Pigur 75. 

Methoden wie die hier in Bezug auf Figur 75 dargelegten k5nnen wir 
bei den Griechen vor Hipparch oder mSglicherweise noch bei Hipparoh 
selbst Yoraussetzen. Sie wtlrden mit den Ergebnissen unserer XJntersuchungen 
von Theodosios' und Menelaos' Sphdfica tibereinstimmen, denn sie 
schliefsen sich eng an die Figur im Theodosios an imd konoimen in einer 
allgemeinen Gestalt im Menelaos vor. Aufserdem bildet Figur 75 ein natiir- 
liches Zwischenglied zwischen 73 und 74, d. h. zwischen dem dem Apol- 
lonios zugeschriebenen Satz und dem Satz des Menelaos. 

Wirkliche Spuren solcher Zwischenglieder haben wir aber durchaus 
nicht gefimden; wir k(5nnen deswegen nur sagen: Wenn die Griechen nicht 
direkt auf Menelaos' Satz gekommen sind und denselben nicht gleich vom 
Anfang ab benutzt haben, so kSnnen wir uns wohl denken, dafs die vor der 
t^ertragung dieses Satzes angewandten Methoden der oben erwUhnten Art 
gewesen sind. 

Nut die Frage ist noch iibrig, wawn die verschiedenen Fortschritte in 
der Erfindung und Entwickelung der Ultesten Trigonometrie geschehen sind, 
and wem wir sie zuschreiben k5nnen. 

Mit Sicherheit Islfst sich nur eine obere und untere Grenze feststellen: 

Zur Zeit des Aristarch von Samos (c. 275 v. Chr.) existierte keine 
berechnende Trigonometrie, zur Zeit des Hipparch (c. 150 v. Chr.) waren 
aller Wahrsoheinlichkeit nach samtliche in Ptolemaios' Syniaxis gebrauchte 
Methoden yoUkommen entwickelt. 

Zur Zeit des Menelaos endlich erreichte die Trigonometrie sicherlich 
die hdchste Entwickelungsstufe, zu der sie sich ilberhaupt bei den Griechen 
emporschwang; denn aus unserer Untersuchung geht es deutlich hervor, 
dais Menelaos zuerst die Definition des spharischen Dreiecks aufstellte, 
und dafs die S&tze HI, 2 — 10 seiner Sph&rik^ die eben auf dieser Neuerung 
beruhen, von ihm selbst erfunden sind.^**) 

228) Vgl. Ptolemaios, Syniaxis I, cap. 14, ed. Heiberg I, p. 76—77. 
224) Auch die SS^tze III, 11—14 gchQren wohl hauptBilchlich dem Menelaos 
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Wieviel von der Trigonometrie schon vor Hipparch erfiinden war, 
ist dagegen nicht leicht zu entscheiden. 

Dafs Hipparch die Trigonometrie ohne Vorgftnger erf and und so weit 
entwickelte, dart* man kaum annehmen. Wir haben aber nur eine einzige 
Nachricht gefonden, die uns auf die Zeit vor Hipparch hinweist, und zwar 
eine, deren Authentizitat nicht festgestellt and deren Bedentung nicht leicht 
zu benrteilen ist. 

Diese Nachricht redet von Apollonios (c. 250 — 200 v. Chr.) und 
bezieht sich offenbar auf das Obliquascensions- und Rektascensionsproblem. 
Wir vermuten deswegen auch, dafs Apollonios in der That die ersten 
Schritte zur berechnenden spharischen Geometrie gethan. Was er in dieser 
Beziehung geleistet hat, kann viel, aber auch sehr wenig sein. Wir 
wissen es nicht und stofsen auTserdem auf Schwierigkeiten, in dieser Frage 
irgend etwas zu entscheiden. Die tlbertragung der Satze aus den Porismen 
auf die Kugel sind wir ja zimachst geneigt, bei einem grofsen Geometer 
wie dem Apollonios zu suchen, um so mehr, weil derselbe eben mit den 
betreffenden Satzen durchaus vei*traut war, was seine Kegelschnittlehre be- 
weist. Die eigentliche Berechnung von Sehnentafeln dagegen k5nnen wir 
zunftchst von einem ausschliefslich praktischen Astronomen wie Hipparch 
erwarten, und infolge Theons Bericht sind wir in der That berechtigt zu 
glauben, dais Hipparchs Tafel die erste war. 

Die Annahme aber, dafs Apollonios die geometrischen HtLlfsmittel, 
Hipparch die praktischen entwickelt babe, fOhrt uns zur Eonsequenz, dafs 
Menelaos^ Satz bis auf Menelaos, ganz wie spater von Ptolemaios ab 
bis zu den Indem und Arabern, das einzige sphftrisch-trigonometrische 
Mittel zur Auflosung sph&rischer Dreiecke gewesen ist. Nach dem fiber- 
lieferten Material ist dies allerdings das zunachst Wahrscheinliche, nach 
den natiirlichen Begeln fiir die Entwickelung der Mathematik dagegen 
nicht. Wir geraten deswegen in ein Dilemma, zu dessen Ldsung uns die 
notwendigen Kriterien nicht zur Verftigung stehen. 

Mtissen wir aber darauf verzichten, die fruhesten Vorgfinge bei der 
Erfindung der Trigonometrie klar zu legen, so konnen wir uns damit tr5sten, 
dafs mit HUlfe von Menelaos' Sph&rtk wenigstens ziemlich genau festzu- 
stellen ist, wie in grofsen Ziigen der Gang der Entwickelung gewesen ist, 
durch welche Probleme die antreibenden Krafte erzeugt wurden, wie richtig 
die Vermutungen, die man in Bezug auf Hipparchs Thatigkeit gehabt hat. 



selbst; denn sie setzen ja die S&tze aus seinem eigenen Werk flber die ebene 
Trigonometrie voraus. — 111,16*—* schreibt^Menelaos ganz dentlich sich selbst 
zu. Yon Menelaos' drittem Buch durften also nur 111,1 (Menelaos* Satz) und 
mOglicherweise m, 15^ seinen Vorg&ngem bekannt gewesen sein. 
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gewesen sind, and endlich, wieviel Verdienste sichMenelaos um die spharische 
Trigonometrie erworben hat. 

Er ist insofem der eigentliche XJrheber der spharischen Trigonometrie 
geworden, als es ihm mit der Definition des spharischen Dreiecks sogleich 
auch gelang, die ersten primitiven Elemente der spharisch-trigonometrischen 
Dreieckslehre zu erschaffen. Wahrscheinlich hat er damit auch ftir die Be- 
rechnungen Erleichteningen eingeftLhrt, die jedoch nicht die erwiiDSchten 
Fr&chte tmgen, weil die Nachfolger und in erster Linie Ptolemaios nicht 
die Fahigkeit hatten, seine Methoden weiter zu entwickeln. Seine spharisch- 
trigonometrischen Hanptsfttze aber, die gliicklicherweise nicht von den Ptole- 
maiischen Eompilationsarbeiten unterdrCLckt wurden, gingen in die Hftnde 
der Araber fiber, die die eigentlichen Erben des in der Geschichte der grie- 
chischen Qeometrie ziemlich allein dastehenden Menelaos wurden. 
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Nachtrag. 



1. 

tSher die lateinischen Menelaoshandschriften (vgl. Seite 11—12). 

In Italien habe ich nachtraglich Gelegenheit gehabt, die Seite 12 genannten 
miter den Nummem 6 — 9 und 13 — 15 aufgeftthrten Handschriften zu nnter- 
snchen oder wenigstens einzusehen; auTserdem fand ich in der Vatikanischen 
Bibliothek noch eine Menelaoshandschrift, namlich den Cod. Vatic, lat. 3380. 
Mit dem so gesammelten Material bin ich im Stande, eine vorlaufige Klassi- 
fizienmg der bis jetzt untersachten Hss. zu untemehmen. Es ergiebt sich, 
dafs die lateinischen Menelaoshss. sich in zwei Klassen teilen, von denen 
erstere (nennen wir sie A) die reine Cbersetzung von Gerhard von 
Cremona, letztere (B) dieselbe mit einem Kommentar des 13. Jahrh. enthftlt, 
dessen Urheber der bekannte Euklidkommentator Johannes Campanus 
Ton Novara ist. 

A. 

Es gehOren zu dieser Elasse folgende Handschriften: 

1. 

Cod. Parisinns lai 9335, membr. XTV saec. 

Eine Beschreibung und ein Inhaltsverzeichnis dieser beriihmten Hs. gab 
ich in der Bibl. math. 1901, p. 63 — 75. In AnschluTs an diese Beschreibung 
kann ich Folgendes mitteilen: 

Fol. 134' ist >Johannem Fontana<c (nicht Pontana) zu lesen. Es 
geht dies aus dem Cod. Barberinus lat. X^ 168 hervor. Diese Hs. besteht 
aus mehreren Heften aus dem 14. und dem Anfang des 15. Jahrh. teils 
von Pergament und teils von Papier. tJber einem anonymen, scheinbar 
astronomisehen Text, welcher in einem Pergamentheft dieser Hs. enthalten 
ist, und der im 14. Jahrh. geschrieben ist, hat eine dem Anfang des 15. 
angehdrige Hand folgende Worte notiert: LibeUus de specula mtikesi ma- 
giski Johannis Fontana Venetiis No. VIIIL Diese Cberschriffc gehort 
kaum zu dem Terte, fiber dem sie angebracht ist; vielmehr gehort sie zu 
einem weggefallenen Heft; denn es sind ganz deutlich mehrere Hefte aus dem 
Einband herausgef alien, und die Numerierung der Hefte ist ganz offenbar 
nnkorrekt. Die t^erschrift stimmt aber mit dem iiberein, was wir aus der 
Sabskription im Pariser Codex schliefsen ddrfen, n&mlich dafs ein Johannes 
Fontana aus Venedig in der ersten Halfte des 15. Jahrh. mit Unter- 
suchnngen fiber den Brennspiegel beschaftigt war. Weitere Aufschliisse 
liber die Person dieses Fontana, der mit dem um das Jahr 1600 lebenden 
nicht zu verwechseln ist, habe ich nicht finden k5nnen. 

Der Anhang zum Menelaostexte fol. 54"^ — 55': Volo ostenderc, quod 
amnittm trium linearum . . ., welcher auch im Cod. Arsenalis 1035, fol. 104 
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und im Cod. Reginensis 1268, fol. 238 (vgl. unten) als Anhang zum Mene- 
laostexte vorkommt, findet sich als selbstandiger Text mit der tlberschrift: 
Propositiones de proportione im Cod. S. Marco Venet. 332 ( VcUentindli XI, 6) 
fol. 292^ — 293^, Xin saec. — Dieser Text besteht aus nichts anderem als 
den letzten Satzen (Buch 4, Satz 26 — 28) aus Jordanus Nemorarius' 
de triangulis. 

2. 

Cod. Parisinus Arsenalis lat. 1035, membr. XV saec. 

Was den Inhalt dieser Hs., deren Menelaostext (fol. 81' — 104') aus 
dem vorigen Codex abgeschrieben ist, betriffb, geniigen die Angaben in 
Martins Katalog (vgl. Seite 11, Note 40). 

8. 

Cod. Reginensis lat. 1268, membr. XIV saec. 25,6X18,5 cm. 

Dieser Codex besteht aus einem leeren Vorsatzblatt und 238 nume- 
rierten Folien. Die Schriftflache (keine Kolumnen) sowie die Zeilenzahl 
(35 — 50) variiert. Die Schrift, von mehreren Handen derselben Zeit, weist 
auf das zweite Drittel des 14. Jahrh. bin. Datierung, Subskriptionen oder 
Inbaltsverzeichnis sind nicbt aufzufinden. Textkorrekturen von der ersten 
oder von einer zweiten gleichzeitigen Hand kommen 5fters vor. Randnoten 
von einer dem Schlufs des 14. oder Anfang des 15. Jahrh. angehorigen 
Hand finden sich namentlich im Anaritiustexte.^) Initialen, die nur im 
letzten Drittel der Hs. ausgef^hrt sind, sowie die mathematischen Fignren 
(teilweise mit roter und blauer Tinte) sind mittelmafsiger Arbeit. 

Eine Untersuchung der Quatemionen zeigt, dafs der Codex aus 5 ur- 
spriinglich von einander getrennten Teilen bestand.*) Der Inhalt ist folgender: 

Erster Teil, fol. 1 — 71, besteht aus 9 Quatemionen aus je 4 Lagen. 
In der letzten Quaternion ist das letzte Blatt, welches wahrscheinlich un- 
beschrieben war, weggeschnitten. 

L Euklids Elemente I— XV (fol. 1'— 69'). 

tberschrift: fehlt.») 

Anfang: Fimctus est cut non est pars, — Linea est longitudo sine kUi- 
tudine . . . 

Schlufs (Buch XV, Satz 6): . . . const<ibit quia equidistat substrata, qui 
totus est in una superfide. Idetn intdligatur de cUiis. 

Anhang: Euklidscholien*) (fol. 69' — 71'): Communis et cansuetus 
rerum cursus utriusque ordinis naturalis raro . . . ordinate numero per 

1) tberschriften von einer viel sp&teren Zeit, die an mehreren Stellen vor- 
kommen, erwahne ich nur, wenn sie von wirklichem Wert sind. 

2) Ea ist notwendig, diese 6 Teile, die scheinbar in einander iibergehen, 
auseinander zu halten, wenn man mit Hilfe dieser Hs. die t)berlieferungsgeBchichte 
von Euklids Elementen untersuchen wiU. 

8) Man bemerke jedoch die Schlufs worte des 9. Buches: perfectus est liber 
arismetice Euclid is. Explicuit VIIIF^. — Diese tJbersetzung stinunt zun&chst 
mit der von Atelhart von Bath in den Codd. Ampl. Q. 23 und 352 uberein; sie 
liegt jedoch der Campanischen Rezension n^her als die in den Erfurter Hss.; 
die Beweise bestehen lediglich in korzen R^sumds. 

4) Diese Scholien haben keine Fignren; sie gehOren zu den arithmetischen 
Bdchem. 
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differenticia stuis a prima inchoabimus, que est mutatum in qim si fuerit 
numerus inpar quantum (?) totus est inpar. 

Fol. 71^ ist leer. 

Zweiter Tail, fol. 72 — 91, besteht aus 3 Quatemionen, von denen die 
zwei ersten 4, die letzte nur 2 Lagen enth&lt. 

2. Euklids Elements V—VI mU Kammentar^) (fol. 72'~91^). 

Cberschrifk (der Seite 72'): Incipit quintus liber, 

Anfang (Einleitung des Kommentators): Executus Euclidis in superi- 
ribus libris quasdam linearum et angularium circulariumque figurarum na- 
turas; de angulis etiam pleraque interserens ad eorundem proprietates per- 
tradandas paulcUim ascendendo competenter accedit . . . 

fol. 81^: tlberschrift (der Seite): Incipit sextus liber. 

Text: Mensurarum alie sunt in adu alie sine intellectu; mensurarum 
vero, que sunt in adu, tria genera sunt, scilicet altimeiria, planimdria et cos- 
mimetria; cuius generis sunt ille, quibus agrimetisores d architedi utuniur . . . 

Schlufs: . . . diam angulus a ad angnlum d accedit, Manifestum est 
ergo, quoniam (sic!) in drculis equalibus qua proportione arcus iungantur, 
eadem omnes eorum angulos referri. Quod presens signal descriptio, 

Dritter Tail, fol. 92 — 143, besteht aus 7 Quatemionen, von denen die 
6 erstan 4, die letzte nur 2 Lagen enthalt. 

8. Euklids Elemente X— XV (fol. 92'— 142^).') 

1) Dieser EokHdtext and der dazu gehdrige Kommentar sind meines Wissens 
weder ediert noch genau untersucht. Jedes der zwei Biicher (Y and VI) wird 
mit einem Kommentar eingeleitet, welcher bezw. die Seiten fol. 72' — 16' and 
fol. 81^ — 82' einnimmt. Nach dieser Einleitung folgen tybersetzungen von den 
Ekmenten mit am Rande aufgez&hlten S&tzen, im 5. Bach 25 (wie allgemein), im 
6. Buch 88, wie in dem griechischen Text, gegen 32 bei Atelhart and Cam- 
panns. Zitiert werden in den Einleitongen Alfarabius, Aristoteles, Peri- 
pa theti ens (sic!). Dafs die Einleitongen in letzter Instanz aus einer grie- 
cbischen Quelle herruhren, beweist z. B. folgender Passus, den ich als cha- 
rakteristisch herausgegriffen habe: Magnum itaque huitis in diffinitionis notitia 
frudum poUicetur; tamen predictarum in medio ponit primordia mensurarum. In 
ea siguidem tondit Euclides intelledualium , adtutlium, logicarum, alogarum, di- 
mensionum species, quam plures, quaJes sunt apodictice omnes nee non ergastice. 
Inueniuntur enim in hoc sexto lihro septem ergasticarum genera figurarum, que sunt 
sisticum^ idmeniaticum (?), anagrafum, engrafum, perigrafum, perebolum, proseureti- 
cum, auorum omnium lods propriis, quemadmodum ah Euclid e disposiia sunt, 
ethymologiam descripUonemque annotabimus. 

2) Es liegt bier nicht ein Kommentar vor, was man nach der von einer ganz 
jungen Hand . ninzugefiigten Oljerschrift annehmen mufste. Wir haben vielmehr 
mit einer Dbersetzung zu than, die weder mit der von Campanus kommentierten, 
noch mit der voranstehenden (von Atelhart?) iibereinstimmt. Die Propositionen 
weichen in dem Wortlaut mitunter von den zwei anderen tTbersetzungen nicht 
wenig ab; die Beweise haben nicht die Form eines Ri^sumi^s, fallen aber keines- 
wegB mit denen in der von Campanus edierten t}^ber8etzung zusammen. Die 
Satzanzahl der Bucher X— XIV ist bezw. 106 (+ 2 Extrasatze), 41, 16, 18, 10. 
Bach XY hat nur 6 aufgezghlte Satze. Da die Verdrehung Assicolaus (statt 
Hypsikles) bezeugt, dafs diese Cbersetzung vom Arabischen herriihrt, so haben 
vir in der That hier zwei von einander und von der Campanischen abweichende 
Kezensionen, die beide vom Arabischen herkommen. Ich vermute deswegen, dafs 
eine genaue IJntersuchung des Cod. Beginensis 1268 iiber die noch offene Frage 
von Atelharts und Gerhard v. Cremonas Euklidiibersetzungen Licht verbreiten 
wiirde. Terminologie und Sprache der gegen wSrtigen t^bersetzung der Bucher 
X — XY erinnem vielfach an Gerhard v. Cremona. 
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Anfang: QvanUtates, siue stmt Imee siue superficies siue corpora, quibus 
fu^rit una quantity communis eas numerans omnes, dicentur comrnum- 
canies , . . 

fol. 112^ (Schlufs des X. Buches): . . . sub cUterius term4no possibUe 
est vncidere, Eadem quoque ratio, cum multe sunt inraOonales linee, per 
infinita Ucet, ad eundem finem perducit. 

fol. 113' (Anfang des XI. Buches): Corpus est, quod longitudinem et 
latitudvnem hdbet et altitudinem habet, cuius termini superficies . . . 

fol. 121^: . . . ergo duo serratUia abgdez et htklmn sunt equdlia, 
verum iUud e, q. d, v, lAhri dementorum Euclidis pars XI explicit. 

fol. 122': In<iipit pars eiusdem duodecimo. Omnium duurum super fide- 
rum poligoniarium simitium in duobm circidis exisf^ntium unius ad alt^am 
proportio est sicui ... _ 

fol. 128^: . , . est proportio bd ad et triplicata, verum Ulud e, q. d. v. 
Expleta est XII libri Euclidis. 

Incipit pars eiusdem tercia decima. Sic linea diuidatur secundum 
proportionem habentcm medium et extrema et maiori eius sectioni in longi- 
tudine addatur . . . 

fol. 135': . . . quod lotus hahentis XX bases est longius latere habentis 
duodecim bases, quod iUud e. q. d. v. Pars tertia decima libri Euclidis 
expleta est. 

Pars quartadecima, quam edidit Assicolaus, que convenit libro Evclidis. 
Cum Thesilides^) Sirus perrexisset Alexandriam, inuenit ibi patrem meum, 
aput quern per maiorem partem temporis, quo iM moratus est, mansit . . . 

fol. 141': . . . linea igitur ag est lotus decagoni eiusdem circuit, verum 
et hoc est q. d. v. 

Incipit pars quinta X ab Assicolao edita libro Evclidis utUis. Intra 
datum cubum corpus quatuor bases triangulas equates et equHateras habens 
signare . . . 

fol. 142^ (Schlufs:) . . . erit habens XII bases pent^gonales equilateras 
e^uatium angulorum, quod Ulud est q. d. v. Expletus est liber Evclidis 
simul cum duabus partibus ab Assicolao ediiis, cuius partes sunt quindecim. 

Anhang: Euklidscholien (fol. 142^—143^). 

a) In capittUis, que transtutit Isaac, hoc quod consequitur inuenitur 
post figuram uicesimam primam libri Euclidis, in quu pontmtur l<Uera 
quinque figurarum et proportion's earum; reperi hec: Dico, quod non est 
figura corporea continens superficies equilateras et ortogonas ad inuicem preter 
eas, qtMS nominaui. Probatio eius ... (l Seite) 

b) Quidam, qui uocdbatur lohannes, hoc quod sequitur, inuenit: Dico, 
quod non contingit, ut spera figura corporea continens superficies equatium 
angulorum et laterum describatur praeter has quinque ... (21 Zeilen) 

c) In fine cuiusdam libri fuit repertum hoc, scilicet quod he quinque 
corporea quatuor dementis referuntur equalibus ... (6 Zeilen) 

d) (^uod vn tercia X figura XII partis probetur, quod zt sit egxiir 



1) Man vergleiche diese Vorrede des Hypsikles mit dem Urtext, Euclidis 
EUmenta. ed. Heiberg V, 4ff. — Diese Vorrede fehlt sonst immer in den vom 
Arabischen geflossenen Euklidilbersetzungen. 
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distans eh, aUter quam ibi contmetwr hie demonstratur, hoc modo sciUcet: 
Qtumiam . . . (18 Zeilen) 

e) ConHnet tottM iste liber CCCLXV proposita et proposUiones et XI 
corroUaria preter auxiomata smgtdis libris premissa, proposita autem inf »  (?), 
proposiHanes uero indicantis eaplicans (sic I). 

f ) A data pu/ndo in quolibet laterum (ussignati trigoni lineam in oppo- 
situm lotus ducere, que assignatum trigonum in duo equaUa seccet, Verbi 
gratia. Esto ... (% Seite) 

Vierter Teil, fol. 144 — 211, besteht aus 9 Quatemionen aus je 4 Lagen. 
Die 4 hinteren Blfttter der letzten Quaternion sind nach der Einbindung 
weggeschnitten worden. 

4. Al-Narizis Kommentar zu Euklids Elementen I — X (fol. 144' 
— 207^). 

Oberschrift: fehlt.^) 

Anfang: Dixit Eu elides: Fundum est quod partem non habet. Supra 
hoc Sambelichius . . . 

Schlnls: . . . sed ipse est equMis numeris istis, ergo ipse est perfedus 
et mud. 

5. Scholien zu Werken, die der Spharik und Trigonometrie angeh5ren 
(fol. 207^—211^): 

a) Scholien zu Theodosios' Sphdrik. 

Anfang: Hee probationes sunt necessarie in theoremaie vndecimo secundi 
libri Iheodosii de ^eris . . . 

b) Scholien, die durch folgende Worte charakterisiert werden (fol. 208^)^) : 
iste probationes sunt necessarie in ultimo theoremate libri 30 figurarum . . . 

c) SchoUen zu Gebers Astronomic (?) (210',5— 211^4). 
Anfang: Nota in figura tercia dedma primi libri Geber . . . 

d) Scholion zu einem Werke Gber die figura sectoris (211^,5 — 21)^). 
Anfang: lUud autem pu/ndum orbis signorum, apud qiwd est maior 

diuersitas, inuenitwr sic . . . 

Schlufs: . . . hec probatio est necessaria in figura sedoris. 



1) t^erachrifb mit Al-Narizis Namen findet sich nnr iiber Buch 3: Ex- 
positio secundum Anarissi prologi tertie partis EucUdis. — Die Anordnung 
der Textteile ist eine andere als in dem von Curtze zu seiner Ausgabe (Leipzig 
1899) benutzten God. Cracov. 669. Im Cod. Begin. 1268 kommt n9.mlich znerst 
Cttrtze, p. 1—199, dann p. 204,16—207,20, femer p. 211—386 (statt 386,16 hat 
Cod. Beg. 1268 die Worte: ExpUtus est liber); zuletzt folgen endlich die p. 200 
— 204, 14 und p. 207, 21 — 210 entsprechenden Textteile. Die Stelle, wo der 
wahrscheinlich unechte Teil des Textes (siehe Cnrtzes Ausgabe p. 262 und Bibl. 
math. 1901, p. 866 und 1902, p. 71—72) anfEngt, ist im Cod. Begin. 1268 nicht be- 
sonders hervorgehoben. 

2) Die unter b — d aufgefdhrten Scholien beziehen sich alle auf das, was wir 
die Trigonometrie des Gegebenen nennen mOchten, d. h. auf solche trigonometrische 
Bestimmungen, wo nur oie Md^lichkeit einer Berechnung angegeben wird. Diese 
Art und Weise, unsere Formeln da zu ersetzen, wo eine Ausrechnung nicht er- 
heischt war, die schon im Menelaos angewandt wurde (vgl. Seite 83, 119 — 120 
und 126), hat auch in sp9.teren Zeiten eine grofse BoUe gespielt und IsLfst sich 
hia aof Jobs. Werner nachweisen. 

8) Dieses Scholion bezieht sich auf das in Menelaos m, 16* er5rterte Pro- 
blem (ygl. Seite 119). 
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Fiinfter Teil, fol. 212 — 238, besteht aus 3 Quatemionen aus je 8 
und 1 aus 3 Lagen. Die 3 hinteren, wahrscheinlich leeren Bl&tter der 
letzten Quaternion sind nach der Einbindung weggeschnitten worden. 

6. Menelaos' SpMHk I— III (fol. 212'— 238'). 
tJberschriffc (der Seite): Liher Myleii de spericis figuris primus (sp&ter 
hinzugefugt mit grauer Tinte von einer noch sehr alien Hand). 
Anfang: Declarare uolo qualUer faciam . , . 

Schlufs: , . . et equidistat arcui * hg • et iUud e. q, d. v. 
Anhang (fol. 238' — ^): Volo ostendere, quod omnium trium linearum . . . 
(d. h. Jordanus Nemorarius' de iriangulis Buch 4 Satz 26 — 28; vgl. oben). 

4. 

Cod. S. Marco Venetiarum lat. 329, cbartac. XV saec. (in Valenti- 
nellis Katalog: XI, 5). 

Was die Beschreibung dieser teilweise vom Kardinal Bessarion ge- 

schriebenen Hs. betriift, verweise ich auf Valentinellis Katalog. 
Der Inhalt ist folgender: 

fol. A' (Vorsatzblatt aus Pergament): leer. 

fol. A^: „Epitoma Almagesti optima" (sowohl in lat. als griech. Buchstaben). 
— „Cardinalis Tusculcmus" (in lat. Buchstaben). — ,^ardinal Bessa- 
rion" (in griech. Buchstaben). 

fol. 1': V4 Seite griechische Notizen. 

fol. 1^—10^: leer. 

fol. 11' — 12^: Griechisch - lat. Lexikon fiber math. PachwSrter. 

fol. 13' — 34': tJbersetzung der Propositionen der Euklidischen Elemmie 
(nach Valentinelli Authograf von Bessarion). 

fol. 34^—38^: leer. 

Pol. 39' — 213': Georg v. Peurbachs und Regiomontanus' Epitome Al- 
magesti I — XIII (die 6 ersten S&tze fehlen). 

fol. 213^—218^: leer. 

fol. 219'— 282^: Menelaos' Spharik I— III 

fol. 282^ — 283': Scholion zu Menelaos' Spharik mit der t)berschrift 
„Extra**. Anfang: Omnis trianguli arcubus circtdorttm magnorum . . . 

fol. 283^— 29r: leer. 

fol. 292' — 296': Die Kapiteliiberschriffcen aus Ptolemaios' Sgntaxis, sowohl 
in der Ursprache als in lateinischer tJbersetzung. 

fol. 296^— 299^ leer. 

fol. 300' — 331^: Los hingeworfene Notizen und Berechnungen (auf grie- 
chisch), die an Ptolemaios' Syntaxis und Theons Kommemiar an- 
kntipfen. 
Von besonderem Interesse sind die Randnoten des Kardinals Bessarion. 

Wo im Terte „Abrachis" steht, ist am Rande „Ipparchus" hinzugefUgt 

(z. B. fol. 64', 74', 75^ u. s. w.). In derselben Weise wird ,,Taion" in 

„6ea>v" korrigiert. Uns interessiert in erster Reihe die Korrektur „M£ve- 

Xaog & yemfUXQfig^'^ die fol. 132' — 133' viermal vorkonmit, wo der Text 

„Mileu8" hat. In tJbereinstimmung hiermit treffen wir auch in dieser 

Hs. in den t]l)erschriften des Menelaostextes immer den Namen „Mene- 
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laos" statt der von Gerhard v. Cremona eingefuhrten Verdrehung „Mileus'* 
and ihrer Yarianten. Bessarions Noten bezeugen seine genaue Bekannt- 
schaft mit Ptolemaios' und Theons griechischen Texten. 

5. 

Cod. S. Marco Venetiamm lat. 328, membr. XV saec. (in Valenti- 
nellis Eatalog: XI, 63). 

Was die Beschreibung dieser prachtvoUen Hs. betriflPt, verweise ich 
wieder auf Valentinelli. 

Der Inhalt ist folgender: 

L Georg v. Peurbachs und Regiomontanus' Epitome Almagesti 
I— XIII (fol. 1—117). 

t)l)erschrift^): Magistri lohannis de Kunigsperg prohemium in epi- 
tomam almagesti sine magne construdionis Ptolemaei, factam partim per 
eum, partim per magistrum Georgium de Peurbach et dedicatam L, Beue- 
rendissimo domino cardinali Nicaeno (d. h. Bessarion). 

2. Menelaos' Sf>harik I—IJI (fol. 120—157'). 

(Jberschriffc: Menelaus de spJiaericis. 

Unterschrift: Finit Menelaus de spheralibus figuris, 

Anhang (fol. 167' — ^): Scholion zu Menelaos^ Sphdrik mit der 
Cberschrift „Extra"^): Omnis triangiUi arcubus circtdorum magnorum . . . 

Zu bemerken ist noch die Subskription auf dem Vorsatzblatt: Epitoma 
per magistrum Georgium de Peurbach et eius discipulum magistrum Jo- 
hannem de Kunigsperg et Menelai de sphericis liber b, Cardinalis Tus- 
•culani and gleich danach dieselbe Subskription auf griechiscb. 

6. 

Cod. Vaticanus lat. 3380, chartac. XVI saec. 28,7X21 cm. 

Dieser von mehreren H^den geschriebene Sammelband bat bald Ko- 
lunmen, bald keine, eine sehr variierende Schriftflache und Zeilenzahl. Im 
ganzen entbftlt der Codex zwei Vorsatzblatter und 322 numerierte Textfolien. 

Das erste Vorsatzblatt fahrt die Inskription: Libro di mathematica, 
scrUto di mano di Pomp onto Cegio Cardinale?) Der Inhalt ist folgender: 

L Theodosios' SpMrik I— III (defekt) (fol. 1'— 24'). 

tJberschrift: Theodosius de speris. 

Anfang: Spera est figura Corporea una quidem super ficie contenta, intra 
quam unum pundorum .... Im Schlufs ist der Text nicht fertig ge- 
schrieben, indem nur die Propositionen abgeschrieben sind, und Platz fur die 
Beweise offen gelassen.'^) 

1) Da der Text offenbar von einem professionellen SchOnschreiber geschrieben 
ist, diese t^rschrifb aber von einer anderen Hand, so vermute ich, dafs diese 
tJberschrift eine Dedikation an Bessarion von Regiomontanns ist. 

2) Dieses Scholion ist mit dem im vorigen Codex (fol. 282^^ — 288'") identisch. 
/ 8) Pomponio Cesio oder Cecio wnrde im Jahre 1542 Kardinal, war als 

Papst desigmert, starb aber in demselben Jahre. Er war sehr gelehrt und be- 
sch&ftigte sich mit Philosophic und Mathematik. 

4) Der Theodosiostext fdngt hier mit dem von der kiirzeren Theodosios- 
rezension bekannten Wortlaut an (vgl. Bibl. math. 1902, p. 67); sp3,ter aber, wenig- 
stens von Satz 9 des ersten Bnches an, stimmt der gegenw^rtige Text ganz mit 
dem der iSuogeren Theodosiosrezension und enth&lt auch Campanus^ Kommentar. 
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fol. 24^—26^ sind leer. 

fol. 27' enth&lt ein Fragment von 15 Zeilen. 

fol. 27^—70^ sind leer. 

2. Levi ben Gersons Astronomic^) I— III (fol. 71'— 230'). 

t3l)erschrift: fehlt. 

Anfang: Hec ait Leo de bcUneolis habitator amayte (?)*): Premissis 
his, que ad intentionem nostram necessaria uidebantur, et quorum scieniia 
omitti non potuit ... 

Schlufs: , . , in ea est Unea hf S^ 16' 19", et hoc est, quod voluimus 
declarare, 

fol. 231'— 280^ sind leer. 

8. Menelaos' Sphdrik I-^III^) (fol. 281'— 316^). 

tJberschrift : fehlt. 

Anfang: Declarare uolo quoHter fadam . . . 

Schlufs: ... 6^ equidistat arcui gb et iUud est q, d, v, 

4. Camp anus, de proportione et proportionalitate (tTberschriffc) fol. 315^ 
—319^ 

Anfang: Proportio est duarum quantitaium eiusdem generis unius ad 
alteram . . . 

Schlufs: . . . erit ista data secvmdam magnUudinem quare et reliqua 
Uli equalis}) 

fol. 320'— 322^ sind leer. 

7. 

Cod. S. Marco Florent. 184 (Bibliotheca Laurenziana) membr. XV saec, 
28,5 X 20,3 cm. 

Diese Hs. habe ich vorl&ufig nur oberflachlich einsehen k5nnen. Der 
Menelaostext (ohne Figuren), und zwar der reine Gerhardsche Text steht 
daselbst fol. 47' — 79^. Der Text ist aber defekt, da 6 Blatter schon vor 
der Paginierong weggeschnitten sind, und zwar 2 zwischen fol. 57 imd 58, 
1 zwischen 63 und 64, 1 zwischen 66 und 67, 1 zwischen 76 und 77 
und 1 zwischen 79 und 80. Auch in anderen Beziehungen ist diese Hs. 
als minderwertig zu bezeichnen. 

8. 
Cod. S. Marco Florent. 213 (Biblioteca nazionale), mit der neuen 
Signatur „Conventi soppresi J, V, 30", membr. XIV (?) saec. 29,5 X 23,3 cm. 

Die Satze sind nicht am Rande anfgezShlt, nnd meine Aafz3,hlang halte ich nicht 
fur sicher, aufser was das erste Buch betnfft, welches 32 S&tze hat. 

1) Dieses Werk ist in drei Bdcher mit bezw. 136, 9 und 14 Kapiteln geteilt. 
Aus einer Randnote (fol. 168^) geht hervor, dafs das Werk vor dem Jahre 1S36 
beendet war. Das Werk findet sich auch im Cod. Vatic. 8098, chartac. XV saec. 
fol. 1'— 108'. 

2) Cod. Vat. 8098 hat aisrayce; Levi ben Gerson wohnte in Avignon. 

3) In den geschriebenen l^tEilogen der Vaticanischen Bibliothek wird der 
Menelaostext dieser Hs., der durch keine Cberschrift kenntlich ist, dem Levi 
ben Gerson beigelegt. 

4) Ich kann nicht dafOr einstehen, dafs Camp anus' Text nicht schon firQher 
(fol. 317^ Mitte) schliefst und zwar an der Stelle: . . . de propositis ipwque sufficit, 
quod dicimus. Ex omnibus istis elicitur una notabUis propositio . . . An der ent- 
sprechenden Stelle schliefst Campanus* Text wenigstons in der folgenden Hs. 
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Anch diese Hs. habe ich nur oberfl&chlich imtersucht. Der Menelaos- 
teit, und zwar die reine Gerhardsche Cbersetzung steht fol. 45' — 62^, 
die drei Btlcher bezw. mit den tJberschriffcen: IndpU liber primus Millei 
Bomani de figuris sperids. — IndpU Uber secwndus Millei de speris. — 
IfksipU Uber tertius Millei Bomani de figwris spericis. 

B. 

Diese Elasse, die den von Campanus kommentierten Menelaostext 
eDthalt, ftUt in zwei Abteilungen (nennen wir sie I nnd 11); in I steht 
der Kommentar noch am Rande, in H ist er in den ursprQnglichen, von 
Gerhard von Cremona gegebenen Text eingeftigt, so dafs der Urtext in 
den meisten F&Uen ftufserlich vom Kommentar nicht zu unterscheiden ist. 
Es gehOren zu Abteilong 

I. 

9. 

Cod. Palatinus lat 1351, membr. XTV saec. (ca. 1300 — 1325), 
23,3 X 16,7 cm. 

Dieser Codex besteht aus 287 nxunerierten Textfolien und 1 unnume- 
rierten (zwischen fol. 133 und 134). In der ersten Quaternion (fol. 1 — 8) 
fehlen zwei der Hufseren Lagen, so dafs die Handschrift im Anfang defekt 
ist und nach fol. 8 eine Lficke von zwei Folien aufweist. Der ganze Text 
ist mit einer Hand (sehr deutlich) geschrieben, die Schriftflache 13,5 X 8,5 cm, 
die Zeilenzahl bis auf fol. 233 ist 33, damach 27; keine Kolumnen; im 
Rande der Folien 234'— 287^ (Menelaos' SpMnk) findet sich ein Kom- 
mentar, welcher mit derselben Hand wie der Text geschrieben ist. Dagegen 
sind einzelne Notizen, sowio mehrere Textilberschriffcen von Handen hinzu- 
gef&gt, die dem 16. Jahrh. gehdren. Die am meisten vorkommende ist 
jtlnger als 1658; denn fol. 201^ als Note zu Theodosios' SpMrik I, 21 
schreibt sie: jSoec est 23 Maurolicj, und Maurolycus' Theodosiosausgabe 
sowie seine eigene Sphdrik erschien im Jahre 1558 (vgl. Seite 19). 

Der Inhalt ist folgender: 

L Euklids Elemente I^-XV^) (fol. 1'— 195^), defekt. Der Text 
fUngt mit dem Schlufs des Beweises I, 3 an: exeunt a centra eit^dem circuli 
ad cirei4mferenHam . . . (Es fehlen die Satze I, 39 — 44, der Schlufs von 
I, 38 nnd der Anfang von I, 45.) 

Schlufs: . . . quare assignaio corpori constat nos speram, quemaidmodum 
proposUwm erai, inscripsisse. 

2. Theodosios' SpMrik I— m*) (fol. 196'— 233'). 

1) Dieser Eoklidtext ist der von Campanus' Ausgabe her bekannte. Cam- 
panus' Kommentar ist in den Text eingeMgt. 

2) Dieeer Theodosiostext hat, wie der in den folgenden Has. (Nr. 11 und 13), 
S Bticher mit besw. 32, 31 und 10 S3.tzen, f&llt haupts^hlich mit aem in Yenedig 
1618 gedmckten mit bezw. 83, 31 und 16 S&tzen zusammen, ist dagegen nicht 
mit dem in den Codd. Paris. 9835, S. Marco Yenet. 832 und S. Marco Flor. 206 
(Conventi soppressi J, 1,82) befindlichen mit bezw. 22, 22 und 13 S9.tzen zu ver- 
wechseln. Der gegenwilrtige Text enth&lt Campanus* Kommentar eingefflgt. 

Ahh>nd1 s. Oetoh. d. mftth. Wissensch. XTV. 10 
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Anfang: Spera est figura solida una tantum super fide conienta * . . 
Schlufa: . . . sicut processimiis in demonstratione antepremisse quartam. 

8, Menelaos' Spharik I— HI ^) (fol. 234'— 287^). 

Anfang: Dedarare uolo quaUter faciam . . . 

SchluTs: . . . et equedistat arcui .bg, et Ulud est, quod dedarare uolui- 
mus. Ea:pldus est tradatus tertius libri Milej de spericis, d cum eius ex- 
pldione compldus est totus Uber eius. 

10. 

Cod. Yindobonensis lat. 5277, chartac. ca. 1525 (vgl. den Handschriften- 
katalog). 

Diese vielbenutzte Hs. enthJilt den Menelaostext, einen Teil (fol. 171' 
—185') in Abschrift von Jobs. Vogelin, den Rest (fol. 361'— 378^) in 
Abscbrift von einer mir unbekannten Hand, aber von V 6 gel in korrigiert. 
Dieser letzte Teil ist eine Abscbrift nach der vorigen Hs (Cod. Pal at. 1351). 
Campanus^ Eommentar hat Vogelin teils am Bande, teils binten (fol. 381^ 
—385^) binzugefttgt. 

n. 

In folgenden 3 Hss. ist Campanus' Kommentar in den Menelaostext 
eingefligt: 

11. 

Cod. Reginensis lai 1261, membr. XIV saec. (ca. 1350 — 1375), 
24,9 X 17,5 cm. 

Dieser Codex besteht aus einem Vorsatzblatt mit altem Inbaltsverzeicb- 
nis und 296 numerierten Textfolien; zuletzt findet sicb ein leeres Blatt. 
Die 24 Quatemionen besteben aus je 6 Lagen. Die letzte Quaternion ist 
nur teilweise bescbrieben gewesen, deswegen ist aucb ibr 9. Blatt leer, und 
die drei letzten Blatter (10 — 12) in den Einband^ aufgenommen. Der 
Codex ist also vollstllndig. Der ganze Text ist von einer Hand gescbrieben; 
Kandnoten von einer zweiten gleicbzeitigen kommen sebr bau£g vor. Die 
Scbrift. ist sebr deutlicb, die Schriftflacbe 17,2X10 cm, die Zeilenzabl 40, 
keine Kolunmen. Die Erbaltung ist ausgezeicbnet. Trefflicbe mathematische 
Figuren und rot-blaue Initialen zieren den ganzen wertvollen Codex. Der 
Inhalt ist folgender: 

1. Gebers sog. Almagestum minor I — FT*) (fol. 1' — 49'). 

Astronomiscbe Auslegungen mehrerer der S^tze im 3. Bucb hat die erste Hand am 
liande hinzugefugt. Die tJberschriften der 3 Biicher (bezw. ^,Theodosiwf\ „I7teO' 

dosij sphaericonm liber 2'' und „THE0B0S1I SPEBICOBUM liber III") sind 
von 3 verschiedenen H9.nden des 16. Jabrh. hinzugefQgt. 

1) Die Uberschriften der drei Biicher: „Menelaus de sphaericis ex Arabica 
translatione latinh uersus, et scholijs utilibus auctus'* und „L%ber primus Milei de 
Spericis'* iiber BUch 1, ^^cundus liber incipii" ilber Buch 2 und „Tertius liber'' 
tiber Buch 3 sind von verschiedenen jiingeren H&nden gescbrieben. 

2) Die 6 Btlcfaer haben bezw. 17, 36, 25, 19, 28 und 25 au^ez^hlte Siltze. 
Von den Cberschriften ist nur die fiber Buch 4 bemerkenswert. oie heifst: Kx- 
plicit liber tercius, concinens wiiversam de motu solis doctrinam. Incipit liber 4"* 
de motu lune. 
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Cberschi-ift: Indpit Uber primus almagesti minoris. 

AnfEing: Omnium rede phUosophancium non solum uerisimilibus et credi- 
bUilms argvmefUis, sed et firmissimis rationibtis deprehensum est, formam 
celt spericam esse motumque ipsitis orbicularem . . . 

Bchlufs: . . . quod non est circtdus transiens super duo loca soils et 
lune. Nam u/m^s locus lune, tunc ipse locus soUs et inclinationes quidem 
t^nebrarum sic se habent, 

Anhang (fol. 49^): 2 grofse Figuren zu den Planetenbewegungen und 
dazu ein kleiner Text: Nota: - p - est centrum terre, • o • centnmh ecefttrici 
deferenHs ... a primo argumento ad hoc quod diximu^s, 

2. Jordanus Nemorarius' de ponderibus^) (fol. SO*" — 55^). 

Cberschrift: Indpit pars prima libri Jordani de nemore de ratione 
ponderum. 

Anfang: Omnis ponder osi motum esse ad medium, uircutemque ipsius 
esse potendam ad inferiora . . . 

Schlnfs: . . . ef ideo plus impeUetur • a -, quia motum plus impedit, 
toioque conatu impulsum habebit trahere • b - . Eocplicit pars 4^, et cum ea 
finitwr liber Jordanis (sic I) de ratione ponderis, 

AnMnge (fol. 56^—58'): 

1. Si fuerit aliquod corpus ex duobus mixtum corporibus notis, et ueli- 
tnus scire, quantum in eo sit de utroque ipsorum ... (7 Zeilen) 

2. Si fuerit canonium simmetrum magnitudine et substantie eiusdem . . . 
(24 Zeilen) 

1) Das Buch mit dem Titel de ponderibus, de ratione ponderum, de panderosa 
et leui Oder de ponderositate liegt in mehreren Versionen vor (5 sind mir bi8 jetzt 
begegnet) und geht teils unter Euklids, teils unter Jordanus' Namen. Ich 
unterscheide: 

1. einen Text mit 13 SSrtzen, die mit langen Beweisen versehen sind (Cod. 
Vatic. 2976, fol. 164'— 171'). 

2. einen Text mit denselben 13 S&tzen, wo jeder derselben nur mit einem 
kurzen Comentum (Erklarung) vertehen ist (Cod. Palat. 1377, fol. 19'— 20^). 

3. einen Text mit 47 SS.tzen, von denen die ersten 13 ganz mit deuen in 
Text 1 ubereinstimmen (Cod. Vatic. 3102, fol. 29'— 36'); 

4. einen Text mit 46 oder (durch Vereinigung der 3 letzten) 43 Satzen, ent- 
weder wie hier im Cod. Regin. 1261 in 4 partes mit bezw. 10, 12, 6 und 
IT S&tzen geteilt, oder ein Buch mit fortlaufenden Satznummem aus- 
machend wie in dem Drucke: Jordani opusculum de ponderibus Nicolai 
Tarialeae atudio correctum . . . Venetiis apud Troianum Curtium 1665. 
Die 6 ersten Satze dieser Version fallen mit den 6 ersten der vorigen zu- 
sammen, 6 — 7 mit 8 — 9 der vorigen, 8 — 43 entsprechen wesentlich 14 — 47 
der vorigen, und den Satzen 10 — 13 der vorigen entsprechen die Anhange 
2—6 im Cod. Regin. 1261. 

6. einen Text mit 9 Sfi.tzen, den ich in den Codd. S. Marco Flor. 206 und 213 
(Conventi soppresai J, I, 32 und J, V, 30) traf. Diese 9 Satze fallen mit 
den 9 ersten der ersten Version zusammen. Einen Text, wieder mit 9 Pro- 
positionen, den ich im Cod. S. Marco Venet. 332 (Valentinelli XI, 6), 
XTTI saec. fol. 267'— 269' angetroffen habe, und der in den Schlufsworten 
von dem ebengenannten Text abweicht, habe ich mit den ubrigen 4 Ver- 
sionen nicht vergleichen kdnnen. Doch vcrmute ich, dafs auch die 9 Satze 
dieses Textes mit den 9 ersten in den ebengenannten Texten 1 — 8 identisch 
sind; im Venetianer Codex fol. 269' — 260^ folgt ndmlich ein liber de canonio 
mit 4 satzen, die mit den Satzen 10 — 13 der obigen Texte 1 — 3, d. h. mit 
den Anhangen 2 — 6 des Textes 4 der gegenwartigen Hs. zusammenfallen. 

10* 
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3. Si fuerit proportio ponderis in termino minoris portionis ... (13 Zeilen) 

4. Estque ex hoc manifestum, qtwniam (sic!) si fuerit canonium sim- 
metrum ... (1 Seite) 

5. Si fuerit ccmoniwm datum langitudme, spissitudme et grauUcfte . . . 

(1 Seite) 

6. Omne pondus cum quoUibet ponderibus ab eo coniinue sumptis . . . 

(7 Zeilen) 

7. Si triomguU tria later a coaceruentur medietatisque composiH ad singula 
later a differentie^) . . . (Beweis:) Regula hec in arabico conscripta dicitur 
. . . ' klm ' ducatur in - e -, radix producti erit area trianguU. JEasplicU. 

8. Anonym, de natura cometarum (fol. 58' — 69'). 

Anfang: Occasione comete, que nuper apparuit, appHcui animum ad 
cogita^dum de natura cometarum, et quod mVii indaganti de eis innotuit ad 
communem utUitatem in lucem proferre curaui ... 

Schlnfs: . , . et ex simUUudine affectionis, quam imprimit in menitbus 
uidendum, potest connici qttcUitas rei future, cuius est signum, ExpUdt. 

4. Anonym, Nativitatsberechnung*) (fol. 59'— 60''). 

Anfang: In nomine patris et filii et spiriti sandi uolo supponere, quod 
natiuUas mea fuerit sub ascendente uirginis post mediam noctem, que sequUur 
diem sandi dyonisii, et quod dies crastina fuerit dies mercurii. JEx hoc 
arguo natiuitatem fuisse annis domini • 1200 • mensibus a martio • 7 • ef 
diebus • 9 • perfectis . . . 

Schlofs: , . , d eodem anno perfedi erunt armi alquoquodeu (sic!) cum 
avtgmento fere, 

6. Euklids Elemente I—XV^) (fol. 61'— 197^). 

tTberschriffc der Seite: • 1 • liber geomdrie (so auch in den folgenden). 

Anfang: Fundus est, cui pars non est. — Linea est longitudo sine 
latitudine, — ... 

SchluTs: . . . quare assignato corpori constat nos speram, quemadmodum 
propositum erat, inscripsisse. Explicit, 

6. Theodosios' SpMHk I— III (fol. 197^—222^). 

tlberschriffc der Seiten im 1. Buch: • 1 • liber Theodosii de speris, d 
dicitur • 16 • geomdrie, im 2. Buch: • J2 • Theodosii de speris, qui dicitur 
' 17 • geomdrie, im 3. Buch: • 3 • Theodosii de speris, qui dicitur • 18 • 
geomdrie, 

Anfang: Spera est figura solida, una tantum super fide contenta . . . 

Schlufs: . . . sicut processimus in demonstratione a/ntepremisse per 
quartam, Ea^licit Theodosius, 

7. Menelaos' Sphdnk I— III (fol. 223'— 257^). 

Cberschrift der Seite: • 1 • liber Milei de figuris spericis (so auch in 
den folgenden). 



1) Am Rande steht: Jiec est pars phyloteigni et debd et suhiungi. 

2) Dieser Text ist am Rande von der zweiten Hand stark kommentiert. Aus dem 
Inhalt des Testes and den vielen Hinweisungen auf bekannte Werke, die die Band- 
noten enthalten, ware vielleicht eine genaue Zeitbestimmung dieser Hs. zu gewinnen. 

3) Der Text ist der von Campanus kommentierte. Der Kommentar ist in 
den Text eingefOgt, wird aber oft durch die Worte: „<iddictonesf' oder „tntfti- 
posita*' hervorgehoben. Dasselbe gilt auch Text 6 und 7; vgl. Seite 146 Note 2. 
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Anfang: Dtdarare uoh quaUter faciam ... 

Schluls: , , . et equidistat arcm - hg ' et iUud est quod demonstrare 
uchmnus, Expktus est tractatus primi - 2 - tertii Ubri Milei de figuris 
spericis, et cum ewis expletione completus est totus Uber eitts, 

8. Jordanus Nemorarius* Hanisphaerium^) (fol. 257^ — 261^). 
t^rsohrift der Seite (mit erster Hand) : Ptanisperium, 
t}l)er8chrift des Textes (mit jtHngerer Hand): „Planispherivm". 
AniEuig: Speram in piano describere^) est singula ptmda dus in piano 

quoUbet ordinare secundum simUitudinem situs . . . 

Satz 1: S^era in quolibet polorum planum contingente, in cuius . . . 

SchluTs: . . . r^presentaMi punchy - f - in piano polum drculi decliuis, 
et hec est intentio auctoris de nouo apposUum, Explicit, 

9. Anonym, de specuUs comburentibus^) (fol. 262' — 266'). 
Oberschrift (mit jilngerer Hand): „De specvlis combvrentib". 
Anfang: De stMimiori quod geometre adinuenerunt, et in quo antiqui 

soUiciti fueruni . . . 

SchluDs: . , . Et stmt fortioris combustionis omnibus speculis, qtwniam 
radii comiertimtur ex tota superficie eorum ad punctum tmum. Explicit de 
speculis comburentibus, 

10. Apollonios' sog. de pyramidibus^) (fol. 265'— 266'). 
'Oberschrift: Ista sunt, que sequtmtur, in prindpio libri Apollonii de 

piramidibus, et sunt anxiomata (sic!), que premittuntur in Ubro illo. 

Anfang: Cum continuatur inter punctum aiiquod . . . 

SoblnCs: , , , et nominatur linea erecta Ivnea, super quam posite sunt 
linee protracte ad diametrum secundum ordinem, 

IL Gerhards (v. Cremona?) Algorismus I— 11^) (fol. 266^—289'). 

1) Dem gegen^ftrtigen von Gampanns (vgl. unten) iiberarbeiteten Plani- 
sphaerium bin ich in den Ck)dd. Basil. F, II, 33 und S. Marco Venet. VIII, 32 (V a- 
lentinelli XI, 90; ygl. unten) begegnet. Der reine, mit Satz 1 anfangende Text: 
„Spera in quolibet punctorum (oder polorum) , . . in commimi ergo sectwne ipsius 
et circuit • poyh - est in o • sicut Ulius puncti, quod proponebatwr*' findet sich im 
Cod. Vatic. 8096 fol. 140^—143' (membr. XIV saec.) mit dem Titel „Plani8perium 
Jordani^ and stimmt mit dem Texte in dem Dracke: Sphaercie atque astrorum 
caelestium ratio natura et motus etc. . . . Valderus 1536 iiberein. 

2) tJber der Zeile hat zweite Hand hier geschrieben : Hec est diffinitio plani- 
sperii; vgl. yoiige Note. 

8) Zu meinen Notizen ilber diese und die folgende Schrift (vgl. Bibl. math. 
1902, p. 71) ist noch hinzuzufQgen: Diese zwei Texte finden sich im Cod. Regin. 
1263 (XIV saec.), und zwar de pyramidxbus fol. 62' — 63', de speculis comburetitWus 
fol. 68' — 69^, letzterer mit dem Titel liber de arte spectdorum comhu/rentium ; gleich 
danach fol^ im Cod. Reg. 1263 die aus dem Cod. Paris. 9836 (vgl. Bibl. math. 
1902, p. 68) bekannte Aufrechnung der mittleren Bucher ,^ecundum Johannitium** . 
Im Cod. Palat. 1877 bildet der Text Tideus: de speculis mit dem Titel: liber 
Tadei de speculis (fol. 11^ — 14') einen Text mit dem Texte de ^culis combu- 
rentibus (fol. 14' — 18^); hier fehlt aber der im Cod. Paris. 9335 zwischen die beiden 
einffeschaltete Text de pyramidibus. Ein innerer Zusammenhang der 3 Texte 
diime kaum stattfinden. 

4) Ediert in Heibergs ApoUoniosausgabe, Prolegomena, p. LXXVff. 

6) Im Cod. Digby 61 heifst das Werk: Algorismus magistri Genardi in in- 
tegris et minuUis, vgl. Cat. Codd. Mss. Bibl. Bodl. IX confecit Macray, Oxonii 
1888, p. 68—64 und Boncompagni, Delia vita e delle opere di Gherardo Ore- 



150 Nachtrag. 

Cberschrift: Tractattis magistri Gernardi (sic!) de algarismo, 

Anfang: Digitus est amnis numerus minor decern, — Articulus esi amnis 
numerus, qui digitum decuplat, aut digiti decuplum, aut decupli decuplum . . . 

Satz I, 1: Ex maaimo et minimo cuiusUbet Umitis numero constat 
primus numerus Umitis proximo loco superioris. Verbi grcUia sint . . . 

Scblofs: . . . et quanto sepius muUiplicaueris, tanto propinquiorem ra- 
dicem inuenies sicut ex premissis patere potest. Hec sunt, que de miinuciis 
scienda et ideo colUgenda putaui, et eia (?) finit.. 

12. Notiz fiber Astrolabien (fol. 289' letzte Halfte). 

Anfang: OuiusUbet artis studium ad astronomiam spectat, uideUcet a 
qua hdbet originem . . . 

Schlufs: . . . ergo que est primi ad secundum, ea est secundi ad 3^; 
ergo circiUi proportionales, et hoc est proposiium, 

18. Johannes' (de Monte Pessaluno?) Quadrans vetus^) (fol. 289'— 292^). 

Cberschrift: Pradica geometric. 

Anfang: Geometric due sunt partes principales, theorica et practica. 
Theorica est quando . . . 

Scblufs: . . . sic de similibus corporibus siue sint laterate cdumpnc 
sine laterate pir amides siue conice, sperc ucl quomodolibet aiiter se habencia 
simUia corpora. Explicit. 

14. Buch fiber praktische Geometrie in 4 partes^) (fol. 292"" — 296'). 

Cberschrift: feblt. 

Anfang: Artis cuiusUbet consummatio in duobus consistit in thorice (sic!) 
et practice ... (es folgt eine Lobrede fiber die praktische Geometrie und 
dann kommt:) Vobis igitur super geometric practicam iocundum traetatum et 
frudu memorem instruimids, uiddicd quod dc magistri nostfi fonte dulcius 
hausimuSf sicientilms propinemus (sic!). Opus autem nostrum in '4- distinguimus 
partes. In prima planimdriam instruimus superficicrum quantitates inuesii" 
gando. In secunda capacitates corporum d crassitudines inuenire docemus. 
In tertia geomdricas d astronomicas minucias ad predida necessarias docere 
promittimus. In 4" altimdriam mensurare alta docebimus, ita ut principaliter 
geomdHc secundario astronomic hoc opus deseruiat Uieorice igitur exordiamus. 

(Satz 1) Lince rede quantitaten podismari. Esto . . . 

Schlufs: . . . eorum ingenio exerdtando ex indtistria non ignoranda 
prdermisimus, d hec de crassimdria sufficiant. 

12. 

Cod. Vatic, lat. 4571, membr. XIV saec. (ca. 1350—1375) 32,5x24,0 cm. 

Dieser Codex besteht aus 21 numerierten Textfolien und einem leeren 
Schlufsblatt. Die Folien 1 — 18 bilden 3 Quatemionen aus je 3 Lagen; 

monese, Boma 1851, p. 57. Das Werk hat im Cod. Begin. 1261 2 Bficher mit bezw. 
48 und 42 S^tzen; von diesen fehlen im Cod. Digby 61 die SSrtze U, 9-— 42, wenn 
Macrays Angaben richtig sind. 

1) VJher diesen in zahlreichen Hss. vorkommenden Text vgl. z. B. Stein- 
Schneider, Hebr&ische Cbers. p. 611 — 613. 

2) t)ber diesen Text, der mir sonst nicht begegnet ist, kann ich keine Auf- 
schliisse geben. Die ganz kurzen Siitze sind nicht aufgezahlt. Der gegenw&itige 
Text diiiite fibrigens nicht voUstandig sein. 
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jedes der letzten 3 Folien ist ftkr sich hinzugeftlgt. Die Schriftflache ist 
23,5 X 17,0 cm; die Schrift steht in 2 Kolumnen, deren jede 23,5 X 7,8 cm 
mifst. Die Zeilenzahl yariiert zwischen 52 and 55. Der Text mit Aus- 
nahme von fol. 21 ist yon einer Hand geschrieben. Datiemngen oder 
Subskriptionen kommen nicht vor. Der Inhalt ist folgender: 

1. Menelaos' SpMHk I— III (fol. 1'— 20^). 
Cberschrift: Primus liber Millet in figuris spericis, 
Anfang: Dedarare volo quality faciam ... 

Schlnls (fol. 18^): , , . et equidistat arcm hg • et iUud est quod de- 
darare voluimtM, Explettis est tractattis primi - 2 » 3 - libri Mile* de figuris 
spericis, et cum eius completione completits est totus liber eius. Die Figuren 
zum Menelaostexte folgen fol. 19' — 20'; die Figur zn III, 5 ist verzeichnet. 

2. Textfragment (fol. 21), dessen Inhalt weder mit der Mathematik 
noch mit den Natorwissenschaften zu thun hat. 

13. 

Cod. S. Marco Vei^etiarum lat. VIII, 32, membr. XIV saec. (in Valen- 
tinellis Katalog XI, 90). 

Was die Beschreibung dieser Hs. betriflft, verweise ich auf Valen- 
tinelli. Der Inhalt ist folgender: 

L Theodosios Sphdrilc I—III^) (fol. 1'— 35'). 

tJberschrift: Indpit 1"* liber Theodosii de speris. 

Anfang: Spera est figiira solida, una tantum super ficie contenia . . . 

Schlnfs: . . . sicut processimus in demonstratione antepremisse per quar- 
tam. IkcpUcU Uber Theodosii de speris cum commento Gapani (sic!). 

2. Menelaos' Spharik I— III (fol. 35'— 84^). 

tlberschrift: Indpit T** liber Milei de arcubus, 

Anfang: Dedarare uolo qualiter faciam . . . 

SchluDs: . . , et equedistat arcui • bg - et illud est quod denwnstrare 
tioluimus, Expletus est tradatus primi, 2^ d terdi libri Milei de figuris 
spericis, et cum eius expletione compldus est totus liber eius, 

8. Jordanus Nemorarius^ PlanispJiaerium (fol. 84^ — 90'). 

Cberschrift : Indpit planisperium, 

Anfang: Speram in piano describere est singula puncta eius in piano 
quolibd ordmare secundum simiiitudinem situs . . . 

Schluis: . . . representdbit pundum - f • in piano polum circuli dediuis, 
d hec est intentio oMctoris de nouo appositum. Explicit. 

4. Anonym, de speculis comburentibus^) (fol. 90' — 94^). 

tJberschrift: Indpit liber de speculis comburentibus. 

Anfang: De sublimiori quod geomdri (?) adinuenerunt, d in quo atitiqui 
soUiciti fuerunt ... 

SchluTs: . , , Et sunt fortioris combustionis omnibus specuiis, quoniam 
radii conuertwntur ex tota superficie earum ad punctum unum, Explidt de 
speculis coniburentibus. 



1) Die Texte 1—8 haben alle den Kommentar des Camp anus in den Text 
eingefagt. Vgl. oben Seite 146 Note 2 und Seite 149 Note 1. 

2) tJber die Texte 4—5 vgl. oben Seite 149 Note 3. 
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5. Apollonios* sog. de p^armdOms^) (foL 94'— 96'). 

Cberschrift: Ista sunt, que sequuniur, in primo (?) Ubiro Apollonii de 
piramidibus, et sunt anxiomata (sic!), que premittuniur in Ubro iUo. 

Anfang: Cum coniinuaiur inter pundum aUquod . . . 

Schluls: . . . d naminatur Unea recta tinea, super quam posiie sunt 
linee protrade ad diametrum secundum ardinem. 



Von den bis jetzt ermittelten lateinischen Menelaoshandschiiften barren 
Docb folgende einer Untersuchnng (vgL Seite 12): 

14. Cod. Rbeno-Trajectoriae 725 (Utrecbt), 

15. Cod. Parisinus 7251, 

16. Cod. Bodleianns 6556 . 9 (verscbollen?), 

17. Cod. Digby 168 f Oxford), nur Fragmente, und 

18. Cod. Digby 178 (Oxford), nur Fragmente. 

2. 

Dem Leser sind wir nocb den Nachweis scholdig, dais der Kommentar, 
dem wir in den znr Klassc B geb5renden Menelaosbss. begegneten, in der 
That Campanus zozuschreiben ist. Dieser Nachweis ist imserer Ansicbt 
nach nicht unwicbtig; denn die W&^digung des Campanns ist bis jetzt 
sehr unsicher gewesen; der Nacbweis aber, dafs er derjenige ist, der Mene- 
laos' SpMrik kommentiert bat, entscbleiert zugleich, wie wir seben werden, 
eine umfangreicbe Tbfttigkeit, die Camj^anus als Eommentator entfaltet 
bat, and von der wir bisher nnr teilweise nnterricbtet waren. 

In den Codd. S. Marco Venet. Vm, 32 (d. b. Valentinelli XI, 90), 
Reginensis 1261 iind Palatinus 1351 (vgl. oben) findet sicb Tbeodosios' 
SpMrik mit .einem Kommentar, welcher in der erstgenannten dieser Hss. 
dem Campanus beigelegt wird (vgl. oben Seite 151 und Bibl. matb. 1902, 
p. 67). Gleicb auf den Theodosiostext folgt in alien drei Hss. der kom- 
menticrte Menelaostext. Deswegen ist natUrHcb nocb kein zwingender Grand 
vorbanden, aucb Campanus den Menelaoskonmientar beizulegen. 

Eine genauere Untersucbung der beiden Konmientare macht es aber 
unzweifelbaft, dafs sie denselben Urheber baben. Der Konmientar zu Tbeo- 
dosios n, 15 (entspricbt II, 12 des griecbiscben Textes) bat namlicb diesen 
Passus: De Hneis autem tneqvuUUms dico, quod maior resecabit maiorem 
arcum et minor minor em; que autem maior em resecat arcum, ilta est maior, 
que autem minor em, Ula est minor. Quod hie proponitur de fadU proba- 
hitur eodem argumentaHonis genere, quo auctor probat principale proposiium; 
et uald istud ad • 8 - Milei, ubi dicUur in commenti fine Utius 8*: „et 
erit Unea egrediens ex - g > ad • (J • etc/' — In den fOnf mir bekannten Hss., 
die den kommentierten Menelaostext entbalten, begegnen wir in der Tbat 
aucb im Beweise des Satzes I, 8 den Worten: et erit Unea egrediens ex 
' e * ad ' d ', und als Konmientar dazu (in den Codd. Palat. 1351 and 
Vindob. 5277 also am Rande) den Worten: Jioc patd per hoc, quod ego 
apposui ad 15 secundi Iheodosii, 

1) Dieser Text ist Valentinelli entgangen. 
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Wenn also der Theodosioskommentar, wie es in der Venetianer Hs. an- 
gegeben wird, yon Campanus herr&hii, so ist dasselbe mit dem Menelaos- 
kommentar der FalL Dafs die Angabe der Venetianer Hs. richtig ist, l&fst 
sich aber nicbt bezweifeln Die Kommentare mtLssen nftmlich im 13. Jahrh. 
verfafet sein; denn sie finden sich in Abscbrift in Hss., die nocb im ersten 
Drittel des 14. Jahrb. geschrieben sind, wie Cod. Palat. 1351, und in dem 
Eommentar zu Menelaos m, 1 wird Jordanus Nemorarius zitiert mit 
den Worten: sectmdum quod definit Jordanus in commento odaucte proposi- 
tianis noni libri arismeHce sue; femer kommen in den Eommentaren zu den 
zwei sph&riscben Werken mehr als ein Mai Hinweisungen anf den wohl- 
bekannten Enklidkommentar des Campanus yor. An der Autorschaft 
Campanus' zweifelte auch der Kardinal Pomponus Ce9io nicbt; fElgt er 
doch in seiner Abscbrift von Tbeodosios' SpMrik, d. b. Cod. Vatic. 3380 
(ygl. oben) fol. 21' bei den Textworten: hoc enim necesse est, quemadmodum 
demonslrauimus in prima decimi am Bande binzu: nota, quod hmc constat 
hone esse eaopositionem Campani. 

Nunmebr nimmt es kein Wander, dafs im Cod. Regin. 1261 die drei 
Btlcber der SpMrik des Tbeodosios als Bucb 16 — 18 der Elemente auf- 
gezftblt werden (ygl. Seite 148). Campanus bat eben die Elemente des 
Enklid und die SplUmk des Tbeodosios als Fundament der Geometrie 
betracbtet und bat die beiden Werke, denen meistens aucb Menelaos' 
Sphdrik binzngeftlgt wurde, mit weitlaufigen Kommentaren und einem ganzen 
Netz yon gegenseitigen und zwar sebr nutzlicben Hinweisungen verseben. 

Ich yermute nun, dafs Campanus' Herausgebertbfttigkeit (denn so 
mtlssen wir sie nennen) mit diesen drei Kommentaren nocb lange nicbt 
erscbdpft ist. Ein Werk wenigstens kommt binzu, nftmlicb Jordanus' 
I^nisphaerium, yon welcbem ein ktlrzerer, reiner und ein l&ngerer mit 
Kommentar yersebener Text vorliegt, und dieser Kommentar ist wabrscbein- 
licb aucb dem Campanus zuzuscbreiben. Im Cod. Regin. 1261 (vgl. oben) 
folgt das kommentierte JPtanisphaerium gleicb nacb den drei von Campanus 
kommentierten Werken, und in dem Kommentar kommen Hinweisungen auf 
aile drei Werke mebrmals vor. Wie viele aber von den Texten , die eben 
in den Hss. des 14. Jabrb. in zwei Rezensionen vorliegen, Campanus 
tLberarbeitet bat, muTs icb dabingestellt sein lassen. Obwobl die Ent- 
wickelungsgescbichte der Matbematik bis auf Newton nur klar zu legen 
ist durcb die Feststellung und Identifikation der in den lateiniscben mittel- 
alterlicben Hss. befindlicben Texte, so ist in dieser Beziebung nocb yer- 
hftltnism&fsig sebr wenig getban, und Campanus ist nur einer unter yielen, 
deren wissenscbafUiche Tbatigkeit und Bedeutxmg fOr die Nacbwelt nocb 
nicbt festgestellt ist. 

Icb darf bier nicbt zu nennen versaumen, dafs Campanus mdglicber- 
weise der Urbeber ist eines seinerzeit von Steinscbneider 5fters erwabnten 
und dem Tab it ibn Korrah beigelegten kleinen Textes mit dem Titel: 
De figura sectore, welcber in den zwei Drucken: Sphaera mundi, Venedig 
1518 steht. Ln Cod. Vatic, lat. 3098, cbartac. XIV — XV saec. bat dieser 
Text (fol. 109' — ^) nftmlicb die tlberscbrift: ExposUio magistri Campani 
in figura sectore, und im Cod. S. Marco Flor. 184, wo seine letzte Halfte 
gerade binter dem reinen Menelaostexte folgt (an der tJbergangsstelle ist 



154 Naohtrag. 

eben ein Blatt weggeschnitten), steht im alten Inhaltsverzeichnis vome in 
der Hs.: JVactatm Milei et Campani, Tabits Werk mit demselben 
Titel, welches ich nach Cod. Arses alls 1035 untersucht habe, und das ich 
ktlrzlich in dem bisber unbekannten Cod. Neapolit. VUl, E, 33 fand, ist 
jedenfalls viel grofser als der gedmckte Text und nicbt einmal teilweise 
mit diesem identisch. tlbrigens ist Tabits Werk eine recht bedeutungs- 
lose Leistung und der dem Campanns beigelegte gedmckte Text durch- 
^us wertlos. 

8. (Vgl. Seite 8.) 

In einem Aufsatz in der Bibl. math. 1901 habe ich Seite 204 die Un- 
brauchbarkeit der lateinischen Ausgaben (Nilmberg 1537 und Bologna 1645) 
von Al-Battanis Astronomie festgestellt. Ob der Cbersetzer, Plato von 
Tivoli, Oder vielmehr der Herausgeber die Schuld daran hat, konnte ich 
aber damals nicht entscheiden. Ich habe nun Gelegenheit gehabt, die Uber- 
setzung handschriftlich zu untersuchen, und kann konstatieren, dafs Platos 
ttbersetzung, so wie sie in den Handschriften vorliegt, mit dem arabischen 
Texte sehr gut tibereinstimrat. Der Herausgeber hat somit entweder seine 
Vorlage, namentlich was die Zahlen betriflft, konsequent milsverstanden, oder 
er hat eine sehr schlechte Handschrift benutzt. In der Schfttzung von Plato 
von Tivoli als t!bersetzer schliefse ich mich deswegen vollstllndig Curtze 
an (vgl. Der Liber Embadorum des Savasorda in der tfbersetzung des 
Plato von Tivoli, ed. Curtze, Einleitung p. 6). — Die von mir benutzt^in 
lateinischen Al-Battanihss. sind Cod. S. Marco Venet. VIII, 14 (Valentinelli 
XI, 60), membr. XIV saec. und Cod. Vatic. 3098, chartac. XIV — XV saec. 



4. (Vgl. Seite 13 Note 50.) 

Dafs es mir nicht gelungen ist, in Deutschland lateinische Menelaoshss. 
aufzufinden, ist recht sonderbar, da Regiomontanus sicher solche tius 
Italien nach Niimberg mitgebracht hat (vgl. Seite 19, Note 65 und 
Seite 98). Eine Bestatigimg meiner Annahme, dais man in Niimberg um 
das Jahr 1500 den Menelaostext besafs, fand ich ktirzlich in einem Werke 
eines der Nachfolger Regiomontanus^ dem liber de triangtUis sphaericis 
von Johannes Werner. In diesem steht namlich (Buch 2, Satz 10): Hanc 
<^propo8itionem]> Menelaus iuxta codicem, qui in fmt potestate mea demon- 
siravit in propositione secvmda libri tertii. Die nahere Untersuchung dieses 
und anderer Wernerschen Zitate bestatigt, dafs der Niimberger Stadt- 
pfarrer die Gerhardsche tjbersetzung von Menelaos' SpMrik benutzte, 
und zwar sehr ergiebig. 

Nahere Aufschltlsse fiber Werners Werk, das man als verschoUen 
betrachtet hat (vgl. Cantor 11, p. 417 und v. Braunmiihl, Gesch. d. Trig. I, 
p. 133), das ich aber in einer Hs. der Vatikanischen Bibliothek gefonden 
habe, wird man in der Bibl. math. 1902, Heft 2 und flf. finden k()nne]i. 



NACHTRAGE UND BERICHTIGUNGEN 

zu 

„DIE MATHEMATIKER UND ASTRONOMEN DER ARABER 

UND IHRE WERKE«. 



VON 



HEINRICH SUTER 

IN sDriCQ. 



NachtrUge nnd Berichtigangen zn ,,Die Mathematiker 
nnd Astronomen der Araber und ilire Werke". 

Es ist kaum zn yermeiden^ dafs bei der Abfassung eines Werkes von 

"^orherrschend bibliographischer Natur, wie meine Arbeit: Die MatJte- 

***o/ifccr und Astronomen der Araber und ihre Werke (Abhandl. zur 

Qesch. d. mathem. Wissensch. 10, 1900), wo man so viele Quellen zu 

Kate zn ziehen hat, wo man hanptsachlich umfangreiche Kataloge durch- 

gehen mnfis, die eine oder andere Qnelle unbenicksichtigt gelassen, hier 

Qnd da eine Katalogstelle iibersehen werden kann. Es sind mir in neuester 

Zeit noch einige Werke fiber arabiscbe Mathematiker und Astronomen 

zor Kenntnifl gekommen, die mir leider bis jetzt unerreichbar waren, und 

die ich f£Lr die folgenden Notizen benutzt habe, so z. B.: Steinschneider, 

Die hAraischen fjherseUsungen des MittdaUers (Berlin 1893)^); (Robles), 

CcUdlogo de los manuscriios drabes existentes en la bibl. nadonal de Madrid 

(1889)*); G. A. Nallino, I numoscritti arcdn, persiani, siriaci e turcfd 

deUa bM. nasfionale e deUa R accad. deUe sdenze di Torino (1900)'); 

CoUecUons scientifigues de VInstitut des langues orientates de St Petersbourg, 

t. I. (Mss. arabes decrits par le Baron V. Rosen), St. P^tersb. 1877*), 

et t. UL (Mss. persans decrits par le meme), ibid. 1886^); Cataloghi dei 

codici orimtali di aicune biblioteche d' Italia (Firenze 1878 u. flg.).^) Sodann 

hat mich Hr. Prof. G. A. Nalliko in Neapel durch private Mitteilungen 

anf eine Beihe ron Yerbesserungen aufmerksam gemacht; ich spreche 



1) Wird ntiert mit ^STnnsomrEmER, Hebr. Ubers.^^ 

2) Wild zitiert mit ..Madrid.*' 

8) Wild sitiert mit „TuriV* and bezieht sich nur auf die Mss. der Bibl. nazio- 
nale in Tazin. 

4) Wird ntiert mit ,J3t. Petersh. Inst. A.'' 

6) Wild zitiert mit ,^. Petersh, Inst. P." 

6) Wild ntiert mit ,,Cat. d'ltdtia'' ; der Inhalt von 4), 5) und 6) wurde mir, so- 
weii es die Mathematik und Astronomie betrifPb, von Hm. C. A. Nallino in Neapel 
giUiggt mitgeteilt. 
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diesem ausgezeichneten Gelehrten, dessen Kenntnisse anf dem Oebiete der 
mathematischen^ astronomischen und geographischen Litteratur der Araber 
wohl von wenigen Orientalisten der Gegenwart erreicht werden mogen, 
hier oflfentlich meinen ergebensten Dank fQr seine gQtige Hilfe aus. 

Zu Art. 2, 7, 27 u. 28: Nach Nallino ist ,;Naubacht" (pers. = neues 
Gltick) die richtige Lesart, nicht ,^6bacht." 

Zu Art. 7 u. 11: Es ist vielleicht der unter den tJbersetzungen 
Gera&ds von Cremona genannte liber alfadhol i. est arab de hachi (?) ein 
Werk dieses Fadl b. Naobacht (s. Art. 7) oder dann des Fadl b. Sahl 
el-Sabachs1 (s. Art. 11). 

Zu Art. 8: Fiir lat. und hebr. Ubersetzungen von Schriflen MASAllAhs 
verweise ich auf Steinsciineider, H^, Vbers. p. 599 — 603, und auf 
HouzEAU, BMiogr. gmer. de Vastron, I, p. 700 — 702. 

Zu Art. 13: Das Buch der Fragen (masd*il) von *Omar b. el-Far- 
ruchAn el-Tabar! (oder von seinem Sohne MuH. b. *Omar, s. Art. 34) 
befindet sich auch in Beirut (Biblioth. der kathol. Univers. St. Joseph). 

(Nallino.) 

Zu Art. 14: Wie mir Hr. Nallino mitteilt, sind die im Escurial 
(922, jetzt 927) noch vorhandenen Tafeln wirklich diejenigen des JahjA 
B. Ab! Mans6r, genannt die „erprobten Mamunischen^' Tafeln, mil Ein- 
schiebungen aus den Tafeln des KuSjar, Ibn el-A^lam and AbO^l- 
WefA. 

Zu Art. 19 u. Anmerkg. 5*: Zur Zeit, da ich diese Artikel schrieb, 
war mir die ausgezeichnete Abhandlung Nallinos: Al-Chuwarizmi e U 
suo rifacimento ddla geografia di Tolomeo (in den Atti della R. accad. 
dei Lincei, 2^ : 1, 1894) noch nicht bekannt, worin der Verfasser nach- 
weist, dafs die von Spitta Bey aufgefundene, jetzt in Strafsburg (L. arab. 
Cod. Spitta 18) befindliche Schrift des Muh. b. M6sA, betitelt sural 
eJrard (Figur der Erde), eine nach dem Stande der geographischen Kennt- 
nisse der Araber zur Zeit el-MAmCns gemachte Umarbeitung der Geo- 
graphic des Ptolemaus sei. Muh. b. M6sA verfafste femer fQr el-MAmCn 
ein Eompendium des groCsen Simlhind, den MuH. B. iBRAHiM el-FazAri 
aus dem indischen Siddhdnta iibersetzt, oder nach demselben bearbeitet 
hatte; der Fihrist identifiziert dieses Kompendium des Sindhind mit den 
astronomischen Tafeln des Muh. b. MOsA. Zu diesen Tafeln schrieb ein 
gewisser MuH. (od. Ahmed) b. MutannA (od. MutAnA) b. *Abdelker!m, 
tiber den wir nichts weiteres wissen, einen Kommentar, der in Form von 
Frage und Antwort abgefafst und fiir einen Muh. b. ^AlI b. IsmA'Il ge- 
schrieben war; dieser Kommentar existiert nur noch in einer hebraischen 
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Ubersetzung des Abraham b. Esra in der Bodl. (Mich. 835) und in 
Parma (de Rossi 212), betitelt Ta'amc hwhot AMunvdrezmt (Griinde der Tafeln 
des Chowarezmi.) (Vergl. Steinschneider, in Zeitschr. d. deutschen 
morgenland. Gesellsch. 24, 1870, p. 339—391, und Hebr, Ubers. p. 572.) 
— Hr. Nallino giebt in der genannten Abhandlung eine Stelle aus don 
Annalen el-Tabar!s (Ser. III. T. II. p. 1363) wieder, aus welcher der 
Schluls gezogen wird, dafs el-Chowarezm!, welcher dort noch die Bei- 
namen EL-MAdOst el-Qotrobbol! [= der Magier aus Qotrobbol (am 
Euphrat)] hat, i. J. 232 (846/47) beim Tode des Chalifen el-WAhq noch 
am Leben war. Ich habe sein Todesjahr zwischen 220 und 230 angesetzt, 
was nim also vielleicht in 230 — 240 zu verbessem ist, doch mufs ich 
liierQber noch folgendes beifiigen: Mun. b. MCsA el-GhowArezm! und 
MuH. b. MCsA B. SAkir sind jedenfalls ofters yon den spatem Schrift- 
stellem der Araber verwechselt worden (vergl. auch Anmerkg. 6 meines 
Buches). So glaube ich, dafs der von dem Chalifen el-WAtiq zu dem 
ostromischen Kaiser behufs Besichtigung der Hohle der Siebenschlafer ge- 
sandte MuH. b. M68A EL-MuNA6diM (der Astrolog oder Astronom, so 
hei&t er bei Ibn ChordAdbeh, kitdb el-tnasdlik we'l-mamdlik: Biblioth. 
geograph. arabic. P. VI, p. 106) der i. J. 259 (873) gestorbene Mun. 
B. M6sA b. SAkir sei, denn von diesem wird berichtet, dafs er nach den 
ostromischen LSndem gereist sei, um wissenschaffcliche Werke daselbst zu 
erwerben; Ibn ChordAdbeh berichtet (1. c), dafs ihm MuH. b. MCsA der 
Astronom selbst von dieser Reise erzahlt habe, das hatte wohl um das 
Jahr 250 (864), um welche Zeit hochst wahrscheinlich Ibn GhordAdbeh 
das genannte Bach geschrieben hat, Muh. b. MOsA el-ChowArezm! nicht 
mehr thun konnen. ei-t-MoqaddesI schrieb i. J. 378 (988/89) in seinem 
JHidJ) ahsan d'taqdstm (Biblioth. geograph. arabic P. Ill, p. 362) 
nach Ibn ChordAdbeh iiber eine Gesandtschaftsreise, die MuH. B. MOsA 
el-GhowAr£Zm! el-Muna66im im Auftrage el-WAxiqs zu TarchAn, dem 
Konig der Ghazaren gemacht habe, ich glaube, dads dies wiederum Muh. 
B. M0sA B. SAkir ist, und daCs el-Moqaddes! ihn mit dem altem Muii. 
B. MOsA Terwechselt, und deshalb „EL-GHOwAREZMf" noch von sich aus 
hinzugef&gt hat. Ibn Rosteh erwahnt in seinem hitdb el-a'ldq el-nafise 
(Biblioth. geograph. arabic. P. VII, p. 266) einen Auftrag des Ghalifen 
el-Mutawakkil (232 — 247, 847 — 61) an Muh. b. MfrsA el-Muna66im 
zar Auswahl eines Bauplatzes fiir eine zu griindende Stadt, auch dies ist 
wohl Muh. b. MOsA b. SAkik. Zur Bestatigung der oben ausgesprochenen 
Vermutung fiber den Trager der Sendung nach der Hohle der Sieben- 
sch^fer erwahne ich noch, dafs Mas'OdI in seinem Mtal) el-Uinhih wel- 
isrdf (Biblioth. geograph. arabic. P. VIII, p. 134) diesen Gesandten 
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geradezu MuH. B. M6sA B. SAkir EL-MuNAd6iM nennt.^) An andem 
Stellen dieses Buches (p. 186, 199 und 222) wird MuH. b. Mtsk el- 
ChowArezmI, bezw. blofs EL-CHOwAREZMt, mit seinen Tafein erwahnt^ 
ohne den Beinamen el-Muna66jm. Man ersieht ans allem diesem, dab 
das strenge Auseinanderhalten beider Autoren schwierig ist, nnd desbalb 
ist auch die Moglichkeit nicht ansgeschlossen, dafs el-Tabab! in der oben 
zitierten Stelle den MuH. b. M6sA b. §AkiR; der gewohnlich EL-MuNAdduf 
genannt wird, mit dem altism Mun. B. M6sA yerwecbselt hat, nnd also 
Yon sich ans, wie dies el-Moqaddes! gethan haben mag, „el-ChowA- 
REZMf^ hinzugefQgt hat; ich will allerdings nicht yerschweigen, dais der 
Beiname £L-MAdCst, der aber nnr bei el-TabarI vorkommt, eher f&r die 
andere Ansicht spricht, die Hr. Nallino in der genannten Abhandlnng 
yertritt. Um schliefslich das Material zn dieser Frage zu yervollstandigeDy 
soweit wir es imstande sind, sei noch erwahnt, da(s einige arabische 
Qnellen^ noch einen dritten MuH. B. MOsA erwahnen, der den Beinamen 
EL-(vALis (der Gesellschafter, Genosse) hatte, imd ebenfalls Astrolog and 
Zeitgenosse yon JahjA b. Ab! MansCr nnd noch yon AbO Ma^Sar war. 

Zn Art. 24: Nach Nallino ist „Sened'' (oder San ad) die richtige 
Lesart, nicht „Sind". 

Zu Art. 26: Das Buch „liber die Urteile ans den Gestimen^ (kitdb 
ahkdm el-nugum) des Sahl b. BiSr befindet sich anch in BeirClt (Biblioth. 
der kathol. Uniyers. St. Joseph). (Nallino.) 

Zu Art. 29: JahjA b. el-BatrIq dbersetzte noch ans dem Griechischen 
ins Arabische die Meteorologie des Aristoteles, die arabisch in hebraischer 
Schrift yorhanden ist im Vatikan (Hebr. Nr. 378), nach Steinschneideb, 
Schriften d. Araber in hebr. Handschr,, in Zeitschr. d. deutschen 
morgenl. Gesellsch. 47, 1893, p. 342. 

Zu Art. 31: Nach Nallino wurde das hier genannte astrologische 
Werk des Ibn HibintA nach 330 (941/42) yerfafst; die yon mir gemachie 
Angabe 214 befindet sich im MUnchener Katalog yon Aumer. 

Zn Art. 39: el-FargAnIs „Elemente der Astronomie^* existieren in 
der hebr. tfbersetzung des Jakob Anatoli noch in Berlin (Cat y. Stein- 
schneideb 116), Mfinchen (Cat. y. Steinschneider 46), Wien (176), 
Vatican (385), Oxford (Bodl. Hunt. 414, Mich. 48, 49, 835), etc., nach 
Steinschneider, Hebr, Ubers. p. 554 — 55. 

Zu Art. 43: (p. 21, Note b): Die Lesart des Textes , fiber die erste 
Bewegung der Sphare'^ ist nach Nallino die richtige; es ist dies die tag- 

1) Im Inhaltsverzeichnis dieses Bandes der Bibl. geograph. ist aber dieser 
Autor mit Muh. b. Mijsa sl-Chowarezh! kl-Munauuih identifiziert. 

2) Abulfab. p. 248, Obers. 161, und Ibn bl-Qifti, Mtlnchener Mb. 440, fol. 108*. 
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liche scheinbare Bewegung des ganzen Himmelsgewolbes von Ost uach 
West, welche die arabischen Astronomen „die Bewegung des Universums*', 
oder „die erste Bewegung^' nennen. — Ich habe p. 21, Z. 7 v. o. das 
arabische bi-tariq ia'Umi mit „durch VemunjFtgriinde" iibersetzt, 
Hr. Nallino zieht yor zu ubersetzen „auf mathematischem Wege"; ich 
weifs wobl, dafs taUmi sehr haufig die Bedeutung ,,mathematisch'' hat, 
aber was soli dann das folgende ,,aiif geometrischem Wege'' noch be- 
deuten? — 'In St. Petersb. Inst. A. (Nr. 191, 3®) befindet sich ein astro- 
logisches Werk, das den Sohnen MCsAs zugeschriebeu wird, es heifst 
kitab d-daragdt (das Bnch der Grade), iiber die Natur (das Wesen) der 
Grade, Qbersetzt aus den Biichem and Gelehrten Indiens. Kosen teilt ein 
groCseres Stdck aus der Vorrede mit, woraus sich ergiebt, dais das Buch 
eine rerbesserte Redaktion yon drei wahrscheinlich aus dem Indischen ins 
Arabische tLbersetzten Werken ist. Es beginnt nach der Vorrede mit den 
Worten: ;,Da8 ist der Anfang dessen, was wir aus dem Buche iibersetzt 
haben. Es sagt der Autor des Buches: Die Sphare (d. h. der Zodiacus) 
wird in 360 Teile geteilt, und jeder dieser Teile wird Grad geiiannt.'' 
Das Buch handelt also Uber die astrologische Natur jedes der 360 Grade 
des Zodiacus. (Nallino.) Ist dieses Werk yielleicht identisch mit dem 
^uch der drei'^ von Muu. (p. 21, Z. 4 y. o.), aus dem man bis jetzt nichts 
machen konnte, oder mit dem „Buch iiber den Teil" (p. 21, Z. 5 v. o.), 
Ton dem das gleiche gilt? — ;;I^i6 Mechanik^' befindet sich auch in 
Gotha (1349) und in Berlin (5562) 

Zu Art. 45, p. 25 u. Art. 95, Note e): Das Instrument dot d-so'batain 
ist nach Nallino das Orgmum parallaktikon des Ptolemaus, oder die 
parallaktischen Lineale (auch triquetnim). — Das ,yd<iwdrad hanizag^ 
konnte ich, wie auch FLiiOEL (Ausgabe des Fihrist, I. Bd. p. 21) nicht 
erklaren; nun finde ich nachtraglich in der Arbeit Horns: ,fAtis italienisdien 
Siblialheken^ (Zeitschr. d. deutschen morgeul. Gesellsch. 51, 1897, 
p. 15) als Titel eiues persischen Ms. des Vaticans (Nr. 68): duwdzdeh 
burg-i falak elrafldk (die zwolf Uauser des Thierkreises); es ist also wohl 
tinzweifelhaft^ daCs statt dawdrad lianizag zu lesen ist duwdzdeh burg (die 
2Ewdlf Hauser), was in arabischer Schrift leicht in das erstere iibergehen 
kann. — Von bl-Kind1 existieren hebraische Ubersetzungen yon folgen- 
den Abhaadlungen; „tJber die Nativitaten", in Miinchen (304), Paris (1028, 
1055, 1056), Vatican (477); „iiber den Regen," in Paris (1055); „iiber 
die den hohem Wesen beigelegten Ursachen, welche die Entstehung des 
Regena bedingen", in Miinchen (304, 356), Paris (1028, 1055), Vatican 
(477); yielleicht alle drei yon Kalonymos b. Kalonymos iibersetzt (yergL 
Steinschneideb, Hebr. Uhers, p. 562 — 64). 

Abh. s. Geieh. d. math. Wissensch. XIV. 11 



Zu Art 'yyy. Fur weit^r*? lateinj^he CberBetzangen ron WeAmABf 
3Ia'kak>. versrl. HorzEAU. BtVUjf^r /I'wr. A Vashrom, L 702— <6. 

Zu Art */^: ..Da* Buch <ler astronomiscben Beofaftclitinigai^ iii n 
HtreJcLen: liA^;! Chalfa III. 47* > erwahnt Itlofs die Beobachtongeiiydie v<mAB(t 
Haxika \ittiii!^:hx worden sind, aber kein Buch fiber dieselben. (NiLLBO.) 

Zn Art. ^'}2: ^yCber den Umlaof der Geburtsjfthre^ ist TielkicU ii 
einer lateiuis^rheii Cben^etznng de:? PLATr» vox TivoLi noeh voiiiaiidaii 
l^ariK 74:^1^, 4"/: Alka.skn kimi Alkasit 'EL-Hasax b. elhCha$1b?) Iflff 
cfe natiriUitam revohitumihus. Im Text heifst es nach BokcxixpaGXI (DA 
rtrsioftl foft<' fia Pi.ato.su Tiblrtiso. Estratto p. 40) alleidings: Alkasoe 
FiLiJ AaiASiTH. ' Vergl. auch Steinsc'HXEIDER in Zeitschr. d. dentsclin 
rnorgenl. Oesellsch. 24, 1>^70, p. 33H.i — Sein Liber de nativittUim 
exifftiert auch in hebraischer Ubersetzung des Isaak AbCY-Chaik & 
Samcel (14'JHj in Fans (1033, Hj91 i. (VergL Steikschkbider, EUr. 
AVr-s. p. 54*5. J 

Zu Art. OG: p. 3f>: Das Ms. 4104 (Hebr.) des Brit Mas. enthilt 
arabisch abffr in hebraischer richrift: kitdh tnshU d-megisfi (das Bach der 
Erleicht<;rung des Almagestes), wahrscheinlich nnvollsiandig (vergL Steix- 
s<:ifNEiiiEK, Hchriftet\ der Arabcr in hebr. Hantlsdir.^ Zeitschr. i 
deutschen morgenl. Gesellsch. 47, 1893, p. 367); es ist dies ent- 
wfnler das Werk, dem ich p. 35, Z. 5 v. o. den Titel „das Bach der Aob- 
leguiig rKoiiiinentar; des Almagostes'^ gegeben habe, oder dann das un- 
inittelbar iV>lgende; in der That steht bei Ibn Abi U^AiBfA I, 218 bei beiden 
Werkeri da** Wort tashil (Erleichterung), das ich etwas freier mit „Er- 
klarung'^ bezw. „Auslegung'' libersetzt habe. — p. 35 oben and p. 36 antes 
ist statt ,,llber die Ueclinung nach den Neumonden^^ zu lesen ^Ober die 
Iferei'hnuiig (b.'S Erscheinens dor Neumonde". (Xallino.) — p. 35, Note b): 
Das l*arifler Ms. 2457, i:»® handelt nach Nallino nicht Ciber die Trepi- 
dation der Fixstenu;, sondern iiber die Ungleichheiten der Bewq^ang der 
Sonne, von den Alten mittelst exzentrischem Kreis and Epicykel erklaii 
Cher die Trepidation handelt ein Brief Tabits an Is^Q B. HONEIN, der 
durch Ibn .IflNis uns erhalten gebliel)en ist (vergl. Caussin, Notices et 
extr. VII, p. 114 — IIH). Sehr wahrscheinlich handelte darQber aach die 
arabisch nicht niehr vorhandene Schrift „iibcr die Bewegung der Hinmiels- 
sphare" (p. 35, Z. 10 v. o.), die aber wahrscheinlich noch in lateinischer 
Obersetzung existiert unter dem Titel: de motu octavae ^unerae, in Paris 
(71!)5, 14®, und l()2ll)^j, im Vatican (4275 and 4083, in Terschiedener 
Hlxirsetzung Nallinoi), oder de nwtu aeeessUmis et recesskmis, 'in Paris 

I) Vergl, DEUMBEK^JiistoiredeVastrofiomie du mayeti age (Paris 1819), p. 78—75. 
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(933.5), in Florenz (St. Marco, Armar. 4, Nr. 27; bei Montfaucon, 

p.- 428), in Oxford (Cat. Mss. Angl. I. Nr. 6567); gednickt wurde dieselbe 

liinter Sacro Boscos Sphaera und Gerards Tlieorim planetarum, in 

Bologna 1480 und Venedig 1518 (vergl. Steinschneider, in Zeitschr. 

ftlr Mathem. 18, 1873, p. 331—338). Femer erwahnt Steinschneider (1. c.) 

aoch folgende lateinische tlbersetzungen TAsiT'scher Schriften: de quan- 

Uta^ibus steUarum, Paris (7215, 6^); ds proportionHms, Oxford (Cat. Mss. 

AngL I. Nr. 6567), es ist dies yielleicht seine Abhandlung fiber das zu- 

lammengesetzte Yerhaltnis; de proprietaMbus qmrundam stdlarum, Paris 

(7337, 22^); de recta imagincUione^) spJiaerae coelestis, Paris (7195, 12^), 

Oxford (Cat. Mss. AngL I. Nr. 6567). — p. 36: „tJber die befreundeten 

Zahlen^ befindet sich auch in Eonstant. (4830, 4^); diese Schrifb wurde 

Ton WoEPCKE im Journ. asiat. 20^, 1852, eingehend besprochen. — 

p. 37: Die Lesart qarasfun ist die richtige, nicht farastun, yom griech. 

%aQi6xianf (vergL auch Dozy, Suppl. aux dictionn. araheSy t. II, p. 327). 

(Nallino.) — Seine Abhandlung ttber „die Transversalenfigur'' wurde von 

Kalontmos b. Ealontmos (1313) ins Hebraische (ibersetzt, und befindet 

nch in Oxford (Bodl. Hunt. 96 = Neub. 2008). (Vergl. Steinschneider, 

flefrr. Vhers. p. 588—90.) 

Zu Art 77: p. 41: „tJber die Rechnung d-taldqi auf dem Wege der 
Algebra^^; hierzu vergl. man: Zu Art. 204. — „tJber den Gebrauch des 
Himmelsglobus^ befindet sich auch in spanischer tTbersetzung in den 
lAbros dd saber de asironomia, Vol. I, p. 153 — 208: Libro de la faygon 
ddVespera et de sus figu/ras et de sus huebras di Cozta d sabio (Nallino); 
ebenso in hebraischer des Jakob b. JVIachir in Miinchen (Cat. v. Stein- 
schneider 246, 249, 261), Paris (1030, 1031, 1053, 1065), Oxford (Bodl. 
Mich. 836), Brit. Mus. (Aim. 213), etc., nach Steinschneider, Hebr, 
Obers. p. 552. In lateinischer tTbersetzung existiert sie aufser in Oxford 
noch in Wien (5273, V), (Curtze). — Seine tTbersetzung der Spharik des 
Theodosius ist auch noch arabisch in hebraischer Schrift in Paris 
(Hebr. 1101) vorhanden (vergl. Steinschneider, Zeitschr. d. deutscheu 
morgenL Gesellsch. 47, 1893, p. 367); diejenige von Herons Mechanik 
(liber das Heben der Lasten) befindet sich auch im Brit. Mus. (Add. 23394) 
and in Eonstant. (2755); sie wurde aulser von Carra de Vaux noch heraus- 
g^eben von L. Nix: Heronis Alexandrini opera quae supersunt omnia, Vol. 
D, Fasc. I (Leipzig 4900). 

Zu Art 78: p. 43, Z. 1 u. 4 v. o.: Statt Nr. 2 ist zu lesen Nr. 3 und 
umgekehrt. Die 0bersetzung des Kommentars zum Centiloquium des 



1) PxLAMBBB (1. c. p. 76) hat mognitudine statt imaginatione. 

11* 
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Ptolemaus hate ich nach Steinsciineider dem Plato von Tivoli zu- 
gewiesen (s. p. 43, Note c), obgleich, wie mich Nallino daranf aufmerk- 
sam macht, Boncompagni in seiner Schrift Delle versioni faUe da Platone 
TiBURTiNo etc." (Atti delT accad. pontif. de' NnoTi Lincei 1852 imd 
EstrattO; Roma 1851) diese Ubersetzung Platos nicht kennt; es ist 
dies freilich kein zwingender Beweis gegen die Ansicht Steinschneiders, 
welcher ans der Jahresangabe (530 d. H.) auf Plato schliefst, da er 
nirgends in den tTbersetzungen des Joh. Hispalensis eine Jahresar^be 
in muhammedanischer Zeitrechnung gefimden habe. 

Zn Art. 81: Von Ab6 EAmil So6A* b. Aslam befinden sich wahr- 
scheinlich noch drei Abhandlongen in latein. tJbersetznng in Paris (7377 A.): 
die erste beginnt fol. 93 und ist ein Brachstiick seiner Algebra; dann 
folgt sub Nr. 5: Scholium de mensuratione pentagoni et decagoni, mit dem 
Anfang: dixit Abu Camel Ssagia fl. Ibrahim (I) aggregator isHus libri; 
endlich sub Nr. 6: Anonymi tractatus de arithmetica; es sind dieses seine 
in Leiden (1003) arabisch vorhandenen ,,unbestimmten Aufgaben". Alle 
drei Abhandlungen existieren in hebraischer Ubersetzung Ton Mordechai 
FiNZi (urn 1473), in Miinchen (225) und Paris (1029). (Vergl. Stein- 
SCHNEIDER, ffebr, tfbers, p. 584—88.) 

Zu Art. 88: Der Kommentar des Anaritius (el-NairIzI) zu den 
Elementen des Euklides in der Ubersetzung des Gerard von Cremona 
befindet sich wahrscheinlich auch in einer spanischen Bibliothek, namlich 
in derjenigen des Bischofs Gonzalo Palomeque in Cuenca (vergL 
R. Beer, Handschriftenscfidtze SpanienSy Wien 1894, p. 147). 

Zu Art. 89: Nach Nallino ist die Angabe des Fihrist richtig, dafs 
el-BattAn1 auf der Feste Giss (JAqOt liest Ga$^) bei Sarr-man-ra'a (oder 
nach JAq6t besser Surra - man rd' a) und nicht auf der Feste Hadr, wie 
Ibn ChallikAn berichtet, gestorben sei. — Nach demselben Gelehrten hat 
das Ms. des Escurial der Astronomic des BattAn! 244, nicht 229 Blatter; 
ebenso halt er die Angabe, dafs dieses Werk in zwei Ausgaben erschienen 
sei, fiir unrichtig; es ware also das Jahr 299 fttr die Orter der Fixsteme 
zu korrigieren in 267 (880/81), und meine Anmerkung 20* fiele dahin. 
Derselbe halt auch die Abhandlungen Centiloquiumy de horis planetarumy 
de ortu triplicitatumy die einem Bethen zugeschrieben werden, nicht fOr 
solche el-BattAnIs, jedenfalls haben sie nichts mit dem Buche „{iber die 
Kenntnis der Aufjplnge der Hauser" zu thun. 

Zu Art. 96: Ich glaube, dafs fiir diesen Arzt und Geometer der rich- 
tige Name el-MAward! sei; der Philosoph Ab6 JahjA el-Merwaz1 hatte 
nach Mas'Cd! (kitdlf el-tanbih we'lisrdf: Biblioth. geograph. arab. 
P. Vm, p. 122) den Nameh IbrAhIm. 
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Zu Art. 99: Zig d'tailisdn (oder besser d-tailasdnj-^ nach Nallino 
soil es sich um eine kleine Tabelle zur Berechnung des Tagebogens der 
Sonne und der Aquinoktialzeiten handebi; der Name p>ilasdn soli you der 
Form der Tafein (Rechteck mit Diagonale) herriihren, jedes der dadurch 
entstehenden Dreiecke heifst failasdn. — In Leiden (1107) befindet sich 
ein astrolog. Werk^ betitelt: Das Buch der Gesamtheit der Urteile aus 
den beiden Finstemissen und der Konjunktion der beiden Planeten Saturn 
and Jupiter etc.; gesammelt und verfafst von AbC'l-Qasim b. MA6i)k aus 
den Schriften Ibn KAbirs (?), el-KindIs, Ibn (Ant) el-Cha§1bs, Saul b. 
BiSrs und Hermes': darin wird allerdings eine Konjunktion aus dem Jahre 
699 d. H. erwahnt; was entweder ein Fehler ist, oder das Werk ist nicht 
von Ibn AnAddR. 

Zu Art. 116: JCfeanna b. Hailan, der Lehrer el-FarAb1s in Philo- 
sophie, wird von Mas^CdI im kitdb d-tanbih we'l-isrdf^ 1. c, p. 122 erwahnt, 
und sein Tod in die Regierungszeit des Chalifen el-Moqtadir (295 bis 
320, 908 — 932) gesetzt. — El-FArabis „Kommentar zu den Schwierig- 
keiten der Einleitungen des 1. und 5. Buches des Euklides^' ist noch in 
hebraischer tJbersetzung wahrscheinlich von Moses b. Tibbon vorhauden 
in M&ichen (Cat. v. Steinschneider 36 und 290), nach Steinschneider, 
Hehr, Ubers, p. 609. 

Zu Art. 119: „tJber die Tagewahlerei" existiert in lateinischer tlber- 
seizung {de electionibtis) von demselben Ubersetzer (Abraham Savasorda) 
auch in Paris (16208), aber mit dem Ubersetzungsjahr 1133. (Nallino.) 

Zu Art. 124: „d3er die Neigung (Schiefe) der partiellen Neigungen" 
kommt Hm. Nallino, wie iibrigens auch mir, unklar vor, der erstere 
schlagt vor zu lesen: ft mail el-ay zd' (fiber die Neigung der Teile, d. h. der 
einzelnen Grade des Zodiacus). 

Zu Art. 132: EL-QABtsts Einleitung (mmlchal) beiindet sich auch 
arabisch in hebraischer Schrift in Oxford (Hebr. 1, 453), nach Steinschneider 
(Zeitschr. d. deutschen morgenl. Gesellsch. 47, 1893, p. 351); die 
erste lateinische Ausgabe erschien nicht in Yenedig 1485, sondem in 
Bologna 1473, darauf folgen diejenigen von Venedig aus den Jahren 1481 
u. 82, dann erst diejenige aus dem Jahre 1485 (vergl. Houzeau, Bihliogr. 
de I'asiron, I, p. 705). — Die Abhandlung „uber die Konjunktionen der 
Planeten^, von der ich nur eine franzosische Ubersetzung angegeben habe, 
iet von JOH. Hispalensis ins Lateinische iibersetzt worden, und ist im 
Druck herausgegeben, in Venedig 1485, 1511 u. 1521, als Anhang zu 
seinem liber ifUroduciorius oder ysagogieus unter dem Titel: Tractatus 
notabilis Alchabitii de conjuiicHonibus plafictarum in ditodecim signis et 
earum pronostids in revolutionibus amiarum, — Nach seinen eigenen An- 
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gaben im liber introdud, verfaljste EL-QABt^t auch ein Buch iiber die 
numOddrdt (Horoskope)^ imd ein anderes in canfimmHofie magisterii ituii' 
ciorum astrorum et in destructione epistokte Saissebenhaii (Hasan b. *Al!?) 
in anmdatione eius ex ratiocinatione, (Nallino.) 

Zu Art. 138 u. Anmerkg. 30: ^^as Buch der Fixsteme'^ befindet sich 
auch in St. Petersb. Inst. A. (Nr. 185), in einem yorzflglicben Ms., das 
Yon ScHJELLERUP bei seiner Ausgabe nicht ben^tzt worden ist. (Nallino.) 
— Die ^^bhandlung iiber das Astrolabinm und seinen Oebrauch^ ist anch 
in St. Petersb. Inst. A. (Nr. 190, 4®) vorhanden. (^Nallino.) — Die 
,,Argtlza iiber die Pixsteme" ist nicht von ^AbderrahmAn el-S^fI, son- 
dem von seinem Sohne Ab6 *ALt b. ABfL-HosEiN (Hasan) el-S6p!, 
worauf ich auch in Anmerkung 30 hingedeutet habe; der Anfang des 
Gedichtes nach der Anrufung Gottes heifst: „Dies sind die Worte Ab6 
^AlIs, des Sprofslings (nagl) Ab6*l-Hasans el-S6f!/* und der letzte Vers 
beginnt: ^es erwahnt sie (die Sterne) mein Vater in seinen Bfichem." 
Ein Exemplar dieter Arguza existiert auch in Bologna (Rosen, Les manusc, 
orient de la collection Marsigli a Boloffne; Roma, Accad. dei Lincei, 
Memorie I23, 1884, Nr. 422). (Nallino.) 

Zu Art. 148: tJber MuH. B. LuRRA finde ich nachtnlglich eine Stelle 
im kitdb elra^ldq el^nafise von Ibn Rosteh (Biblioth. geograph. arab. 
P. Vn, p. 160), wo es im Art. „die Stadt Ispahan'' heifist: „MuH. B. IbrahIm, 
bekannt unter dem Namen MuH. B. Ludda* (al. Lurra) elJ^pahAnI^ der 
Geometer, hat sie ausgemessen, er sagt'': (folgen die Angaben iiber ihre 
Grofse, Zahl und Namen der Thore etc.) Da Ibn Rosteh sein Werk 
c. 290 (903) geschrieben hat, so mufs MuH. B. Ludda vor oder um diese 
Zeit gelebt und geschrieben haben. 

Zu Art. 150: Durch die Worte HAdi Chalfas: „dixit duos se vi- 
disse etc." ist keineswegs bestimmt, dafs 'OtArid nach el-BattAn! ge- 
lebt habe; denn FLiJGEL ilbersetzt unrichtig; statt „prior — posterior^' soUte 
es heifsen: „alter — alter" (arab. d-aJmd — elrdchar). (Nallino.) 

Zu Art. 167, p. 72 u. Note b): Nallino halt die Tafeln etrUmU in 
Florenz (Pal. 289) nicht ftir diejenigen des Ab6*l-WepA, sondem nur fOr 
eine Umarbeitung (oder Neuausgabe) derselben durch einen Anonymus; 
dieselben befinden sich auch in Paris (2528 u. 29) und im Brit. Mus. 
(395, 3®), (vergl. Suter, die Mathem. u. Astron, etc., p. 227 : Zu Art 364). 
Die Vorrede zu denselben beginnt nach dem Pariser Ms. 2528 nach der 
Anrufung Gottes mit den Worten: „Ich habe diese Tafeln zusammengestellt 
nach den mittlem Resultaten, die von Ab6'l-WefA und seinen (Jenossen 
durch wiederholte Beobachtungen und Priifungen der friihem Mamtlnischen 
Beobachtungen sichergestellt worden sind." Der Verfasser f&hrt dann die 
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^Ala'ischen Tafeln an (yergl. auch HAdt Chalfa III, ^67), ohne ihren 
Yerhaser zu nennen, und behauptet; diese seien ein Plagiat; indem sie 
einfach die mittlem Besultate AbO'l-WefAs wiedergeben, wahreud der 
Yerfasser erklare, sie seien nach seinen eigenen Beobachtungeu mit von 
ilun selbst erfondenen Instrumenten aufgestellt worden. £r habe nun die 
Tafeln AbO'l-WefAs aufgefunden, die seine mittlem Resultate enthalten, 
und diese babe er nun bier yeroffentlicht, nacbdem er sie Yorber nocb 
durcb Beobacbtungen yon Eonjunktionen etc. geprdft batte. — £s ware 
immerbin moglich, dafs der Yerfasser dieser Neuausgabe der Tafeln des 
AbO'l-WefA At!r ed-d1n el-AbahrI ware (yergl. Art 364 u. p. 227 : Zu 
Art. 364); dann konnte aber der Yerfasser der ^Ala'iscben Tafeln nicbt 
wohl Mif JID ed-d!n el-'Ordi (s. Art. 368), nocb weniger NizAm el-A'ra6 
(s. Art 395) sein, welcbe beide yon Ha6! Chalfa (1. c.) als Yerfasser so 
benannter Tafeln erwabnt werden; er nennt aufser diesen beiden aucb nocb 
£L-Bir6n1 (sebr unwabrscbeinlicb!) und einen ^AlA ed-dIn EL-NiSABfiRl, 
fiber den icb keine weiteren Angaben gefundeu babe; yielleicbt sollte es 
bei HaS! Chalfa statt Mu'jid ed-din el-^Ord! beifsen Mu*jid ed-din el- 
MUHANDIS (s. Art. 319), der astronomiscbe Tafeln yerfafst bat; eine weitere 
Yermutung ware aucb 'AlA el-KirmAnI (s. Art. 205), und eine diitte, und 
yielleicbt die wabrscbeinlicbste, Ibn el-SAtir, der aucb den Ebrennamen 
^AlA ed-dIn batte, was icb im Art. 416 zu erwabnen yergessen babe; in 
diesem Falle konnte dann allerdings AtIr ed-d!n el-Abahr1 nicbt der 
Yerfasser der Neubearbeitung der Tafeln Ab6'l-WefAs sein. Zum Scblusse 
ist nocb zu bemerken, dafs die ^Ala'iscben Tafeln nicbt notwendig yon 
einem ^AlA ed-d1n yerfafst sein miissen, sie konnten aucb fiir einen 
solchen gescbrieben sein und daber ibren Namen baben. — In Paris (2530) 
befindet sicb dann nocb ein Kommentar zu diesem jsig dsdmil, betitelt 
d'kdmU ft iarh el-gig d-sdmil (das Yollstandige, Uber den Kommentar zu 
den Tafehi d-sdmil) yerfafst i. J. 822 (1419) yon StDl Hasan b. SId! 

*Al1 EL-QfTMNATl (?). 

Zu Art. 174: Die „Einleitung in die Astrologie'' befindet sicb aucb 
in St. Petersb. Inst. A. (Nr. 186.) 

Zu Art 176: EL-MA6RlTts Bearbeitung des Flanisphdriums des 
Ptolemaus befindet sicb aucb in hebraiscber tTbersetzung in Oxford 
(BodL 2582) und im Brit. Mus. (Ahn. 96, II.) Seine Abbandlung Uber 
das AstnAabium soil nicbt yon Rudolf v. Brugge iibersetzt worden sein, 
sondem yon Joh. Hispalensis; diese Ubersetzung befindet sicb aucb in 
der Amplon. Sammlung (Qu. 363, 13«) und in Paris (7292, 14«). (Curtze.) 
(Yergl. Steinschneider, Hehr. Ubers,, p. 534 u. 582.) 

Zu Art. 178: Icb babe p. 78 bemerkt, dafs Caussin im VII. Bd. der 
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Notices et extr. p. 16 — 240 einige Kapitel aus dem Lejdefner Ms. der 
hakimitischen Tafeln veroffentlicht hat; ich habe yergessen hinzuznfiigen, 
dafs Delambre in seiner Histoire de Vasiron, du moyen age (Paris 1819), 
p. 125 — 156 einige weitere Kapitel (im Auszug) aus dem Pariser Ms. 2496,1® 
in der Ubersetzung S^dillots wiedergegeben hat. 

Zu Art. 182: El-Ramad! kommt nicht Ton der Stadt Ram4da (rich- 
tiger Rammada), sondem von dem arabischen Worte ranidd (=» Asche); 
JCSUF B. HarCn EL-KiNDt soU namlich nach Ibn BaSkdwIl (Biblioth. 
arab.-hisp. II, p. 614, Nr. 1376) ursprUnglich den Beinamen Ab6 GenIS 
(= Vater der Asche, von dem spanischen „ceniza" = Asche) gehabt haben, 
der dann spater diirch das rein arabische el-RamAd! ersetzt worden isi 
(Nallino.) 

Zu Art. 183: Die Abhandlung „uber die Auffindung rechtwinkliger 
Dreiecke mit rationalen Seiten" befindet sich in Paris (2457, 20** und 49®). 
Als weitere Abhandlung Muh. b. el-Hoseins ist anzuftihren: „t)^b6r die 
Auffindung zweier mittlerer Proportionalen zwischen zwei Geraden auf dem 
Wege der festen Geometric", in Paris (2457, 47®); diese Abhandlung hat 
Carra de Vaux in verktlrzter Form in franzosischer ^ersetsning ver- 
offentlicht in der Biblioth. Mathem. 12, 1898, p. 3—4. 

Zu Art. 187: Die Arbeit des Ab6 Sa'd el-*AlA b. Sahl, die sich 
in Petersb. Inst. A. (192, 12®) i) befindet, handelt iiber den Grad der 
Durchsichtigkeit (wortlich Reinheit) des Himmelsgew5lbes (E. Wiedemann 
iibersetzt el-falak mit Ather), und ist einer Abhandlung (Kommentar) 
dieses Autors iiber die Optik des Ptolemaus entnommen. 

Zu Art. 192: „ Abhandlung iiber die Rechenkunst". Das hebr. Ms. 
dieser Schrift ECSjArs befindet sich in der Bodl. Bibl. zu Oxford 
(Oppenii. 272 A. Qu. = Neub. 362,3®) unter dem Titel: 'Jjjun ha/iqqor 
rim = „Betrachtung der Grundlehren (der Rechnung der Indier)", (vergL 
Steinschneider, Hebr, Ubers. p. 565 — 66 und in den AbhandL zur 
Gesch. d. Mathem. 3, 1880, p. 109). Der Ubersetzer und Kommentator 
heisst SciiALOM b. Josef. — Ideler (Handbuch der mathem, u. techn. 
Chronologies T. II, p. 547 u. 624ff.) giebt einige Stellen aus dem 1. Bucb 
der „Tafebi" K6SjArs in arabischem Text und tTbersetzung. 

Zu Art. 194: In den Libros dd saber, Vol. UI, p. 241—271 befindet 
sich eine Schrift von Ibn el-Samh, betitelt: De cuemo puede ell ome faaer 
una lamina a coda planeta segund que lo ^nostrd d sabio Abulcacim Ab- 



1) So ist in Note c) statt „192 Nr. 132" zu lesen, was ich aus dem Artikel 
E. WiEDEJiANNS in der Zeitschr. d. Deutschen Morgenl. Gesellsch. Bd. 88, 
1884, p. 145 entnommen habe. 
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naiQoiivm (AbO'l-QAsim Ibn el-Samh.) Die Apogeen der Planeten siud 
darin ftir das Jahr 416 (1025/26) berechnet. (Nallino.) Diese Abhand- 
long ist wahrscheinlich seinen astronomischen Tafeln entnommen. 

Zu Art. 196, p. 86 u. 225: Vielleicht ist Ibn el-Saffars „Kompendium 
asironomischer Tafeln'^ noch vorhanden arabiscb in hebraischer Scbriffc in 
Paris (Hebr. 1102). (Vergl. Steinschneider in Zeitschr. d. deutscheu 
morgenl. Gesellsch. 47, 1893, p. 363). — Sein Bach „fiber den Ge- 
braueh des Astrolabinms^^ befindet sich aucb im Escurial (959); in hebr. 
Ubersetzm^ ^ Jakob b. Machir existiert es in Oxford (Bodl. Uri 440, 
Mich. 49, Reg. 46), Manchen (246, 249, 256, 261, 289, 388), Paris (1030, 
1045, 1052, 1065, 1095), Vatican (379, 384) etc. (Vergl. Steinschneider, 
J3»r. "Ohers, p. 580—84.) 

Zu Art 198, p. 89: Zn den Schrifken Ibn SInAs „(iber die scheinbaren 
Entf emungen der Himmelskorper^*, Oxford (980, 8^), und „iiber die Bew^ung 
der Himmelskorper," Escurial (700, 10®) kommt noch hinzu: „tiber das 
Wesen (yauhar) der Himmelskorper", in Konstani (4849, 16*^ u. 4853, 15®). 
— Zu der Abhandlung „iiber die Abschaffung (oder Nichtigkeit) der 
Stemdeuterei'^, vergl. auch Mehren, Vu^ (I'Avicenne sur Vastrologk (Le 
MuB^on 8, Louvain 1884, p. 383—403); ibid. 1, p. 391—396 befindet 
sich auoh eine Biographie Avicennas. (Nallino.) 

Zu Art 204, p. 93 u. 94: In St. Petersb. Inst. A. befinden sich folgende 
der hier genannten Abhandlungen Ibn el-Haitams: ^er den Zirkel der 
grolflenKreise(192, 11®); fiber dasBUdderFinstemisse(192,2<^); ausfuhrliche 
Abhandlung ilber die Mondfiguren (192, 3^); fiber die Parallaxe des Mondes 
(192, 10*>); fiber die Auffindung der Qible (192, 9<>); ttber die Bewegung 
des Mondes (192, 6^); fiber eine geometrische Aufgabe (192, 8®); aufserdem 
noch: tTber die Ldsung der Schwierigkeiten der Bewegung (besser „Ver- 
anderung^ der Schiefe der EkHptik {el-iltifdf)^) (192, 1°); fiber die Aus- 
messung der Kugel (192, 4^); Hber die Teilung der beiden yerschiedenen 
(ungleiohen) Ghx)lsen, die im 1. Satze des 10. Buches des Euklides er- 
wShnt werden (192, 5®); fiber die Aufgaben d-taMqi^) (192, 7®). — Zur 
Abhandlung „fiber die auTsere Erscheinung des Weltgebaudes^^ ist zu ver- 
gleichen: Steinschneider, Notice sur un ouvrage astronomique inedit d'Ibn 
Haitham (Bullett. di bibliogr. d. sc. matem. 14, 1881, p. 721 ff. und 
16, 1883, p. 505—513), ebenso Hehr, Uhers. p. 500. — Zur Abhandlung 

1) WoxpoKE, VckLgkhre (VOytAR Aij^HjrrAMf, p. 76, iibersetzt: „Mdmoire sur la 
solution des doates sur le mouvement complexe^^ 

2) Wttrtlich „de8 ZusammentreflFens" ; Wokpckk (1. c. p. 76) iibersetzt: M^moire 
sur les probl^es d^intersection ; vergl. auch Art. 77 (Qosta b. Luqa); es wftre zu 
wdUBchen, dafii diese Abhandlung einmal genauer untersucht wiirde. 
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y^iiber eine arithmetische Aufgabe^' yergl. E. Wiedemann in den Sitzungs- 
berichten d. phys. Soc. in Brlangen, 24, 1892, p. 83. — Sein 
„Kommentar zu den Postulaten (allgemeiner: Einleitungen zu den ver- 
Bchiedenen Biichem) des Euklides^' ist noch in hebiilischer ^ersetzung, 
wahrscheinlich des MosES B. TiBBON, vorbanden in Milncben (Gat. Stein- 
SCHNEIDER 36 u. 290), nacb Steinschneider, Hebr, Ubers. p. 509. — p. 95: 
Die dem Ibn el-Haitam nacb dem Ms. 613, 12^ von Algier nnd nacb 
Ha^i Ghalfa IY, 549 zugescbriebene Qa§ide ist nicbt von ibm, sondem, 
wie das Berliner Ms. 5745 angiebt, von el-HASim!, denn difsen nennt als 
Verfasser ansdrticklicb der nmfid d-mohidg des SahnOn EL-WAN$ARtSi, 
Kairo 1314 (1896/97), p. 36. (Nallino.) 

Zu Art. 213: Nacbdem icb den Art. Ab6 'AbdallAh Muh. b. Monads 
in Steinschneiders Hebr. Ubers. gelesen babe, balte icb nicbt mebr an 
der Identitat dieses Autors mit dem von mir in Art. 213 bebandelten 
AbO *AbdallAh Muh. b. J6suf b. Ahmed b. Mo^Ad fest; jener, der also 
wobl aus Jaen stammte, und desbalb den Beinamen el-6auAn1 trog, wird 
also der Verfasser des nocb in Algier (1446, 3^) befindlicben Eommentars 
zum 5. Bucbe des Euklides und der Scbrift „iiber die Auf&ndung der 
Oberflacbe der Kugelsegmente^^ sein, die nocb im Escurial (955) vorbanden 
ist. Wabrscbeinlicb ist er aucb der Verfasser der Tafebi „Jaben^^, docb 
stebt dies nocb nicbt ganz fest, immerbin ist meine Anmerkung 44, p. 214 
dabin zu bericbtigen. Es existieren von ibm aucb zwei Abbandlungen in 
bebr. Ubersetzung von Samuel b. Jehuda aus Marseille, die eine bandelt 
liber die totale Sonnenfinstemis des letzten Tages d. J. 471 (3. Juli 1079), 
die andere iiber die Morgenrotbe; beide befinden sicb in Paris (1036). 
(Vergl. Steinschneider, Hebr. Ubers, p. 574 — 75.) 

Zu Art. 218: Die „Gbronologie orientaliscber Volker^' von el-B!rOn! be- 
findet sicb aucb in Eonstant. (2947). — Der „Mes^tldiscbe Kanon** ist aucb 
im Brit. Mus. (Suppl. 756) vorbanden. (Nallino.) — Leider lag mir bei Be- 
bandlung dieses Artikels die Textausgabe von el-BIrCnIs Gbronologie durcb 
E. Sachau nicbt vor, sondem nur die engliscbe Ubersetzung; Hr. Nallino 
macbte micb darauf aufmerksam, dafs in der Einleitung zu jener (p. XXXVUI 
— XLVni) sicb das von EL-BtRtyNi selbst verfafete Verzeicbnis seiner bis 
zum Ende des 65. Lebensjabres (427, 1036) gescbriebenen Werke befindet 
(arab. nocb vorbanden in Leiden, 889, am Scblusse seines Verzeicbnisses 
der Scbriften des MuH. b. ZakarIjA el-RAz!). EL-BtRfiNl fttbrt bier 
aufser den in meinem Artikel genannten 15 Scbriften, von welcben aller- 
diogs zwei nicbt im Verzeicbnis stehen, also wobl nacb seinem 65. Lebens- 
jabre verfafst worden sind („das Buch der Zeugenscbaft flber die Nicbt- 
iibereinstimmung der astronom. Beobacbtungen^^ imd „Au8zug aus dem 
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Almagest'^, noch ca. 100 Abhandlungen an, die er bis zu der genannten 
Zeit YerfaTst hat; diese alle hier zn neimen ware unniitz, ich fiihre niir 
diejenigen an, deren Titel mir von Interesse fiir die Geschichte der mathe- 
maiischen Wissenschaften zu sein schienen: 

tJher die Fehler der Tafeln des ChowArezm!. Yervollstandigung der 
Tafeln des HabaS nnd die Reinigung seiner Satze (Operationen) von Irr- 
t&nem. Ein Bach fiber den SincOmid, betitelt: die Gesamtheit der Ideen 
(Methoden?) der Indier dber das astronomische (astrologische) Bechnen. 
Verbesserong der Tafeln d-arkand^) durch bessere sprachliche Wieder- 
gabo; da die Yorhandene ^ersetzung unverstandlich war, indem sie sich 
za wortlich an die Sprache des Originals anschlols. Ein Buch iiber die 
beiden vereinigten (konzentrischen?) und gleichen XJmlaufe, betitelt: uber 
die Yorstellui^ yon den beiden Finstemissen bei den Indiem; es ist dies 
eine bekannte Idee bei ihnen, yon der keine ihrer Tafeln frei ist, yon der 
man aber bei uns nichts weifs. Bichtigstellung der Elemente der Astro- 
nomie des FargInI, yerfafst fiir AbC'l- Hasan MusAfir. tTber die Be- 
stimmnng der Grofse der Erde durch die Beobachtung der Depression 
(inhitdt) des Horizontes yon den Gipfeln der Berge aus. Notiz liber das 
Rechnen und die Zahlen mit den Zahlzeichen der Indier (wortlich ,,yon 
Sind und yon Hind''). Abhandlung (iber die Auffindung der Kubik- und 
hoheren Wurzeln. Abhandlung dartiber, dafs die Ansicht der Araber iiber 
die Ordnungen der Zahlen richtiger sei als diejenige der Indier. tJber- 
setzung dessen, was im Brdhmasiddhdnta (im Text: ^birahamsidhanad'') 
yon Methoden der Rechenkunst yorkommt. Die (yerschiedenen) Multi- 
plikationsmethoden. ^er die Ebenmachung (tesfih) der Bilder (Figuren) 
and die Ausbreitung (tehtiff) der Lander (fiber Eartenprojektionen?).^) 
Notiz liber die Ausmessungslehre, fiir MusAfir el-MoqawwI geschrieben. 
tber die Reduktion der Eigenschaften der Transyersalenfigur auf das Not- 
wendige (G^niigende). Abhandlung dariiber, dais die XJnmoglichkeit der 
Teilong der Grofsen bis zur auTsersten Grenze yerwandt (nahe) sei der 
Sache der zwei Linien, welche sich nahem, und sich doch nie treffen auch 
in der (grolsten) Entfemung (d. h. der Eigenschaft der Asymptoten der 
Hyperbel). Die Balchischen Aufgaben (Fragen) iiber die Ideen (Be- 



1) Im Sanskrit =» ahargana (^^ Summe der Tage), nach Rsinaud, Memoire sur 
rinde, p. 882. 

2) Man yergleiche die beiden angefuhrten arabisclien W5rter mit den Namen der 
beiden im Art. 1 angefdhrten Astrolabien et^-Fazaris: el-musatttih und el-mubattcih, 
wobei fOr Nicht-Arabisten zu bemerken iet, dafs diese letzteren die Partizipien Pass. 
der beiden Yerben sattaha und hattaha sind/ die ^^ausdehnen^S ,,ebenmachen*^ be- 
deuten^ and zu denen die oben genannten WOrter die Nomina actionis (Infinitive) sind. 
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deutangen); die mit der Vemichtung der Eimst (Astrologie oder Magie?) 
zasammenhangeD. Die Antworten auf die Ton den indischen Astrologen 
eingegangenen Fn^en. Die Antworten auf die zehn kasmirischen Fragen. 
Abhandlong iiber die Geschichte der Methode der Indier in der Auffindong 
der Lebenszeit (des Alters eines Menschen). Uber die Erklarong der An- 
sicht des Ptolemaus iiber den Saldioddh (= Jahresregent in der Astro- 
logie). Das VoUstandige (Ganze) der Ennst der ebenen Darstellung (des 
Projizierens). Der Glanz des Geistes, iiber die Tafeln el-BattAn1s. Die 
Fehler der Tafeln des Ant Ma'Sar. 

Nun folgen am Schlusse des Yerzeichnisses seiner Werke noch eine 
Reihe von Abhandlungen, die andere Gelehrte in seinem Namen^) ge- 
schrieben haben^ ich nenne hiervon die folgenden: Von Ab6 Nasr Mak^Or 
B. *Ali b. *IbAq: Uber die Ursache der Halbierung der Gleichung (ta^dit) 
bei den Verfassem des Sindliind. Uber die Verbesserung des Buches des 
IbrAhIm b. SinAn iiber die Erklamng der Ungleichheiten der oberen 
Planeten (vergl. Art. 113 u. Note b). Abhandlung tlber die Verbesserung 
desseU; was von Ab6 Ga'far el-ChAzin in seinen Tafeln der Scheiben 
iibersehen worden ist. Abhandlung Uber die Beweise zu dem Verfahren 
des MuH. B. el-SabbAh fiir die Priifiing der Sonne (wahrscheinlich die 
Schrifb „iiber das Verfahren zur Bestimmung des Mittags etc" vergL 
Art. 40). Abhandlung iiber den Beweis zu dem Verfiihren des HabaS bei 
(der Bestimmung) der Aufgange der Azimute in seinen Tafeln. Uber die 
Kenntnis der spharischen Bogen auf anderem Wege als mittelst des zu- 
saramengesetzten Verhaltnisses. Die Tafel der Minuten. t^ber eine zweifel- 
hafte Stelle im 13. Buche des Euklides.*) — Von Ab6 Sahl ^Isa b. 
JahjA el-MasIh! (vergl. Art. 180): Uber die Prinzipien (Anfange, Ele- 
mente) der Geometrie. Uber die Ruhe der Erde oder ihre Bewegung. 
tjber die Ursache der Altweiberkalte (ftard aijdm d-'agm). — Die im 
Art. 218 zuletzt (p. 100) genannte Abhandlung „ilber die Regel de tri" 
(ft rdsikdt d-hind) ist im Verzeichnis seiner Werke erwahnt. 

Zu Art. 219: In seinem Hauptwerk: Liber completus in iudiciis astro- 
rum zitiert Abenragel zwei andere eigene Schriften^ welche nicht mehr 



1) Wie dies gemeint ist, verstehe ich nicht recht; wenn diese Gelehrten seine 
Schiiler gewesen wUren, so wSxe die Sache verstSjidlich, gerade der erstgenannte aber 
war KL-BiRUNis Lehrer; er vergleicht diese Arbeiten im Gegensatz zu den eigenen (die 
er seine Kinder nennt) mit Adoptivkindern; wahrscheinlich wnrden diese Arbeiten 
von den Betreffenden in seinem Auftrag oder auf seine Einladung hin verfafst. 

2) Was die zwei letzten Abhandlungen anbetriffb, so vergl. Art. 186, es heifst 
daselbst, sie seien an el-Biruki gerichtet gewesen, statt in seinem Auftrag oder auf 
seinen Wunsch verfafst worden. 
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• vorliaiideii zn sein scheinen: 1) Lil)er signalium sett notarum; 2) Tafnilae 
solvent nodes et exponendi ddspectus, beide astrologischen Inhaltes (yergl. 
SteinschneideR; Vite di nmtem, arab. di B. Baldi, con note, p. 78 des 
,^stratto" V. J. 1873. — Das eben genannte Werk Abenragels wurde von 
Saloho Davin (b. David?) ins Hebraische tlbersetzt, und existiert in Oxford 
(Reg. 12), Paris (1067) und Wien (187); ebenso von Isaak AbO'l-Chair 
B. Samuel, in Oxford (Uri 452); drittens von einem Anonymus, im 
Vatican (382). (Vergl. Steinschneider, Hebr. Ubers. p. 578 — 80). — Von 
dem Stammesnamen el-8eibAn1 kommt wahrscheinlich der Zuname 
d oanOj den Abenragel in den Ubros dd saber (vergl. Steinschneider, 
1. c. p. 75) tragi, indem die spanischen tTbersetzer d-seibdnt von seib = 
Greisenalter, Ghreis sein, grau sein, ableiteten, und deshalb durch d cano 
(= der Graue) tlbersetzten. (Nallino.) Nach Dozy, Suppl, aux did. 
arab. I, 808 heiTst d-seibdnt selbst bei einigen Autoren le grison, honifne 
a eheveux gris. 

Zn Art. 255: Die spanische Ubersetzung des Buches fiber die Safiiha 
befindet sich in den Ltitros del saber (Vol. Ill, p. 149 — 237); eine hebraische 
Ubersetzung (vielleicht von Jakob b. Macihr existiert in Oxford (Uri 440), 
Mfinchen (36), Paris (1021, 1030, 1031, 1047) etc. (Vergl. Steinsciineider, 
jK*r. tJhers. p. 590—94.) — In demselben Bande, p. 272—284 befindet 
sich auch die Ubersetzung einer Abhandlung des ZarqAlI, betitelt: de 
cuemo pnede dl'ome faaer una lamina (= safilia, Scheibe) para toda^ las 
planetas (im Index heifst sie: dd iraeado de una escaia propia para con- 
struir una lamina universal que sirva para iodos los planetas); die Apogeen 
der Planeten sind darin ftlr das Jahr 473 (1080/81) berechnet. (Nallino.) 
— Zn Note d) p. 110: Diese lateinische Ubersetzung ist vorhanden in 
Paris (7195, 9«). 

Zn Art. 256: Statt „jRraA" ist zu lesen ,yFijerroW\ vom spanischen 
„fierro'' = „liierro" = Eisen; Ibn Challikan I, 423, tTbers. U, 501 liest 
j^Firroh^. (Nallino.) 

Zn Art. 272: Ab6*l- Salts Schrift „iiber das Astrolabium" ist auch 
arabisch in hebraischer Schrift vorhanden in Paris (Hebr. 1101), nach 
STEmscHNEiDER, Zeitschr. d. deutschen morgenl. Gesellsch. 47, 
1893, p. 364. 

Zn Art. 276: Die Abhandlung el-tah^ira des CharaqI befindet sich 
auch in Florenz (Laurenz. 293, jetzt 89) nach F. Lasinio, Ricordi presi da 
cod. orient, ddla bibi. Med.-Laur. di Fireme, in Zeitschr. d. deutschen 
morgenL Gesellsch. 26, 1872, p. 806f. (Nallino.) — Die Abhandlung 
muntahd d-idrdk existiert auch in Florenz (Pal. 290) nicht ganz vollstan- 
dig; es ist dies nicht, wie Assemani angegeben, die mhdjet d-idrdk des 
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MahmOd EL-SlBAzi (s. Art. 387; es ist also hier die Angabe ^orenz . 
(Pal. 290) unvollstandig*' zu streichen). (Nallino.) — In Note c) ist nack 
„Oxford" einzuschalteii: „imd Florenz". 

Zu Art. 284: Gabir b. Aflahs ^^tronomie^' existiert auch in 
hebraischer tJbersetzimg durch Moses b. Tibbon in Oxford (BodL Opp, 
Add. 17, Neub. 2011), nnd in einer zweiten des Jakob b. Machir, ver- 
bessert von Samuel b. Jehuda, in Paris (1014, 1024, 1025, 1036), nach 
Steinschneider, Hebr. Ohers, p. 544. 

Zu Art. 292: Statt „Halbinsel Suqar^ lies ,^gesstrat suqa$^^. (Nallino.) 

Zu Art. 300, Note d): Nach „Mosul'^ ist hinzuzuftigen: „da8 heutige 
Eski Mosul." (Nallino). 

Zu Art. 315: Die hebraische Ubersetzung des Auszuges aus dem Alma- 
gest von Ibn RoSd befindet sich aufser in Paris (903) noch ibid. (696 u. 
1018), ebenso in Berlin (Cat. v. Steinschneider 1197 fol.), MOnchen 
(Cat. V. Steinschneider 31), Wien (175), Oxford (BodL Mich. 45, 0pp. 
Add. fol. 17) etc., nach Steinschneider, Hebr. Ubers. p. 546 — 547. 

Zu Art. 320: Bei den Fundorten der Arguza ist noch hinzuzuftigen: 
Konstant. (2761, 2^). 

Zu Art. 325: Die hebraische Ubersetzung der „A8tronomie'^ des 
BETRCdi befindet sich in Miinchen (Cat. Steinschneider 150), Paris 
(1288), Oxford (Bodl. Mich. 386) etc., nach Steinschneider, JSTefer. Uhers, 
p. 550—51. 

Zu Art. 327: Moses b. MeimOn schrieb 1158 eine kleine Abhandlung 
in arab. Sprache Qber den jiidischen Ealender; sie befindet sich in hebr. tTber- 
setzung in Paris (1058 u. 1061). (Vei^l. Steinschneider, Hebr. Ubers. p. 599.) 

Zu Art. 334: Statt el-SalamI isf^^zu lesen el-SolamI, d. h. der zum 
Stamme Soleim gehorende. (Carra de Vaux.) 

Zu Art. 336: Statt Mu^abb ed-dIn ist zu lesen MupBB ed-dLn. 
(Nallino.) 

Zu Art. 341: Das Werk Senis d-nia^drif etc. ist lithographisch heraus- 
gegeben worden in Kairo, 1291 (1874), und Bombay 1296 u. 1298 (1879 
u. 1881). (Nallino.) 

Zu Art. 343: Der Name „el-Melik el-FA'iz", zu dem ich ein (?) 
gesetzt habe, ist richtig (vergl. Ibn Challikan I. 60, tTbers. I. 168 u. 
II. 50, tbers. III. 240 u. 41); daher faUt p. 137 die Note a) weg. 

Zu Art. 345: Dieser Theodcjrus von Antiochia ist sehr wahrschein- 
lich der bei Leonardo von Pisa {Scritti, 11. p. 247—252; Cantor, Vorl. 
U^, p. 45) genannte Meister Theodor; die Aufgaben, deren Losung er 
von Leonardo verlangte (vergL Cantor, ibid. p. 42 u. 45 — 47), hatte er 
jedenfalls von seinem Lehrer Eemal ed-d1n b. JOnis (s. Art. 354). 
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Zu Art. 349 n. Anmerkang 72: Die nihdjet ehidrdk des Muh. b. Ab! 
Bekb EL-FlRist befindet sich auch in Beirtit (Biblioth. der kathol. Univers. 
St. Joseph). (Nallino.) — Die ma^drtg (nicht ma^drig, wie das Ms. von 
Kairo hat) existiert auch arabisch in hebraischer Schriffc in Berlin (Hebr. 
682 Qu.) und im Brit. Mus. (Hebr. 4104), nach Steinschneider, Zeit- 
schrift d. deutschen morgenl. Gesellsch. 47, 1893, p. 355 u. 56. 
Nach den Ausziigen, die Steinschneider hier aus dieser Schrifb giebt, 
kann dieselbe nicht wohl Tor 634 Jezd. = 1266 n. Ghr. verfafst worden 
sein; ako sind die nach den Eairenser Mss. der nihdjet und nach HAdt 
Chalfa von mir gemachten Zeitangaben 606 u. 629 d. H. nicht richtig, 
diese fehlerhaflen Zahlen konnen leicht aus 665 u. 669 (1267 u. 12J0/71) 
entstanden sein^ welche besser stimmen wQrden; es fallt somit auch meine 
in Anmerkung 72 gemachte Yermutung weg, der Fiirst, dem beide ge- 
nannten Werke gewidmet sind, sei nicht der Melik el-Mozaffar JCsuf 
B. 'Omab, der Ftlrst von Jemen, sondem der Melik el-Mozaffar b. el- 
Melik el-Man^Ob, Herr von Hamat. 

Zu Art. 358: Der Globus des Qaii^ar b. AbI'l-QAsim existierte 1809 
noch in der Sammlung des Eardinals Borgia zu Yelletri; er ist be- 
Bchiieben worden von S. Assemani (Giobus codesHs cufico-arabims Vdi- 
temi Musei Borgianiy Patavii 1790). Ob dies der ursprdngliche i. J. 622 
(1225) konstruierte Globus, oder ein nachgemachtes Exemplar sei, konnen 
wir nicht entscheiden. (Yergl. L. Ideler, Untersuch. uber den Ursprung 
und die Bedewtang der Stemnameny Berlin 1809, p. LVIII.) 

Zu Art 366: Hier ist vielleicht der Plural „el'hossdb^' (die Rechner) 
der SingnLuform ^-hassab" vorzuziehen; dasselbe gUt auch fiir das gleiche 
Wort in Art. 464, und filr „el'nozzdr^' (die Beobachtenden) statt „ehiazzdr^* 
in Art 444 (p. 182) u. 468. (Nallino.) 

Zu Art 368: NA^tR ed-dIns Werk Nr. 1 {eUiadhira) befindet sich 
auch in St Petersb. Inst A. (Nr. 187), unvollstandig, dagegen ist der 
Fnndort ^Florenz (Pal. 277)^^ zu streichen, hier befindet sich blofs die 
Bezension der Elemente Euklids (vergl. p. 151, wo Z. 16 v. o. das „viel- 
leichf' za streichen ist); ebenso ist es vorhanden im Vatican (319); Hr. 
Nallino, dem ich diese Angaben verdanke, fand auch im Kommentar des 
QAptzlDEH zur Tadkira des NasIr ed-din (Ms. 311 der Bibl. Laur. zu 
Florenz, foL 39v.) eine Stelle, aus der sich ergiebt, dais die Tadkira in 
Kwei Au^piben erschienen ist. Die persische tJbersetzung dieses Werkes 
(betitelt: risdle-i moHntje) befindet sich auch in Eonstant. (2670, 1^ u. 
4844), und ebenda (4853, 23^ u. 2670, 2f^) ein Kommentar dazu von un- 
genanntem YerjEuser. — Nr. 2 {risdle-i btst bob) existiert auch in Eon- 
gtant (2624^1^ u. 2701, 3^); ein anonymer Eommentar dazu ist in Florenz, 
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Laur. {Cat d'ltalia, Nr. 29,4® = Assemani 318), es ist also p. 149, Z. 16 ?. o. 
die Aiigabe „Floreiiz (Pal. 318)" in diesem Sinne zu verbessem. — Nr. 3 
(kitdh-i si fa^t) ist ebenfaUs in Konstant. (2617, 2<>, 2621,2® u. 2701, 2«), 
ebenso hn Vatican (nach HoRK, Atis italien. BMioih,, Zeitschr. d. 
deutschen morgenl. Gesellsch. 51, 1897, p. 30, Nr. 70), und aucb in 
Plorenz, Laur. (Cat. cP Italia, Nr. 26 n. 27 = Assemani 295 u. 310); am 
letzteren Orte {Cat cPItalia, Nr. 29, P = Assemani 318) befindet sicli 
anch der Eommentar zn diesem Werke yon Bedr el-TababI; alle ge- 
nannten Mss. persisch. — Nr. 4 (die Ilchanischen Tafebi) ist aacli vor- 
handen im Vatican (nach Horn, Aus italien, BiUioih., 1. c. p. 15, Nr. 31), 
ebenso in Eonstant. (3605), an beiden Orten persisch. — Nr. 12 (zubdd 
d'hei'a) befindet sich auch in Eonstant. (2670,3®). — Als weitere Schrift 
Na^Ir ed-dIns ist noch anzofiihren: 19. Nuzliet el-nazir (soUte wohl hei&en: 
ndzir) = die Unterhaltung des Betrachtenden, tiber den Gtebrauch des 
Sinusquadranten, in Eonstant. (2621,3®). — Von seinen Bearbeitongen 
(Rezensionen) befindet sich diejenige des Almagestes anch in St. Petersb. 
Inst. A. (Nr. 188). — Der Sohn des p. 147 als Mitarbeiter NasIb ed-d!ns 
genannten Md'jid ed-dIn EL-'ORpf, Muh. b. Mu'jid ed-dIn EL-^Ospi, hat 
einen Himmelsglobus kon8tmiert,«der sich noch (ob im Original oder als 
Eopie ist unentschieden) in dem mathematischen Salon zn Dresden be- 
findet; er wurde beschrieben von G. W. S. Beigel (Astronom. Jahr- 
buch V. Bode u. Encke, 1808, p. 97 ff.); als Jahr der Eonstmktion ist 
angegeben 688 (1289). (Vergl. auch L. Ideler, Uniersuck. fiber den Ur- 
sprung und die Bedeutufig der Stemfmmen, Berlin 1809, p. LIX.) 

Zn Art. 369: Das Zitat zn Brockelmann muTs heiTsen I, 474 statt 
II, 474. (Nallino.) 

Zn Art. 375: Das syrische Werk des Bar-HebrIus „das Anfsteigen 
des Geistes etc." ist jetzt gedruckt: Le livre de Vascefision de V esprit sur 
la forfne du del et de la terre, public par P. Nau; I. Partie: texte syriaque, 
Paris 1899 (Biblioth^que de Tecole des hantes ^tndes, fasc. 121); 
n. Partie: traduction fran9aise, Paris 1900 (ibid. fasc. I2I2) (Nallino.) 

Zu Art. 376: „Zeitrechnung der Chinesen (?) und Uiguren**; das 
Fragezeichen ist zu streichen, d-chifa bedeutet wirklich die Chinesen 
(vergl. auch Prolegom. des tables astrmi. r^^'OLOUG Beg, public par L. A. Se- 
DiLLOT, Texte pers. p. 30 — 53, Trad. p. 32 — 61). (Nallino.) 

Zu Art. 382: Die „Fundamental8atze" des Sems ed-dIn el-Samar- 
QANDi befinden sich auch in Eonstant. (2712, P). 

Zu Art. 387: Tiber nihujet el-idrdk des Qotb ed-dIn el-SIrAz! vei^l.: 
„Zu Art. 276." — Die dmret el-tdg (Encyklopadie) befindet sich auch 
persisch in Florenz, Laur. {Cat. d'ltaiia, Nr. 28 = Assemani 315), urivoU- 
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standig^ nur das 2. Eapitel des IV. Teils enthaltend^ und in Eonstant. 
(2405). — Die ichtijdrdt4 mozaffart handeln nicht fiber „Tagewahlerei", 
wie ieh p. 159 nach dem arabischen Sprachgebranch iibersetzt habe^ son- 
dem sind ein in persischer Sprache yerfaMes Eompendiom seines Werkes 
mJidjet d-ddrdk] ickHjdrdt-i mozaffart ist also hier zu ubersetzen mit ^^die 
dem MozAFFAB gewidmeten Ausziige oder Aoswahlen^'; dieselben befinden 
sich auch in St. Petersb. Inst. P. (Nr. 124), V. Rosen giebt in seinem 
Eatalog (p. 300 — 317) davon eine langere Beschreibung. (Nallino.) — 
Nach Horn {Fers. Handsels, in Konstant., Zeitschr. d. deutschen 
morgenL Gesellsch. 64, 1900, p. 319, Nr. 440) machte EL-SteAzi auch 
eine persische ^ersetzung der Rezension der Elemente des Euklides 
dorch Na^Ib ed-d!n, dieselbe befindet sich in der Bibliothek der jerii gdmi^ 
(Nr. 796.) 

Zu Art 394: Nach Ersch und Grubeb, Encyklop. 11. Ser. 31. Bd. 
p. 57 soli ^Omar b. el-Melik el-Mozaffab JOsuf nach einer Begierung 
von 20 Monaten i. J. 696 (1296/97) gestorben sein (der Artikel ist von 
Steinschneibeb verfafst, es fehlt die Quellenangabe ftir dieses Datum). 

Zu Art. 395: Der Eommentar zur tadkira des Na^Ib ed-din von 
NisAsOBt ist auch in Beirtlt (Biblioth. der kathol. Univers. St. Joseph) 
Torhanden. (Nallino.) 

Zu Art. 397 u. Anmerkung 80: Es ist vielleicht das in Eonstant. 
(2694) sich befindende persische Werk, betitelt: zig setns d-munagyim 
(= Tafeln des Sems (ed-dIn) des Astronomen), identisch mit dem ins 
Griechische fibersetzten astronomischen Werke des Sems ed-din el- 
BochAb!, allerdings wird im Eatalog von Eonstant. als genauerer Name 
des Verfassers der zij) angegeben: MuH. b. 'Al! Cu66a Sems el-Muna66im. 
— Der Eommentar zur hiddjet d-hikme des AtIb ed-din el-Abahb1 be- 
findet sich im Ind. OflF. (493, 584, 2« u. 592, 2«). — In Anmerkung 80, 
p. 220 ist die Jahreszahl 1320 zu verbessem in 1300. 

* 

Zu Art. 403: Der MulachcJia^ des GAOMiNt befindet sich auch in 
Konstant (2592), in persischer Ubersetzung des Muh. b. ^Omab Asda- 
fAnI (?). 

Zu Art 416: Die „Astronomischen Tafehi^' des Ibn el-Satib sind 
auch in St Petersb. Inst A. (Nr. 189) vorhanden, ebenda (Nr. 190, P) be- 
findet sich auch eine Abhandlung desselben Autors liber das von ihm er- 
fimdene ^^umfassende Instrument", betitelt: d-a^f^a d-ldmfa ftl-amal 
hi'l-dla d-gdmfa (die glanzenden Strahlen, Qber den Gebrauch des um- 
fassenden Instrumentes). 

Zu Art 421: Die Schrift d-durr eUmantur kommt auch in Turin 
(64,13<>) vor. 

Abh. s. Gesoh. d. math. Wissensch. XTV. 12 
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Zu Art. 42'J: Der Kommentar znr Ar^^^za des ^All B. ABfL-Bi6AL 
TOO Ainff£D B. £L-Q^»xfCd ist wahrscheinlieh audi in Beirikt (Bibliotii. 
diifr kathoL UniT^frs. St. Joseph i. der Xame des KommaitaftoTS ist aller- 
dings nicht angegeben. 'Nalld^'o.* 

Za Art. 423: Die rrosi/^ des Ibx el-HA'ix befindet sich anch in 
Florenz 'Laur 317^^ nach Cat tfltnliaj p. 293: es iat dies also nicht die 
Abhandlang fiber die Rechenkon^t tod AbC MAXStit ELrTCsJ, wie S. AssE- 
MAXi angegeben hat, ver^ Art 507: wie es sich mit der in diesem Art 
genannten Abhandlang fiber die Algebra verhalt, die ebenfalla Ton Anf 
yLxsi^tu EL'Tfrsi sein soil, wei£s ich nicht (Xax.liso.) 

Za Art 430: Die Lebensbeschreibong des EuKLiDES ron QAdIzAdeh, 
die sich in Florenz TPal. 280) befinden soU^ ist wahrscheinlieh nichts 
anderes als die biographische Xotiz fiber Euklides, die sich im Kommen- 
tar za den JFondamentalsatzen^ des Samarqakdi (s. Art 382) von 
QAofzAnEH befindet, and yon Ha6i Chalfa (L p. 380ff.) nnd anderen 
zitiert worden ist, ^VergL auch Heiberg, LiUerargesch. Studien iiber 
EuMu/j, p. 1 ff.) — Der Kommentar des QAdIzAdeh zum MtdaehdMS des 
GagmIni befindet sich aach in Bologna (BibL dell' Univers.: Rosen, 
Jtenuirques mr les mss. orient, de la collect. Marsigli a Bologne; Roma, 
Accad. dei Lincei, Memorie I23, 1884, Nr. 423). (Nallino.) 

Za Art. 432: Das Werk Nr. 1 (irsdd el-Mir) des Ibk el-MeSdi ist 
aach Torhanden in Konstant. (2673,3®). — Nr. 13 {duM^at et-aqicdl) be- 
findet sich auch in St. Petersb. Inst. A. (Nr. 190^). — Za Note a): Die 
„Einleitang in die Astrologie'^ des ^Al! b. Ahmed el-BaIjChI kommt auch 
in Konstant. (2702) vor; hier hat der Verfasser noch die Ennje ^^Ab^'l- 
QAsiM." 

Zu Art. 433: Die Schrifb miftdh-i kunuz des CHALtL B. IbrAhIm be- 
findet sich auch in Paris (Pers. Nr. 168.) 

Zu Art. 437: 'Izz ed-din el-WkfAI schrieb zwei yerschiedene Werke 
fiber den Gebrauch des Muqantaratquadranten, das eine betitelt d-nugum 
elrzahirat (dies ist das von mir angefOhrte, die Angaben Ton Eairo sind 
zu verbessern in 276, 304 u. 325); das andere betitelt qofb (auch qotf) 
d'Zdhirat, in Kairo (267) and Turin (64,8«); das Ms. Kairo (260) ist 
identisch mit Berlin (5851), wo es dem Sibt ELrMARiDtNl zageschrieben 
wird; ttberhaupt mogen ofters Verwechselungen zwischen diesen Werken 
*Izz ED-DiNS and den fast gleichbetitelten des MAniDtNt Torgekommen 
sein (s. Art. 445, Nr. 7 a. 8). — Bei der Abhandlang nuehet d^nasar ist 
nach Leiden (1125) zu erganzen: Berlin (5824). — Am Schlusse sind noch 
folgende zwei Werke dieses Autors hinzuzufiigen: nazm d-^oqud fi ^amdl 
d-sd^dt ^ald't-amud (die Ordnung (^der Perlen) der Halsbander, fiber den 
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Gfebrauch der Stunden (oder Zeiten) auf der Saule (?)), in Kairo (296). 
Fd'ide ft hisdb d-munharafdt (Nutzanwendung fiber die Berecliniing der 
Abweichm^en (d. i. der Richtungen der Qible vom Meridian)), in Gotha 
(1381,3°). (Nach Brockelmann, Gesch. d. arab. LiUeraUir, 11, 129.) 

Zu Art. 438: Die Muhamniedije el-QC§61s befindet sich auch in Kon- 
stant. (2733,2«), arabisch; die Fathije ebenda (2733,1«), arabisch. — Die 
Tafeln XJl6g Beos mit den „Prolegomena" existieren auch in St. Petersb. 
Inst. P. (Nr. 125.) 

Zu Art 443: J68UF b. Ghidrbegs Biographie giebt auch TASkoprizadeh 
I, p. 194, und zwar etwas anders und ausffihrlicher als Hammer; so war 
er vor seinem Wezirat schon Lehrer in Adriatiopel, fiel als Wezir Muham- 
MEDS U. bei ihm in Ungnade, wurde aber von seinem Nachfolger BAjEzfD II. 
wieder zu Ehren gezogen und zuerst zum Lehrer an der Medrise in 
Adrianopel, dann zum Statthalter yon Gallipoli emannt; als Todesjahr wird 
ebenfialls 891 (1486) genannt. 

Zu Art 444: El-QalasAd1s Werk Nr. 3 (kasf eUasrar etc.) befindet 
sich auch in St Petersb. Inst A. (Nr. 193), und ebenso in Florenz Bibliot. 
nazion. {Cat. d'ltdlia, p. 292, Nr. 79.) Ffir diese Schrift ist auch zu ver- 
weisen auf Enestr5m, Sur une fomiule cF approximation des racines carrees 
donnee par Alkalsadi, in der Biblioth. Mathem. 1886, p. 236 — 39. 
(Nallino.) — In Note b) p. 181 sind die Worte: „Also nicht el-Fadl 

B. HAtim el-NairIz!, wie Wustenfeld vermutet hat" zu streichen. 

— P. 182, Z. 5 V. o. soil es heifsen: 1315 (1897/98) statt ^310 (1892/93). 
(Nallino.) — Das Werk Nr. 9 (das Ganze der Erbteilung und Kommen- 
tar dazu) ist wahrscheinlich vorhanden in Madrid (340). 

Zu Art. 446: Sibt EL-MARiDlNts Schrift Nr. 1 {risdle fri-'afnal Ml-rub' 
d'-muyaijib) befindet sich auch in Turin (64,4®) und in Beiriit (Biblioth. der 
kathol. Univers. St. Joseph); diese Abhandlung wurde gedruckt in Eairo 
1309 (1891/92), am Rande von ei-gewdhir d-naqtje ftl-a^indl d-gaibije (die 
feinen Juwelen, fiber die Sinusoperationen) des Ahmed el-Chat!b el-GAwi. 
(Nallino.) — Zu der Schrift Nr. 2 {raqd'iq d-Juiqd'iq) ist zu bemerken: 
Aus dem Pariser Ms. 2541 veroflFentlichte Woepcke den Anfaiig dieser 
Abhandlung in franzosischer Ubersetzung (Menioire sur Tintroduction de 
Varitkmetique indienne en Occident, p. 54, 66flf.), ebenso Carra de Vaux 
eine Stelle liber periodische Sexagesimalbrfiche und die Siebtier- und 
Achterprobe bei solchen (Biblioth. Mathem. 13, 1899, p. 33—36). — 
Nr. 10 (Dritte Abhandlung fiber den Muqantaratquadranten) befindet sich 
auch in Madrid (231, P). — Nr. 12 {kifdjd d-qamV) ist auch vorhanden 
in Beirtlt (1. c.) (Nallino.) 

Zu Art 447 u. 453: El-qahhan ist nicht die gewohnliche gleicharmige 

12* 
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Wage, sondem die angleicharmige Schnellwage; wie anch d-qarasfAn 
(Art. 66, p. 37, und Art. 43, p. 20—21). (Nallino.) 

Zn Art. 454: Et-durr d-^nazim, mit Tafeln aus den Ul6g BEG'sdien 
ausgezogen, befindet sich anch in Pans (2496^)^ wahrscheinlich nur die 
Tafeln. 

Zu Art. 456: BAKdEXDis Abhandlung riscUe-i hePai ist sehr wahr- 
scheinlich ein Eommentar zur tddkira des NAi^iR ed-d!n (vergL Diction. 
of the txhn. terms, by Sprenger etc.; Art. c/ia# nisf d-nahdr). 

Zu Art. 457 : Als weitere Schrift Miram C'elebIs ist noch anzuf&hren: 
risdle fi ahkdm el-fdlP (Abhandlung fiber die Urteile nach dem Aszen- 
denten), persisch vorhanden in Berlin P. (339). 

Zu Art. 460: Statt afaqije ist za lesen dfdqije. 

Zu Art. 469: Das Kartenwerk des 'Al! b. Ahmed el-Sarqi soil blofs 
ein Steuermannsbuch sein, es verzeichnet nur die MeeresktLsten and die 
Hafen an denselben. (Nallino.) 

Zu Art. 470: Der Eommentar zum Sinusquadranten des Sebt el- 
MAridIni von Ahmed b. Ahmed b. 'Abdelhaqq el-SunbAtI befindet sich 
auch in Turin (64,3^). 

Zu Art. 471: Ft Him el-binkdmdt habe ich einfach mit y,uber die 
Uhrmacherkunst^' tibersetzt; binkdmdt sind aber insbesondere Wasser- und 
Sanduhren. (Nallino.) 

Zu Art. 478: Von 'Omar b. Muh. el-FAriskOr! befindet sich auch 
eine Biographie bei el-Muhibb! (chold^at d-atar fi a^jdn d-qam d-hdM 
^asar = Auszug der Denkwurdigkeiten fiber die Vomehmen (Grelehrien) des 
11. Jahrh. d. H.), Kairo 1284 (1867/68), Vol. m. p. 221—23, wo als Todes- 
tag der 17. Sauwal d, J. 1018 (Januar 1610) und als Todesort Damiette 
angegeben ist. (Nallino.) 

Zu Art. 479: Geddwil ichtildf tnanzar d-qamar etc. ist zu Ubersetzen: 
Tafeln der Parallaxe des Mondes in Lange und Breite, d. h. der Wirkung 
der Mond-Parallaxe auf die scheinbare Stellung des Mondes in Bezug auf 
Lange und Breite. Auch von diesem Autor ('AbdelqAdir EL-PAlj6Mt) 
hat EL-MuHiBBf (1. c. n. 456 — 57) eine Biographie. (Nallino.) 

Zu Art. 480: Nach Nallino ist nicht ^AmUi die richtige Lesart, 
sondem ^Amult^ von ^Amul, einer Stadt in Syrien, die nicht zu verwechseln 
ist mit Amul in Persien. Eine langere Biographie BehA ed-d!ns befindet 
sich auch bei el-Muhibb! (1. c. III. 440 — 50); hier werden aulser den 
von mir angeffihrten Schriften noch genannt: el-miUadicha§ ft%hela (Kom- 
pendium der Astronomic); d -risdle d-hildUje (die Abhandlung fiber die 
Neumonde). (Nallino.) — Nach dem kitdb iktifd' el-qanu^ bi-md huwa 
mafbiV (= das Buch der Genfigsamkeit des sich mit dem was gedruckt 
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ist Zufriedengebenden) von E. Van Dyk, Kairo 1896, p. 241, wurde auch 
die Schrift tasrih d-afiak lithographiert herausgegeben in Luknow (Jahres- 
zahl fehit) mit Eommentaren. 

Zn Art. 495: Das Ms. 1489 in Gotha wurde eingehend besprochen 
von H. SuTEB in der Biblioth. Mathem. gg, 1901, p. 12—40. 

Zu Art. 501*: Ich finde nachtraglich, dais bei Ibn J6nis (Notices 
et extr. des mss. VII, p. 168) ein Sa^Id b. ChafIf el-Samarqand! er- 
wahnt ist, der eine' Beobachtung von AbO'l-QAsim b. AmA66r zitiert; 
dieser Sa^Id mufs also zwischen 900 und 1000 n. Chr. gelebt haben; ich 
hatte ihn unter die Autoren des 14. Jahrh. versetzt, weil das Pariser 
Ms. 2506 nach de Slane aus diesem Jahrhundert stammen und eine 
Autographie sein soil, doch wird dies blofs als eine Yermutung hingestellt. 

Zu Art. 507 : Vergl. „Zu Art. 423." 

Zu Ari 508: Nallino halt SarrAS fur die richtige Lesart, nicht 
SiRAd. 

Zu Art. 512: Der Kommentar zum Sinusquadranten des Sibt el- 
MABiDtNt von ^AbderrahmAn b. Muh. el-TA60r! befindet sich auch in 
Turin (64,12«). 

Zu Art. 517: Ich habe hier die Vermutung ausgesprochen, dafs MuH. 
B. MuH. el-Baqdad! identisch sein konnte mit dem Bearbeiter des Eu- 
KLmischen Buches „(iber die Teilung der Flachen", mit Muiummed 
Baodadinus; ich fiige noch weiter hinzu, dafe Ibn el-Qipt! (bei Casiri 
I, 342) als Eommentator des 10. Buches des Euklides einen AbC Muh. 
B. ^AbdelbAq! el-BaqdAd! nennt, der in seinem Kommentar Zahlen- 
beispiele zu den Satzen jenes Buches gegeben habe; Ibn el-Qifti besafs 
ein vom Yerfiuser selbst geschriebenes Ms. dieses Kommentars. 

Zu Art. 528: Schriften iiber den gleichen Gegenstand (Finger- oder 
Handrechnen) verfafsten auch Sems ed-dIn kst 'AbdallAh Muh. b. 
A^med el-Mauijil1 (d. h. v. Mo^ul), arabisch in Gedichtform, und Saraf 
£D-dIn ^Al! Jezd!, persisch; die erstere wurde nebst einem ahnlichen 
Traktat eines Spaniers Juan Perez de Moya iibersetzt von A. Marre 
im Bullett. di bibliogr. d. sc. matem. 1, 1868, p. 309 — 318, der arabische 
Text befindet sich im Pariser Ms. 4441, das einen sog. Fiihrer fiir Sekre- 
tare, die Elemente der Arithmetik, Geometrie, Feldmefskunde, des Steuer- 
weeens eta umfassend, enthalt, und i. J. 979 (1571/72) geschrieben worden 
ist; es giebt ganz kurz die Darstellung der Einer, Zehner, Hunderter u. s. f. 
bis auf S^ehntausend durch die Finger beider Hande; die zweite persische 
Abhandlung wurde mehrfach herausgegeben und iibersetzt, zuletzt von 
St. Gutard im Journal asiat. 18^; 1871, p. 106 ff. 

Zu Anmerkung 5*: Vergl. „Zu Ari 19." 
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Zn Anmerkung 6: tfber diese arabische Ghradmesstmg yergL auch 
Nallino, n valore metrko del grado di meridiano secondo i geografi arahi, 
Firenze, Torino, Roma 1893: Estratto dal Cosmos di Gdido Cora 11, 
1892—93, fasc. L— IV. — Der Ort Wamia (der eine Endpunkt der Ma- 
milnischen Gradmessung) ist schwerlich Apaniea, sondem wahrscheinlich 
Wdsit bei Baqqa. Statt BahtarI ist eher zu lesen Bohtor! (vergl. die 
eben genannte Abhandlung p. 13, 18 u. 19). 

Zu Anmerkung 8: Hier ist Zeile 4 v. o. zu lesen 857/58, statt 857/60. 

Zu Anmerkung 30: Vergl. „Zu Art. 138." 

Zu Anmerkung 43: Die spanische ^ersetzung der Abhandlung ^Axi 
B. Chalafs befindet sich gedruckt in den Libras del saber de astrofiomia 
(Madrid 1863—67), Vol. Ill, p. 11—132: De cuemo se deue obra/r con la 
lamina (= safiha) universal. (Nallino.) 

Zu Anmerkung 46: Das Zitat zu Steinschneider {Vite di maiem, 
arabi di B. Baldi etc., p. 76) bezieht sich auf den „Estratto" (aus dem 
Bullett. di bibliogr. d. sc. matem.) vom Jahre 1873 in 108 Seiten; es 
giebt aber noch einen andem vom Jahre 1874 in 100 Seiten; mir war 
nur der erste bekannt, deshalb ist mir auch die Korrektur Amaris, be- 
treflfend die Prophezeiung fiber die Dauer der Regierungszeit des Emirs 
von Sicilien, Ahmed b. el-Hasan b. Ab!'l-Hosein enigangen. (Nallino.) 

Zu Anmerkung 60: Hier ist p. 217, Z. 4 v. o. zu lesen masjacha nicht 
7nasicha. (Nallino.) 

Zu Anmerkung 68 : Der lateinische Text der von Munk zitierten SteUe 
befindet sich in der Venediger Ausgabe der Astronomic des Alpetragius 
V. J. 1531, fol. 4'. (Nallino.) 

Zu Anmerkung 80: Vergl. „Zu Art. 397.'^ 

P. 237, nach Z. 27 v. o. ist einzuschalten: *Al! b. Sahl s. abO'l- 
Hasan 'AlI b. Sahl. 

P. 251, Z. 21 V. 0. ist zu lesen 17 statt 16. 

P. 257, Z. 18 V. u. ist zu streichen: *Omar b. Muh. b. ChIlid. 

AIs neue Artikel sind einzuschalten: 

373*. ZakarIjA b. Muh. b. MahmOd, Ab6 JahjA (auch Ab6 Muh. 
und Ab6 'AbdallAh) el-Qazvv^!n1, aus Qazwin in Persien gebiirtig, ein 
gelehrter Imam imd Jurist, daneben auch bewandert in Geographie, Natur- 
geschichte imd Astronomie, Schfiler von AxtR ed-d!n el-Abahr1 (s. Art 364); 
er war auch Qadi von Wasit ^uid Hilla, und starb im Muharrem 682 
(April 1283). (Silv. de Sacy, Chrestom. arabe, 1. Edit. T. m, p. 505). 
Ich nenne ihn hier nur, weil er in seinem Werke, betitelt: Tdtab ^agd'ib 
elrniachluqdt etc. (das Buch der Wunder der Sehopfung etc.) eine Be- 
schreibimg der Stembilder und der Mondstationen gegeben hat, die von 
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L. Idbler arabisch mit deutscher TTbersetzong und reichhaltigem Eommen- 
tar herausgegeben worden ist: TJntersuchungen iiber den Ur sprung und die 
Bedeidung der Stemnamen, Berlin 1809; das ganze Buch wurde arabisch 
herausgegeben von F. WiiSTENFELD: Zakarija b. Muh. b. Mahmud el- 
Gazwinis Kosmographie. ErsterTeil: kiUib ^agd'ib eUmachliiqat, die Wunder 
der Schopfung. Gdttingen^ 1849. (Zweiter Teil: kiUib dtar el-bildd, die 
Denkmaler der Lander. Gottingen, 1848); den ersten Teil bis auf p. 208 
der TextauBgabe veroffentlichte auch in deutscher Ubersetzung H. Ethe, 
1868; p. 208 — 245 ebenfalls in deutscher Ubersetzung J. Ruska: Das 
Steinbudi aus der Kosmographie des Zakarija b, Muhammed, uhersetzt und mit An- 
fnerkungen versehen, (Beilage zum Jahresber. 1895/96 der prov. Oberrealschule 
Heidelberg.) Das Werk EL-QAZwlNis (I. Teil) existiert noch arabisch in 
drei yon einander verschiedenen Ausgaben und zwEir: in Berlin (6161 u. 62^ 
unter letzter Nummer in zwei unvollstandigen Exempt.); Gotha (1. Ausg. 
1503—05; 2. Ausg. 1506 u. 07; 3. Ausg. 1508); Wien (1435—37); in pers. 
tTbers. betitelt tuhfet el-gard'ih (Geschenk der Seltenheiten) ibid. (1438 
u. 39), hier heifst der Verfaeser auch noch el-KamCnI (?); in tflrk. Ubers. 
Ton Eut^B B. GhalIl, vollendet 977 (1570) in Magnesia nnd gewidmet 
dem Saltan MueAd m., ibid. (1440); Paris (2173—78, Teile dayon 2179 
u. 80 tmd 2918,11**, Kompendien des Werkes von ungenannteu Verfassem 
[TieUeicht 1. Ausg.?] 2182 u. 83, 2419,3«); pers. ibid. (Nr. 141 u. 142); 
Leiden (726, arab. und pers.); Oxford (I, 460 u. 890, 11, 267); Brit. Mus. 
P. (Or. 373, 1371, 1621; Addend. 5603, 7706, 16738—40, 23564), das 
Ms. 1621 ttbersetzt L J. 954 (1547) fiir IbrIhim 'Adil Sah; Ind. OS. 
(723—25); Mflnchen (463—66); Plorenz (Laur. 107); Konstant. (2935-39); 
Kairo (85); u. a. a. 0. Eine pers. Ubers. erschien lithographiert in Luck- 
now, 1283 (1866/67), eine andere in Teheran 1264 (1848). 

433\ ^Abdelgan! b. HosAm ed-d!n Ahmed, bekannt unter dem 
Namen Ibn el-*ArabAn! (?) el-Misr!, lebte wahrscheinlich in Agypten 
und starb 854 (1450). (Vergl. Cat. v. Algier, p. 428 und Brockelmann, 
Gesch, d: arab, lAU. II, 128). Er schrieb: Gard'ib et-funun we mtdaJi eir 
^ujun (Seltenheiten der Wissenschaften und Ergotzlichkeiten der Augen), 
eine dementare Astronomic, in Algier (1554)^ unvollstandig. 

466*. 'AbderrahmAn b. Muh. el-AchdarI schrieb i. J. 939 (1532/33) 
im Alter von 20 Jahren eine Argiiza, betitelt d-sirdij fiHlm d-falah (die 
Leuchte zur Wissenschaffc der Sphare), noch vorhanden in Algier (1451) 
mit Kommentar von einem Ungenannten; sie wurde veroffentlicht mit dem 
Konunentar des Sahni)n b. 'Otman b. SoleimAn b. Ahmed b. Ab! Bekr 
bLtMeidawI BLrWANSARiSi (d. h. aus Wansaris, franz. Ouarsenis, in Algier), 
in Eairo 1314 (1896/97). (Nallino.) — Ebenso schrieb er eine Arguza 
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tiber Arithmetik und Erbteilung; betitelt d-dwrra el-baidd' ft ahsan d- 
funun we'l'Osjd* (die glanzende Perle uber die schonste (beste) der Dis- 
ziplinen und Gegenstande), in Algier (399,6®), nur der Teil fiber die Arith- 
metik. (Vergl. auch Ha6! Chalpa III, 200, wo der Verfasser nur ge- 
nannt ist ^AbdebbahmAn el-MagrebI.) 

474*. JahjA b. Muh. b. Muh. b. ^AbderrahmIn el-HattAb (dei 

• • • • • \ 

Holzhauer oder Holzhandler) el-Ro*ain! el-Mekk! (d. h. aus Mekka), ge 
storben wahrscheinlich gegen das Jahr 1000 (1591/92)^), schrieb: Wasil 
d-tidldb (Der Weg der Studierenden) zur Kenntnis der Verrichtungen dei 
Tages und der Nacht auf dem Wege der Rechnung, abgektlrzt aus dei 
Abhandlung seines Vaters „Ausrechnung der Tag- und Nachtzeiten, haupt 
sachlich zu Gebetszwecken" in Berlin (5700). Die Abhandlung des Vaten 
ist wahrscheinlich noch vorhanden in Beirut (Bibl. der kathoL Univers 
St. Joseph): Risdle ft ma^rifd istichrd'j auqdt d-§aldt (Abhandlung dbe] 
die Kenntnis der Auffindung der Gebetszeiten), von Muh. b. Muh. b 
^AbderrahmAn b. Hasan el-HattAb el-Ro*ain! el-MAlik1; das Ms 
wurde i. J. 931 (1524/25) abgeschrieben. (Nallino.) — Femer schriel 
er: Ft ma^rifet istichrdy a^mdl d-leil toe'l-nahdr etc. (tJber die Kenntnis 
der Auffindung der Verrichtungen des Tages und der Nacht mit den 
Sinusquadranten, in Berlin (5826); Modhta§ar ffUm d-hisdb, Auszug aut 
der nujshet d-hossdb des Ibn el-HA'im (s. Art. 423), in Berlin (5983).*) 

479*. 'AlI b. WELt B. Hamza, aus dem Westen stammend, schriel 
i. J. 999 (1590/91) in Mekka ein arithmetisches Werk, betitelt: tuhfet d 
dddd li'dawi el-roSd we'l-saddd (das Oeschenk der Zahlen fQr die Ver 
nunft und richtige Einsicht Besitzenden), in welchem abgekiirzte Bezeich 
nungen fftr die Unbekannte und ihre Potenzen, fftr die Operations 
zeichen etc. yorkommen, und zwar noch in etwas ausgedehnterem Mafse ali 
bei el-QalasAd1. Ein Ms. dieses Werkes erwarb der Gelehrte SAlih Zek 
EFENDt auf dem grofsen Bazar in Konstantinopel i. J. 1888. Derselb< 
Gelehrte (vgl. seinen Artikel: NotaMon dlgebrique chez les Orientaax, in 
Journal asiatique II9, 1898, fand kiirzlich in der Bibliothek Mu^tapas III 
in Konstantinopel eine Algebra eines unbekannten Autors, verfafst i. J. 83^ 
(1430/31), also sehr wahrscheinlich vor dem Jc€df el-asrdr des Qala^AdI 
in welcher diese abgekflrzte Bezeichnungsweise noch viel weiter durch 
gefOhrt ist. Man vergleiche f£Lr Naheres die f£Lr die Geschichte de: 
Algebra sehr interessante Abhandlung im Journal asiatique. 



1) Ahlwabdt hat im Berliner Eat. drei verschiedene Angaben: Nr. 6700 ,,c. 1000" 
Nr. 6826 „gegen das Jahr 1060 am Leben", Nr. 6983 ^gest. nach 993." 

2) Hier hat der Verfasser noch den Ehrennamen Sabaf eo-d1n. 
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487% 'Abdelhaqq el-GIfiqI EL-ISstLi, Aht Muh., bekannt unter 
dem Namen Ibn el-ELI'im, wahrscheinlich in Sevilla lebend, yerfafste 
asbonomisch-chronologische Tafeln, betitelt: d-eig d-kdmil (die voll- 
kommenen Tafeln), oder: eJrkdmil ft'l-ta'dltm (das Yollkommene ftlr die 
Belehnmgen), noch Yorhanden in Oxford (11, 285), in welchem er die 
FeUer der Tafeln des Ibn-el-KemAd (s. Art. 487) zu verbessem versucht 
bat — HAdt Chalfa in, 569 nennt ibn Abd'L-HASAN b. 'Abdel^aqq 
kl-'Aniq1 (fide!), bekannt unter dem Namen Ibn el-H1'im EL-IdBtLi. Er 
tiUirt femer an, daft der groMe Teil der Tafeln el-nioqtabas (wahrschein- 
lich andere spatere als die gleichbenannten des Ibn el-Eemad) dem oben 
geiuumten Werke des Ibn el-Ha'im entnommen sei. Es ware sehr zn 
wtlnschen, daJb das Oxforder Ms. einmal etwas griindlicher nntersucht 
^^ttrde. 
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Einleitniig. 

Die Geschichtsschreibung der Mathematik ist in den letzten Jahrzehnten 
zu einem himmelanstrebenden Ban gew^den. In vorliegender Arbeit wollen 
^''^ Yersnchen, ibn mit einem neuen Standbilde zu scbmticken und einem 
^'sjine den Platz anzuweisen, der ihm im Kahmen eines glanzenden Jahr- 
bonderts znathematischer Forschiing gebiihrt. Dieser Mann ist Antoine 
-^^nanld, der groDse Arnauld. 

Ermutigt werden wir zu unserm Untemehmen darch die Worte dessen, 

^Of jenen stolzen Ban geschaffen: Moritz Cantor schliefst das Vorwort 

^^^^ zweiten Anflage seiner monumentalen „Vorl€Sungm Uber Geschichte der 

^'^9^hemaiik" Bd. I mit dem Wunsche: „dafs abermcUs neut und immer 

^•^•«^ MUarbeUer das Fdd umzugraben und zu bebauen sich finden mdgen. 

^<^dh ist €8 bei weUem nicM erscMpfl, noch lohnt auf ihm die Arbeit" 

In Cantors genanntem Werke wird Antoine Arnauld Bd. in S. 367 

ini. ^erlanfe der Darstellung einer Eontroverse zwischen Leibniz und Qui do 

^^^^ ^ndi fiber die Ordnungen des Unendlichkleinen erwahnt Das Bewufst- 

^^i^, dafis Antoine Arnauld ein grofser Mathematiker gewesen, ist der 

*^*^'t^ratur nie ganz verloren gegangen. Wir finden z. B. in E. G. Guhr- 

*^^ ^rs Leibnizbiograpbie Arnauld als Mathematiker bezeichnet. Aber worauf 

^^Vi dieser Ruf grtbidet, ist heute fast ganz vergessen, was Arnauld auf 

^^^^a Gebiete der mathematischen Wissenschaften geschrieben, verschollen. 

^^oht nur bei seinen Landsleuten Bossut und Chasles wird Arnauld iiber- 

^^pt nicht genannt, sondem auch Poggendorffs „Biographisch-LUterarisches 

^"^ndwMerlmc^i Bwr Geschichte der exakten Wissenschaften" versagt voUst&ndig. 

^^geblich wird man den Namen Arnauld suehen. Man ist versucht, auf 

^•^ Leistongen dieses Mannes innerhalb der exakten Wissenschaften das Wort 

^^^^nwenden, das einst Menace, der franzSsische Varro des siebzehnten Jahr 

^^x^derts, wie man ihn wohl nennt, an der Spitze eines Epigranuns im 

^lire,1679 in rftomlichem Sinne von Arnauld aussprach: „Abditus in 

^^'^^Ms natius qui tato in orbe" Diese Vergessenheit ist um so unverdienter, 

^^ Arnauld an zahlreichen und verschiedenen Gegenstiinden der Mathe- 

^*^tik sein Interesse beth&tigt hat. Auf dem Gebiete der Philosophie der 

Mi^thematik and ihrer Methoden begegnen wir ihm als Schriftsteller; an 
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zahlentheoretischen Problemen hat er seinen Scharfsinn versucht; in der 
Behandlung der Grundlagen der Geometrie hat sein Auftreten sogar Epoche 
gemacht; wir werden zeigen, dafs er der Mittelpunkt geworden ist, nach 
welchem gewisse Richtungen konvergieren, die durch diesen Mittelpunkt erst 
gewiirdigt werden kSnnen und durch ihn ihren festen historischen Zusammen- 
hang erhalten. Abgesehen von seinen originellen Gedanken hat er sehr zur 
Erliluterung und Verbreitung neuer und wichtiger Gesichtspunkte beigetragen. 

Alle diese Verdienstc Arnaulds rechtfertigen unsere Absicht, in einer 
Monographie sein Yerhllltnis zu den mathematischen Fragen, welche seine 
Zeit bewegten, und seine Arbeit auf ftesem Boden eingehend und erschdpfend 
zu behandeln. Haben doch alle die grofsen Mathematiker des siebzehnten 
Jahrhunderts, gerade auch jene, welche Frankreich die Hegemonie in der 
Mathematik bis zum Auftreten von Leibniz und Newton sicherten, in 
Einzeluntersuchungen ihre sorgfUltige, ja liebevolle Erforschung gefunden. 
Wir denken hier an Descartes, an die Arbeiten Poudras tlber Desargues, 
C. Henrys fiber Mydorge, Paul Tannerys dber Fermat, an den Auf- 
satz M. Cantors in den Preufsischen JahrbUchem XXX 212 — 237 ,^laise 
Pascdl*% endlich an Lehmanns Progranunabhandlung fiber De la Hire. 

Bevor wir aber die inhaltliche Wtirdigung von Arnaulds speziell 
mathematischen Schriften in Angriff nehmen, haben wir sein Leben kurz 
zu skizzieren, seinen philosophischen Standpunkt zu kennzeichnen und seine 
Beziehungen zu den grofsen Zeitgenossen etwas ausfiihrlicher darzolegen, 
um ein Gesamtbild der Leistungen dieses vielseitigen Geistes zu erhalten. 



Erstes Kapitel. 

Amanlds Leben, sein philosophisclier Standpnnkt 
nnd seine Beziehnngen zn den grofsen Zeitgenossen. 

Antoine Arnaulds Leben f&llt zum grdfsten Teile in das goldene 
Zeitalter seiner Nation unter Ludwig XIV. Er selbst ist eine der heryor- 
ragenden IndividualitSlten, welchen es die franz5sische Geschichte zu ver- 
danken hat, dafs sie jenen Zeitabschnitt nicht nur auf politischem, sondem 
auch auf religi5sem und litterarischem Gebiete als einen grofsartigen bei- 
zeichnen darf. Den Namen „der grofse Arnauld** hat er sich durch seine 
theologischen Eampfe sowohl, wie durch seine hervorragende Teilnahme an 
den philosophischen Bewegungeu und am Geistesleben seiner Zeit iiberfaaapt 
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erworben. Geboren am 6. Februar 1612 zu Paris als Sohn Antoine Ar- 
il au Ids, eines Rechsgelehrten und Generalprokuraiors der Konigin Eatharina 
von Medici, erhielt er seine wissenschaftliche Vorbildung am Kollegium Calvi- 
Sorbonne, einen propftdeutisch-philosophisclien Kursus absolvierte er an der 
Anstalt von Lisieux. Im Jahre 1635 — 36 sehen wir ihn als Baccalaureus 
(biKheUer) der Pariser Universitilt. Wegcn seiner hervorragenden Begabung 
erhielt er bald die Erlaubnis, sein DomizU in der Sorbonne aufznschlagen 
(hospes sarbonicfis). Den Grad eines Doktors der Sorbonne erlangte er nach 
feierlicher, dffentlicher Verteidigung seiner Thesen im Jahre 1641. Eine 
seiche Disputation war ein glanzendes Ereignis im Leben der Universitat; 
wenn die Anzahl der bacheliers, die daran teilzunehmen batten, grofs war, 
nahm die Feierlichkeit durch die sich rasch folgenden Einwiirfe und Yer- 
teidignngsgrfinde der Gegner oft einen sehr lebhaften Charakter an und 
hielt die sich Messenden fortw&hrend in At em. 

Durch die Qegenwaxt der h5cbsten Beamten des Staates und der ersten 
Diener der Eirche, sowie hervorragender Gelehrten erhielt der Akt seine 
Weihe. Arnauld verteidigte in tlberaus glilnzender Weise seine Thesen; 
er iiberraschte die Anwesenden usque ad stuporem. Seine thatsftchliche Auf- 
nahme in die Oemeinschaft und die Rechte der Sorbonne erfolgte aber erst 
1643 (soeiua sorbomcus)^ da eine der Vorbedingungen eine philosophiscbe 
Vorlesung war, welche Arnauld in der Folge am Kollegium von Mans 
hielt. Zu seinen SchtQem daselbst geh5rte auch Pierre Barb ay, sp&ter 
IVofessor der Pariser Universitat, der sich durch einen Commentaire latin 
sur toute la PMlosophie d'Aristote, Paris 1680, 6 vols in 12^ bekannt machte. 
Die Yorlesungen, die dieser Mann hielt, und die damals grofsen Beifall 
fanden, waren grOfstenteils eine Reproduktion der fdiher bei Arnauld ge- 
bdrten. Die Doktoren der Sorbonne woUten Arnauld zwar von seiner 
praktisch-pftdagogischen Verpflichtung dispensieren, aber der Eardinal Kiche- 
lieu setzte jenem Yersuche sein Yeto entgegen, wiewohl er Arnauld ge- 
wogen war; bei seinem letzten Besuche in der Sorbonne kurz vor seinem 
Tode batte der Kardinal Arnauld in seinem Studierzimmer aufgesucht und 
ihn zu dem Erfolg seiner Studien begltickwiinscbt. Schon in diese frCLhe 
Zeit fftllt der Anstofs, welcher fiir Arnaulds ganze Richtung ausschlag- 
gebend war. Du Yerger, der beruhmte Abt von Saint -Cyran, hatte Ar- 
nauld der Theologie snigeftihrt und ihm die Schriften des hi. Augustinus 
empfohlen. So war es kein Wunder, dafs der junge Theologe sich mSchtig 
zu denLehren des Jansenius hingezogen f&blte, als 1640 dessen „Augi4stinus** 
erachien. Aber mit diesem Hinneigen zum Augustinismus war auch unver- 
meidlich der Eampf gegen die diametral entgegengcsetzte Dcnk- und Hand- 
Inngsweise Yerkntlpft: der Kampf gegen den Jesuitismus, ein Kampf, den 
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Arnauld mit seinem beruhmten Buche „de la frequente communion*' er- 
5ffnete und der sich durcb sein ganzes Leben binziehen sollte. Man mdcbte 
glauben, dafs unser Arnauld die Abneigong gegen den Orden des Igna- 
tius V. Loyola von seinem Yater tiberkommen babe, der sicb durcb eine 
im Jabre 1594 vor dem Parlament im Namen der Universitftt gegen die 
Jesuiten gebaltene Elagerede einen Namen gemacbt batte. Im Jabre 1644 
begann Arnauld fdr Jansenius zu scbreiben. Die Jesuiten batten es 
unterdessen dabin gebracbt, dafs Arnauld nacb Bom zitiert wurde, aber 
Parlament und Sorbonne widersetzten sicb dieser Zitation, die nacb den 
Landesgesetzen nicbt zul&ssig sei. Damit wurde die Sacbe des feurigen 
Verteidigers seiner tlberzeugimg eine offentlicbe und er selbst zum Wort- 
fftbrer und Haupte der Jansenisten, jener Partei, welcbe in Frankreicb eine 
Reformation innerbalb der Kircbe erstrebte. Wir bemerken nur nocb, dafs 
Arnauld im Verlaufe der Streitigkeiten 1656 von der Sorbonne aus- 
gescblossen wurde, weil seine Ansicbt gegen das Unfeblbarkeitsdogma zu 
verstofsen scbien; mit ibm wurden die siebzig Doktoren ausgescblossen, 
welcbe fiir den Bescbuldigten gestimmt batten. FtLr die genauere Kenntnis 
dieser Kftmpfe verweisen wir auf Kuno Fiscbers eingebende Darstellung 
Bd. I S. 138 seiner „GeschicMe der neueren Philosophies', 

Was uns aber in dieser frdben Periode seines Lebens besonders inter- 
essiert, das ist 

Amanlds Stellnng zn Descartes nnd zum Cartesianismus. 

Descartes' „MedUationes de prima phUosophia" erscbienen im Jahre 
1641. Scbon 1637 batte er sein erstes Werk verOffentlicbt: Discours de 
la m^trhode, la Dioptrique, les Metres et la Geometrie, Die drei letzteren 
Abbandlungen, von denen die „Giom6trief' als Grundlegung der analytischen 
Geometric und der Lebre von den Gleicbimgen in der Gescbicbte der Matbe- 
matik eine so bervorragende Stellung einninunt, waren Probiersteine fElr 
seine Metbode, wie der ^Discours de la m^thodef' von dem ganzen System 
eine Probe geben sollte. Er wird tbatslLcblicb als die Logik desselben be- 
tracbt«t. Scbon bier waren die Hauptfragen der „Meditaiionen"\ Gott und 
das Verb&ltnis des Geistes zum Korper bebandelt, aber, wie der Pbilosopb 
selbst in der Vorrede des Werkes sagte, nur im Vorilbergeben, um aus dem 
Urteil darliber zu erfabren, ob er seine Gedanken spllter in eingebender 
Begrilndung ver5ffentlicben solle. Diese Aufgabe erfCillten die ,Ji£editaiionen". 
Descartes bat darin alle Grundbegriffe seiner Metapbysik und seiner Pbysik 
vereinigi Die Hauptfrucbt seiner wissenscbaftlicben Mufse in Holland scbfttzte 
Descartes selbst sie unter alien seinen Werken am bdcbsten. Getreu 



AmauldB Leben, s. philos. Standpankt a. b. Beziehun^en z. d. grofsen Zeitgenossen. 1 93 

dem Worte des Horaz „nont4mque prematur in annum" hatte er zehn Jahre 
in einer der Wichtigkeit des Gegenstandes entsprechenden Weise darau ver- 
vollkommnet und ilinen die ganze Volleudung aufgepr&gt, die er zu gebeu 
yerstand. Gleichwohl befdrcbtete er, dafs die Neuhcit seiner Metbodo und 
die Qberraschenden Ausblicke darin, dann aucb die Feinheit der Gedanken- 
gSnge zu stark wirken kdnne, und so entscblofs er sicb, dieses Werk zuerst 
in lateinischer Spracbe zu veroffentlicben. Aber nocb nicht genug damit, 
wollte er eine ganz kleine Anzabl von Exemplaren drucken lassen, um sie 
Yor der eigentlicben Publikation an die feinsinnigsten Pbilosopben und Meta- 
pbjsiker za yersenden und deren Urteil zu h5ren. Es war nicbt seine Ab- 
sicht an seiner Arbeit etwas zu andem, da dies den Gang und die Kraft 
seiner Darstellung zu sebr beeintrSlcbtigt hatte, sondem er wollte die Ein- 
wttrfe zusammen mit seinen Erwiderungen darauf seinem Werke nacbdrucken 
lassen, damit es scbon kritisiert yor das gelebrte Publikum hintrftte. Da 
er 68 dann aber wieder nicbt ftlr angemessen bielt, jene beabsicbtigte kleine 
Auflage in Holland drucken zu lassen, sandte er eine Kopie des Manuskripts 
an seinen Freund, den Pater Mersenne, nacb Paris; er fUgte bei l) die 
EinwArfe, die ibm scbon der Gelebrte Carterus oder Caterus aus Alk- 
maar gemacht batte, da dieser Teil als Vorbild fiir ktinftige Beurteilcr 
dienen und Wiederbolungen yermeiden soUte, 2) eine Widmung an die 
Doktoren der Sorbonne und 3) einen kurzen Abrifs yon secbs Meditationen, 
welchen er anf Bitten Mersennes yerfafst hatte ^ um die Priifung seiner 
Scbriffc ssiu erleichtem. Descartes legte seinem Freunde ans Herz, sein 
Hanuskript nur Leuten in die Hande zu geben, die befllbigt, nicbt yon 
Schnlyorarteilen befangen, deren Triebfeder nicbt Neid und Eifcrsucbt, 
sondem Liebe zur Wahrbeit und der Kubm Gottes bei der Beurteilung 
w&re; er wollte, kurz gesagt, ein yerstandnis voiles und objektiyes Urteil 
haben. FQr Mersenne war es nicht leicbt, die geeigneten Personlichkeiten 
zu finden, keiner wollte ibm sein Urteil scbriftlicb geben. Mersenne war 
also gendtigt, selbst zu Papier zu bringen, was er yon Pbilosopben und 
Theologeni die er befragt batte, yon deren Ansicht miindlicb h5rte. Des- 
cartes antwortete darauf und legte seiner Antwort eine erlautemde Scbrifb 
bei: ,yRai8on8 pour prauver rexist<ince de Dieu et la distifidion qui est entre 
VesprU et k corps humain disposee d'une manUre geometrique** 

Bald darauf sandte Mersenne die drei Einwdrfe an Descartes, die 
der englisohe Pbilosopb Hobbes, der damals in Paris lebte, yerfaUst hatte, 
und machte ibm Hofihung auf solche yon Mitgliedem der Sorbonne; aber 
aoTser einem jnngen Doktor, welcher einst mit yiel Vergniigen Descartes' 
fJSssais de la mithode" gelesen batte, fand sicb niemand, der Mersennes 
Verlangen erf&llen und sicb zu einem Urteil liber die „Meditaiionen" des 

Abh. s. 0#Mb. d. math. Wiiiensch. XIV. 13 
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damals scbon beriUimt werdenden Philosophen aufschwingen woUte. Es war 
dies unser Arnanld. Er war damals achtandzwanzig Jahre alt und Des- 
cartes h&tte sich fast wieder tiber die Jugend seines Gegners getftnscht, 
wie es ibm trotz seines Scbarfblickes einst mit dem Verfasser des „TraU^ 
des coniques" ergangen war, als ibm der jugendlicbe Pascal seine Arbeit 
dbersandte. In dem Brief e an Mersenne, welcber seinen Einwtbrfen yor- 
gedruckt ist, legt Arnauld mit groDser Bescbeidenbeit, aber ebenso feiner 
Durcbdringnng des Stoffes dar, was ibm bei der Lekttbre der fJHedUaiUmen" 
als angreifbar erscbienen war: 

Znnacbst bemerkt er, dafs Descartes fOr die Existenz und Natnr 
der menscblicben Seele denselben Beweisgang eingescblagen babe, wie der 
bl. Angus tin. Er macbt fiber denselben Gegenstand nocb weitere Be- 
merkungen, aber mebr um ibn' zu stfltzen und zu durcbleucbten, als um 
ibm Scbwierigkeiten zu bereiten. Endlicb gestebt er unumwunden zu, dafs 
der kurze Abrifs der secbs „Meditationen'% von dem wir oben spracben, 
aufser dem Licbte, welcbes er auf die ganze Arbeit fallen liefse, gerade in 
obiger Frage zur Hebung der Scbwierigkeiten diejenigen GrfiLnde enthalte, 
welcbe sicb aucb ibm aufgedrHngt batten. Weniger gefallt ibm die Art, 
wie Descartes die Verscbiedenbeit des Geistes vom K5rper abgeleitet batte. 
Was obne die Idee eines andem Dinges klar und deutUcb gedacbt werden 
k5nne, existiere aucb obne das letztere und vollstftndig unabbftngig yon ibm, 
so batte Descartes gelebrt. Arnauld findet diesen Scblulis nicbt ganz 
ricbtig. Er fiibrt dagegen geometriscbe Beispiele ins Feld; man kdnne sicb 
ein recbtwinkliges Dreieck vorstellen, obne den pjtbagorHiscben Satz zu 
kennen; wSlbrend letzterer docb geradezu als Definition zu Grunde gelegt 
werden k5nne. Man k5nne sicb femer eine Dimension obne die andere 
denken, w&brend sie in Wirklicbkeit docb immer alle drei zusammen vor- 
kHmen. Descartes mtUsse aucb seinen metbodiscben Zweifel nocb klarer 
stellen, damit ibm seine Absicbten nicbt mifsdeutet wtLrden, und wo er vom 
Irrtimi bandle, sei das intellektuelle und das moraliscbe Element sebarf zu 
trennen. Wir dflrfen aucb bier wieder auf Euno Fiscber verweisen (1. c. 
S. 407). Baillet erz&blt in seinem „Leben Descartes"\ dafs Arnaulds 
Einwtlrfe dem Pbilosopben als die emstesten erscbienen; nocb nie babe 
er einen gescbickteren und gerecbteren Gegner gebabt als diesen jungen 
Gelebrten, welcber aufser tiefem Wissen in seinen Gedankeng&ngen eine 
mathematische ScMrfe und Reinlichkeit zeige. In diesem Sinne scbrieb Des- 
cartes an Mersenne. Aucb von der milden und acbtungsvollen Weise, 
in der er seine Bemerkungen vorgetragen batte, war Descartes sebr an- 
genebm berUbrt. In seiner Antwort ging dieser nur auf den ersten Punkt 
sebr eingebend ein; binsicbtHcb des zweiten antwortete er ausweicbend: 
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,^je tdcherai plutdt d'Mter les coups que de m'opposer diredement d leur 
violence imitunt eeux qwi ont d faire d un trop fart adversaire," Descartes 
hatte gewtbischt, dafs Arnanld noch vor dem Drucke seine gesamte Ant- 
wort erhalten hfttte, aber Mersenne konnte dies nicht ermdglichen; in dem 
Briefe an Yoetius vom 13. Dezember 1642 erzUhlt ersterer, dafs er bei 
dem Verfasser der vier Einwiirfe (Arnauld) angefragt habe, ob jener noch 
etwas zu erwidem habe. Er habe die Antwort bekonmien, dafs derselbe 
▼oUkommen yon Descartes' Entgegnung befriedigt sei; ja dafs er in einer 
philosophischen Vorlestuig, welche er zwei Jahre znvor zu halten gehabt, 
ganz fthnliche Prinzipien vertreten und vor feierlicher Versanmilung verteidigt 
habe. Offenbar sind damit Arnaulds Thcsen gemeint, yon denen wir 
spftter noch zu reden haben wcrden. Durch die Anerkennung, welche Ar- 
nauld im tLbrigen seiner Metaphysik zoUte, fdhlte sich Descartes sehr 
geachmeichelt, ein Beweis, wie hoch er Arnauld stellte; in einem Briefe 
vom Febmar 1642 schreibt er an die BrQder vom Oratorium: J'ai beau- 
coup de satisfacHan de ce que ce sont les plus grands hommes et les meU- 
leurs eaprUs qui gaut^nt et favorisent mes opinions, , , . et bien qu'il n'y 
cai pas Umgtemps que M, Arnauld soit dodeur, je ne laisse pas d'estimer 
plus son jugemeni que eelui d'une moitiS des anciens,*' Geme hiltte er mit 
dem ihm sehr sympathischen Manne korrespondiert, aber Arnauld war um 
diese Zeit schon zu sehr in seine theologischen K&mpfe verwickelt. Nie 
fadrte der Fhilosoph auf, Arnauld zu schatzen, wie folgende Briefstelle 
beweist, die'^er drei Jahre spelter an Abb^ Picot schrieb: ,fLa disgrdce 
de M. Arnauld me touche d'avantage que les miennes; car je le compte au 
nambre de ceux qui me veulent du bien et je crains au coniraire que ses en- 
nemis ne soieni aussi pour la plupart les miens.*' Auch Arnauld war 
Descartes stets ergeben, und als letzterer im Jahre 1643 nach Paris kam, 
liefis er ihm durch einen seiner SchtQer Grufse flberbringen und ihm seine 
Dienste anbieten. Aber noch einmal kamen die beiden grofsen Manner in 
BerOhroiig. AIb im Sonmier 1648 Descartes seine letzte Keise nach Paris 
machte, erhielt er, wie Bail let erz&hlt, am 15. Juli einen Brief, worin ein 
gelehrter Mann, ohne sich zu erkennen zu geben, ihm verschiedene schwierige 
Punkie bextlglich seiner Lehi*e vom Vacuum, der Secle und der Existenz 
Gottes 2ur weiteren Aufklarung unterbreitete. Descartes ersah aus Inhalt 
and Stil des Briefes, dafs er es mit einem tiefen Denker und ihm wohl- 
gesinnten Manne zu thim habe ; es wurde bei ihm dadurch der Wunsch rege, 
den Unbekaonten kennen zu lemen und sich seiner Unterhaltung zu erfreuen. 
Er schrieb ihm, jener m5ge eine Zusammenkunffc veranstalten: „car on pent 
dgir pirns sAirmmii par lettres avec ceux qui aimetU la dispute, mais pour 
ceux qui ne cherchent que la vdritS Ventrevu^ ct la vive voix sont benu4ioup 

13* 
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pltis commodes,** Descartes hatte auch in Paris mit Roberval schlimme 
Erfahrungen gemacht; ilm zILhlte er zu den Leuten ,^m aiment la dispute!", 
Dieser Mathematiker hatte als hartnackiger und bosartiger Gegner seiner 
Physik den grofsen Philosophen in Paris unaufhorlich verfolgt und sich 
keine Gelegenheit entgehen lassen, um ihm in barschem Tone zuzusetzen 
oder ihn zu hftnsebi, und dies hatte nicht zum wenigsten die baldige Ab- 
reise Descartes aus Paris veranlaHst. ^) Jener Unbekannte schien ihm 
Sjrmpathischer zu sein. Die Unterredung aber kam nicht zustande, da jener 
sein Incognito nicht verlassen wollte. Am 29. Juli sandte ihm Descartes 
seine Antwort, geschmeichelt, dafs es sogar bedeutende Anhanger seiner 
Philosophic gabe, die er nicht einmal mit Namen kenne. Wir wissen heute, 
dafs jene Pers5nlichkeit Arnauld war, wie er in den Bemerkungen selbst 
erzahlt, die sich von seiner Hand in einem Exemplare von Baillets „Vi€ 
de Descartes*' finden. 

Auch nach Descartes^ Tode blieb Arnauld der Cartesianischen Philo- 
sophic treu; er machte sie oft zum Gegenstand seiner Unterhaltung, so 
besonders als er auf dem Schlosse des Herzogs von Lujnes zu Besuch 
weilte, der selbst ein solcher Bewunderer der „MeditaMonen** war, dafs er 
sie, wie bekannt, ins Lateinische tibersetzte. Auch ein wissenschaftliches 
Gesprftch mit dem Herzog von Liancourt tiber deiiselben Gegenstand hat 
sich erhalten {M6moires de M, Fontaine Tom. 11 pag. 52). Am besten 
kennzeichnen wohl Kuno Fischers Worte Arnaulds Stellung zum Car- 
tesianismus: „Bei der Verbindung, die spdter zwischen der Cartesianischen 
PhUosophie und den Jansenisten von Fort royal stattfand, darf Arnauld 
als Mittdglied und FUhrer gelten,** Diese Verbindung zw^ier m&chtiger 
Geistesfaktoren zog Arnauld viele Streitschriften zu; auch aus dem Lager 
seiner eigenen Partei. Unter den Gegnem des Gartesianismus waren be- 
sonders leidenschaftlich De laVille und Le Moine; gegen letzteren schrieb 
Arnauld \mter dem Namen Davy, den er sp&ter in Holland fOhrte. Bitter 
empfand es sein Gerechtigkeitsgefdhl, als Descartes' ,^editationen*' auf 
den romischen Index gesetzt wurden (Dekret vom 20. Nov. 1663); w&hrend 
die Gegenschrift Gassendis, der sich mit aller Macht bemtUite, gerade die 
im vollen Einklang mit der Kirche befindlichen Prinzipien zu vemichten, 
oder die „Cen8ura phUosophiae Cartesianae** des Materialisten Huet vdUig 
unbehelligt geblieben seien. Mit Becht mtisse man, um konsequent zu sein, 
dann auch Sjlvain Kegis' Gegenschrift gegen Huet, welche 1691 unter 
dem Titel ,^^onse au Livre qui a pour tUre: F. Dan. Huetii Suesson. 

1) t)ber das Verh^ltnis Descartes' und Robervals siehe auch Leibniz 
f^marques stir Vabregi dt la Vie de M. Descartes*' in der Ausgabe von Foucher 
de Careil. 
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episc. desifffuU. Censura PhUosophiae Cartesianae*' der Zensur unterwerfen. 
Arnauld erwUhnt bei dieser Gelegenheit in seinem Briefe XCIV. der 6e- 
samtansgabe jenes seltene Schriftchen Descartes' g^gen Begins ,Jiotae 
in programma quoddam**, and dais es mit dem Zusatz „donec corrigatur" 
auf den Index gesetzt gewesen sei. Wichtiger als alle diese Einzelheiten 
ist wohl, dafs Arnauld in einem Lehrbuche der Logik, auf das wir noch 
in dem speziell mathematischen Teile unserer Arbeit ausfOhrlich zu sprecben 
kommen werden, zur Erl&uterung und Verbreitung der Cartesianiscben Lebre 
i^esentlich beitrog; Windelband nennt es in seiner zweibandigen „Ge- 
schickte der neueren Philosophic' S. 191 Bd. I „d€n voUkommensten Ausdrack 
der durch das cartesianiscJte System hestimmten Methodologies'. 

Seit 1648 weilte Arnauld zurUckgezogen von der Welt in Port royal 
des Cbampes in Paris. „In dem Asyle dieses Idndlichefi Klosters finden 
sich in gleicher rdigidser Lebensrichtung und anachoretischer Art eine Heihe 
bedeuiender Mdnner eusammen, darunter wissenschafUiche und theologische 
GrdfseH, wdche die Verteidigung des Jansenismus Uhernehmeti und als eine 
geistesmdchtige, kirchlich - religiose Partei auftreten", so cbarakterisiert Kuno 
Fischer die „Herren von Port royal**, Hier lemt Arnauld Blaise Pascal^) 
kennen. Nach dem bekannten Wagenunfalle auf der Briicke von Neuilly, 
der ihm beinahe das Leben gekostet batte, hatte Pascal sicb mebr und 
mehr in religionspbilosopbiscbe Betracbtungen yersenkt, welcbe ibn macbtig 
zu den Einsiedlem von Port royal binzogcn. In berzlichster Weise von 
jenen aufgenommen, macbte er in Port royal ofter mebrmonatlicbe Besuche, 
obne sicb zunftcbst fest dort niedcrzulassen. Zu derselben Zeit bescb&ftigte 
sich die Sorbonne mit den Anklagen, welcbe Arnauld durcb sein Auf- 
treten ffir Jansenius sicb zugezogen. Arnauld sab sicb genotigt, eine 
Apologie zu yerflBASen. Als er sie aber seinen Freunden vorlas, fand man, 
dafs sein Stil fOr diesen Zweck zu lebrbaft, zu emst sei. Arnauld konnte 
eine glSnzende Beredsamkeit entwickeln, aber er wurde zu leicbt durcb sein 
allzu leidenschaftliches Temperament fortgerissen. Hier aber gait es einen 
weitem Ereis fdr seine Sacbe zu interessieren und die Leute der Feder auf 
seine Seite zu zieben. Arnauld selbst war sicb dariiber klar, dafs bier 
durch eine anziebende und gefUllige Form der Darstellung der Leserkreis 
sich gefiangen seben mufste, ebe er sicb dessen nocb bewufst war. Pascal 
war gerade anwesend. „Pourquai vous qui ites jeune ne prendriee-vous pas 
la pMme?** sagte Arnauld zu ibm. Geme war Pascal bereit, seinen 

1) Ffir das Leben Pascals sind zu vergleicben M. Cantor, ^Blaise Pascal", 
Preufsisdie Jahrbucher XXX S. 217—237, sowie Dreydorff, Pascal, sein Leben 
und aeine K&mpfe, 1870 und Nourrisson, Pascal, Physideti et Philosophe 
Paris 1888. 
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Freunden einen Dienst zu erweisen; er machte den Versach, und mit Be- 
nutzung des von Arnauld gelieferten Materials entstanden so die ,,iVo- 
vmaialbriefe!", jenes heute nocb untlbertrofifene Denkznal polemischer Ldtte- 
ratnr. Mit kaustischem Witze, mit Beweisen, deren zwingender Gewalt sich 
niemand entziehen konnte, enthtOlten die achtzehn Briefe schonungslos die 
SchwUchen der Gegner und gaben sie dem Fluche der L&cberlichkeit preis, 
als Arnaulds Bichter, die zum gr5Isten Teile aus Bettelmdndien bestanden, 
seine Aasscbliefsiing aus der Sorbonne durchgesetzt batten. 

Wie die beiden grofsen Mftnner im Kampfe ftir geistige Freiheit zu- 
einanderstanden, so seben wir sie aucb in friedlicbem Wetteifer die Wissen- 
scbafben pflegen. Die Lebre Descartes' batte sicb mikibtig Babn ge- 
brocben und viel dazu beigetragen, pbilosopbiscbe Gespr&cbe und Unter- 
baltungen popul&r zu macben. Die vomebme Welt und die Frauen batten 
gelebrte Bildung aufgenommen und trugen sie geme zur Scbau. Vielleicfat 
den lebbaffcesten Ausdruck fand diese Stromung in einem geistreicben Zirkel, 
der sicb in Port royal bildete. Dort versammelte Erau von Sable an 
den Sonnabenden eine EHte bocbgebildeter Mftnner und Frauen um sicb. 
Seit 1659 wobnte die Marquise in der N&be von Port royal, um sicb dem 
Zuge der Zeit folgend einem kontemplativen Leben zu widmen; aber aucb 
bier in dem stillen Kloster wurde ibr Salon der Sammelplatz der 8cb5n- 
geistigen Aristokratie, und selbst Mitglieder der k5niglicben Familie, die 
Herz5ge und Herzoginnen von Gbevreuse und Longueville, der Marechal 
de Luxembourg, der Kardinal d'Estree, de Cboiseul, La Bocbe- 
foucauld, nicbt zu yergessen De M^re, dessen Name ja aucb in gewisser 
Beziebung zur Gescbicbte der Matbematik stebt (vgl. M. Cantor, Bd. Ill 
S« 355 und bei Nourrisson das Kapitel: „Pascal et le Chevalier de 
Mir6'*\ verkebrten daselbst. Li dieser glftnzenden Gesellscbaft erscbienen 
Arnauld, Pascal und Nicole. Man plauderte in jenem leicbten, welt- 
m&nniscben Tone, welcber den Geist Montaignes atmete, yon pbUosopbi- 
scben Gegenstanden , von Pudagogik, kurz von alien geistigen Literessen. 
Madame de Sabl^ war die Seele dieser Zusammenktknfte; ibr Biograpb 
Cousin scbildert uns, wie sie auf alien Gebieten des Wissens zu Hause 
war. Ein neues Genre der Litteratur, die ,yPem4es** und ,^ax%mes'* wurde 
yon ibr ins Leben gerufen. Mit Arnauld korrespondierte sie tiber dessen 
,JjOg%l^*; sie scbeute selbst die scbwierigen Probleme der „Wis8en8chafl von 
der Wissenschaft" nicbt. Die „Crrammaire raisarm^ef* Arnaulds legte sie 
ibren Freunden yon der Akademie yor. Die betreffenden Briefe baben sicb 
erbalten (Cousin, Madame de SablS, Paris 1859; S. 369 — 373). Unter 
ibnen ist besonders interessant ein mit „De Lahrosse*' unterzeicbneter, worin 
ein Mann dieses Namens Frau yon Sable ersucbt, auf Arnauld dabin zu 
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wirken, dafs er die Orondlehren der Physik in einem Lehrbuche behandeln 
und yereinigen m5ge, da es dringend zu wtLnschen sei, daJGs mit den alien 
Schnlyomrteilen in dieser Wissenschaft aufgerftumt werde, indem nur die 
wenigsten Leser mit gentigenden Vorkenntnissen an die Lekttbre von Des- 
cartes' dahin gehdrenden Schriften herantr&ten. Also auch in der Physik 
w&re Arnanld in der Lage gewesen zu schreiben, wie jener De Labrosse 
bezengt: ^e«t une chose qu'U a d^d assee medU^e et sur laqueUe il a fait 
touiea les reflexions possibles, II ne lui reste gu'd les mettre en ordre et a 
lea donner au public*' Wir haben hier den Kreis der Marquise de Sable 
etwas ausflQirlicher behandelt. Benn hier war, wie wir mit hMister Wahr- 
scheinHchkeii vermuten dUrfen, der Baden, auf welchem Pascal und Ar- 
nauld audi tm Qebiete der mathematischen Wissenschaftefi ihre Gedanken 
tauscktm; eine Thatsache, die hisher in der ganzen modernen franz6sischen 
PascaUiiterahir ukbeachtet geblieben ist Dieser Gedanhenaustausch veranlafste 
die Herausgabe von Amaulds geometrischem Buch und ist der wichtigste 
Ihmkt unserer vorliegenden Arbeit Wir werden spater das Nahere be- 
richten. — 

Die Yerdffentlichung der Schriften, welche als Originalleistungen Arnauld 
fQr immer einen ehrenvollen Platz in der Geschichte der Wissenschaften 
sichem, fUlt in das Jahrzehnt von 1660 — 1670; den Keigen er(5ffnete seine 
„Gramma^e ginirale et raisonn4&* im Jahre 1660. Die Ent^tehung dieses 
Baches erlftutert eine Stelle eines seltenen Werkchens „Matanasiana ou M6moires 
litt^aires, historiques et critiques du docteur Matanasius*' a la Haye chez 
la V^ de Charles Le Viev 1740 in 12® Tom. I p. 133, es heifst da- 
selbst: ,rAu' reste U n'est pas ^onnant que cette Grammaire gSnerale et rai- 
swrniU mAi tm exceEtemt Ouvrage, puis que c*est un de ceux qu'on namme de 
Pcnrt-Boifal. Cest une production de ce docteur fameux que M, G ravin a 
(ibid. p. 135) reeonnoU pour le flambeau de toutes les sciences et de tous 
les exedlens priceptes: ScietUiarum optimorumque instituiorum omnium fax; 
ei de ce savant B4n4dictin que M, Manage f appeUe un homme d'une grande 
vertu et d'un gromd savoir, c'est d dire de M, Arnauld et de M, Lan- 
celot** Arnanld entsprach damit einer Absicht Bacons, des grofsen Be- 
g^rOnders der indactiyen Methode, der in seinem Werkchen „De augmentis 
seienUarum** im sechsten Buche von einem solchen Untemehmen spricht. 
Nicht nninteressant ist, dafs auch der grofse englische Mathematiker Wallis 
in einem Versuche: Orammatica linguae Anglicanae cui praefigitur de loquda 
sive sonorum formatione tractatus Grammatico-physicus Oxford. 1653 den 
Plan Bacons zu yerwirklichen strebte. Zwei Jahre spelter erscheint „Die 
Log%k der Herren von Fort royal": La Logique ou VArt de penser conte- 
nani outre les regies communes, plmicurs observations nouvelles propres d 
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former le ju^ement, A Paris cMz Jean Quignard, Charles Savreux, 
Jean Be Launay MDCLXIL Avec privilege du Bog. Arnauld faatte 
sie einige Zeit vorher fiir Honore d 'Albert, Herzog von Cheyreuse, 
verfafst, um ihm das Stadium der Logik zu erleichtern. Ursprfbiglich 
nicht fur die Veroffentlichung bestimmt, gab man sie heraus, aus Farcht, 
sie k5mie auf Grund fehlerhafter Eopien dennoch erscheinen. Man hat 
wohl den Ausspruch gethan, „dieses Lehrhuch habe aUe frilheren verdrSngt 
und kein spdteres habe dieses vergessen machen Mnnen*', Wirklich machten 
auch neue und interessante Untersuchungen fiber die Ursache des Irrtnms, 
die gldckliche Wahl der Beispiele und die Anwendong der Begeln auf all- 
gemein interessierende Gegenst&nde das Buch sehr wirkungsvoll. Es erlebte 
gegen zebn franzdsische und ebensoviele lateinische Aosgaben; die letzte ist 
wohl die von A. Fouillee, Paris 1879. Auf den Inhalt einzelner Partien 
werden wir zurtickkommen. Arnauld wurde 1669 in die ,JRaia; d*igl\s€* 
aufgenommen, welche die Streitigkeiten in der franz5sischen Eirche beilegen 
solltc, vom p'&pstlichen Nuntius und vom K5nige in feierlicher Audienz 
empfangen. In dieser Zeit hatte sein Ansehen den H5hepunkt erreicht; 
jedermann wollte den berOhmten Mann sehen. Dieser Wunsch lebte auch 
im Herzen eines jungen deutschen Gelehrten, welcher damals die Augen 
der Welt auf sich zu lenken begann. Wir sind damit an einem neuen 
interessanten Kapitel angelangt, an 

Amanlds Beziehungeii zn Leibniz. 

Diese Beziehungen sind fur die Aufgabe, die wir uns gestellt, Arnauld 
als Mathematiker zu wiirdigen, von grofser Wichtigkeit; denn sie zeigen 
einerseits, wie sehr der grofse Entdecker der Infinitesimalrechnung Arnauld 
in dieser Eigenschaft schfttzte, und lassen andererseits als hochwichtiges 
Moment erkennen, dafs Arnauld hinwiederum einen gewissen EinfluTs auf 
Leibniz' mathematisches Denken und dessen Entwicklung im Gebiete 
unserer Wissenschaft ausgeiibt. Das Interessanteste an den Heroen des 
Geistes ist uns ja nicht nur, was sie geleistet und was wir ihnen yer- 
danken, sondem auch, von welchen Punkten aus ihre Denkentwicklong aich 
vollzogen, wie sie zu ihren grofsartigen Kesultaten gelangt sind. Diese 
Wurzeln zu verfolgen bis in die feinsten Verzweigungen, ist eine reizvoUe 
psychologische Aufgabe, welche der von Lessing in das modeme Denken 
eingefOhrte Begriff der Entwicklung involviert. Quelle werden fiir unsere 
Zwecke in erster Linie die verschiedenen Ausgaben des Briefwechsels der 
beiden grofsen Mftnner, welche aber mehr oder weniger vollstftndig sich 
erganzen mtissen. Grotefends Ausgabe von 1846 giebt im Anhang unter 
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A einen Iftngeren lateinischen Brief wieder, welcher zu jenen Programm- 
ktmdgebungeii geh5rt, mit welchen Leibniz in den Jahren 1668 — 1671 
in der wissenscbaftlichen Welt debtltierte. Hatten wir gar keine weiteren 
Dokumente fOr Leibniz' philosophische Jugendansichten, wir kdnnten sie 
hier in vielleicht vollstttndigster Nebeneinanderreihnng finden. Dieser erste 
lateinische Brief Leibniz' an Arnauld beginnt damit, Leibniz habe oft 
beim Baron v. Boineburg von Arnauld sprechen hSren; jenem aber sei 
der Doktor der Sorbonne vom Landgrafen von Hessen - Rheinfels gertthmt 
worden. Es folgt ein kurzer Abrifs der E'clmpfe, in welchen das siebzehnte 
Jahrhundert, diese schroffe tJbergangszeit in neue Weltanschauungen, das 
Alte und Hergebrachte zu stUrzen sucht und seine Waffen gegen die Lehren 
der Kirche kehrt. Leibniz will in die Geisteskftmpfe eintreten und sucht 
daher Ftihlmig mit den ersten Geistern der Zeit; wie er speziell Arnaulds 
Autorit&t ehrt, davon geben uns seine Worte einen Beweis: „Te pene unutn 
f^e nasse, ex quo Pasckalio excidimus, qui in utroque campo c(mfligere possit; 
qui eruditione pariter et sapientia, rarissimo connubio, polleat; documents 
esse Artem iUam cogitandi, UbeUum magnae profundit^xtis , aiius quisquis 
autor sU, ex vestra certe schola esse" Leibniz meint damit Arnaulds 
Logik. Nachdem er eine t}l)ersicht tiber seine bisherigen philosopbiscben 
Studien gegeben, geht Leibniz zu seinen naturwissenscbaftlichen Ansicbten 
i&ber. Er entwickelt seine Vorstellungen tiber Bewegung, alle jene Ge- 
dankenrdhen, die er aucb in dem Scbreiben an Oldenburg vom 15/25. Ok- 
tober 1671 (s. Leihnie' Briefwechsd mit Maihematikem, herausgegeben 
von C. J. Gerhard t, Bd. I, 1899) ausgesprochen hat xmd die niedergelegt 
sind in der ,^ypoihesis physica n&va, qua Phaenomenorum Naturae plero- 
rumque causae aib unico quodam universali motu, in globe nostra supposUo 
neque Tychonicis, neque Copemicanis aspemando, repelunttir Autore G. G. L. 
X. Mogunt. Anno MDCLXXI". Dieselbe besteht aus zwei Teilen; im 
ersten spricht Leibniz von seiner Annahme einer homozentrischen Universal- 
bewegnng als Ursache jeder Bewegung und von der Kohllsion; der zweite 
,fHypa(he8%s physical' behandelt die Theorie der Bewegung ohne Kticksicht 
anf die Fhftnomene, die Zusammensetzung des Continuums aus unendlich 
vielen Teilen; lauter Dinge, die in diesem Briefe rekapituliert werden. 
Schon hier zeig^ Leibniz seine Abneigung gegen den Cartesianischen 
K5ix>erbegriff. Er giebt seine Definition des Punktes, erwahnt seine Ansicht 
fiber die Winkel als GrOfsen ohne Ausdehnung und teilt phoronomische 
Prinzipien mit. Auf die Bewegungslehre baut er seine psychologischen 
Yorstellungen und leitet daraus seine Idcen fiber Ethik und Becht ab. Es 
finden sich sodann €redanken, die auf seine „Characteristica realis" hinzielen, 
Hieran schlielJBen sich die physikalischen Theorien, die Leibniz Uber Optik, 
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Schwere, Elasticitat und Magnetismtis sich ausgebildet hatte; im Anschlufs 
daran Chemisches und Metereologisches. Am Ende des Briefes erw&hnt er 
eine yon ihm gefundene mechanische Vomchtang zur Ldstmg geometrischer 
Anfgaben, dieselbe leiste z. B. die Trisektion des Winkels und die Quadratur 
des Kreises mit einem fOr praktische Zwecke hinreichenden Grad von An- 
n&herung. Endlich gedenkt er seiner bekannten Bechenmaschine. Dais 
diese Notizen fUr Arnauld grofses Interesse batten, beweist ein Brief 
dieses letzteren vom 5. September 1673 an Pascals Neffen Perier: 

,^u reste U y a id un petit horloger qui ayant vu une machine de 
M, Pascal Va perfedionn^e de teUe sorte, qu'eUe est incompardblement plus 
facile que ceUe de Monsieur voire onde, car les roues toument d'un coti a 
Vautre, de sorte que sans changer les chiffres par une regie, comme dans 
la Pascaline, on fait l* addition et la multiplication sur les mSmes chiffres. 
II y a de plus un endroit particulier ou on faU tout d'un coup la muUi- 
plication et les divisions, un atUre oi$ on trouve les raeines cubiques et 
d'autres oil Von fait les fractions. Quoique cette machine aU les demers et 
les sols, et qu'dle aiUe jusqu'd cent mUle, eUe est heaucoup plus peHte 
qu'aucune de M, Pascal; et cet horloger en fait mSme prisenkment une autre, 
qui ne sera plus grande qu'un livre in 12^ od tout cela sera, Je ne vous 
parte point par oui dire; nous avons vu cette machine apr^ din4. Aprts 
tout, nSanmoins M, Pascal ayant et6 le premier qui ait trouvi de ces sortes 
de machines, quoiqu'on y ptiisse ajouier, U en aura toujours la prindpale 
gloire" ... 

Man kann annebmen, dafs es sicb bier um Leibniz' Modell bandelt; 
denn dieses wurde, wie Gubrauer erzablt, in Paris Hujgens und Ar- 
nauld und Tbeyenot demonstriert und besafs die oben angegebenen 
Verbesserungen. Am Scblusse jenes ersten langen Briefes giebt Leibniz 
der Hoffnung Ausdruck, sich bald mtlndlicb mit Arnauld tlber alle jene 
Gegenst&nde aussprecben zu k5nnen; er boffe von ibm wertvolle Aufklftrungen 
und Belebnmgen zu erbalten. Diese Hofinimg sollte bald in ErflQlung 
geben. Am 19. Wktz 1672 ging Leibniz in politiscber Mission nach 
Paris. Hier yerkebrte er besonders zu Aniang seines Aufenthaltes viel mit 
Arnauld. Wichtige Belege hierfUr bilden zwei Briefe, die in Grotefends 
Ausgabe fehlen, aber in der Gesamtausgabe yon Arnaulds Werken yerdffent- 
licht sind (Bd. IV, S. 189). Leibniz scbreibt hier unterm 27. April 1683: 
,Jfai eu Vhonneur de connoUre M. Arnauld assez particuHdrement et j'ho- 
nore infiniment son merite, qui est reconnu de toute la terre. Nous nous 
sommes souvent entretenus de sciences; car il n'est pas moins ex- 
cellent G4omitre que grand Theologien; il miditoit alors quelque 
chose de fort beau sur les raisons et sur les proportions, je serois 
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fdchi s'il en avoit 4ti distrait enMrement, Ce qu'on me campta de 
sa retraite et du maiheur de ses amis ne m'avoit pas pen touchi. Au reste 
qu^en je retoumai en AUemagne, il me donna une reponse d un Capucin 
Francois demeurant d Hannovre qui lui avait demand^ des particularUis 
sur la croyance des Qrecs touchant la Transubstantiatiopi: Id dedans il dit 
de moi, en passant, qudque chose de si extraordinairement favorable, que je 
n'awrois pas os4 porter la lettre, si je Vavois su, et je ne I'appris que depuis, 
par le Prince mime, qui avoit retenu cette lettre" Arnauld hatte in dem 
Briefe mit richtigem Blick sein Urteil tiber Leibniz dahin abgcgoben, dafs 
ihm (Leibniz) nur noch wenig fehle, um in Wahrheit einer der grofsen 
M&nner des Jahrhunderts zu sein, und dies ist es, was Leibniz, man 
mdchte sagen „rot vor Freudef* hier andeutet Leibniz war damals aller- 
dings schon anf der Leiter zor Erkenntnis weit emporgestiegon, aber in der 
^lathematik war er, als er nach Paris kam, noch wenig vorgebildet, wie 
er an mehrfachen Stellen selbst erzfthlt (vgl. M. Cantors „Vorlesungen'* , 
Bd. m S. 88), und so mdgen die Unterhaltungen mit Arnauld durch 
dessen reifes Urteil und reiche Erfahrung wohl geeignet gewesen sein, 
manche Oedankeng&nge bei Leibniz zu klaren, manche Anregungen zu 
geben, wie ja auch Descartes in der Aussprache seiner Spekulationen 
endlich eines der besten Mittel zur Selbstbelehrung erkannt hatte. Ein 
neuer Beweis, dais Leibniz schon wahrend seines Pariser Aufenthaltes die 
Anfftnge der Differentialrechnung besafs, scheint uns in der folgenden 
wichtigen Briefstelle vom 4. August 1683, die an den Landgrafen yon 
Hessen-Bheinfels gerichtet ist, enthalten zu sein: 

nQuand j'dtois d Paris, nous nous sommes entretenus quelques 
fois sur la G4omitrie c'est pourquoi je supplie V, A, S, de lui 
(Arnauld) envoy er de ma part les papier s ci- joints sur quelques 
dicouvertes giomitriques: car parmi tant d'autres belles connais- 
sances, il sail parfaitement bien ce qu'il y a de plus beau dans 
la Oiomitrie, Ce que,je lui envoie a dijd 4t6 approuvi et estimS 
par les premiers Mathematiciens de France et d'Angleterre; et je 
me souviens de lui en avoir parlS en France. J'avoue cependant trts 
voUmHers que ces sortes de curiosity n'ont point de meiUeur usage que cdui 
de perfedHonner I'a/rt d'inventer et de raisonner juste'* Schon der Heraus- 
geber yon Arnaulds gesammelten Werken bemerkt hierzu: „Ce sont peut- 
Sire les Begks du calcul differentid, qu'U insera en 1664 dans Ic journal 
de Leipsiki*; also die Abhandlung: „Nova methodus pro mctximis et minimis**, 
die Leibniz im Mai 1684 in den Acta eruditorum veroffentlichte. In den 
Jahren 1686 — 1690 dauert der Bricfwechsel ununterbrochen fort. Die 
Jahre 1671—1690 sind diejenige Periode in Leibniz' philosophischer Ent- 
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wicklung, in der sich „di€ Ausreifung seines Systems" vollzog (Euno 
Fischer). Daher werden im Gedankenverkehr mit A man Id wesentliehe 
Gnindpfeiler seiner Weltanschauung aufgerichtet: sein Substanzbegriff: die 
Substanz als Kraft, als immaterielles Wesen, der Begriff substantieller £in- 
heit werden festgestellt, die Gemeinschafb zwischen Leib und 8eele wird 
unter beiden Gelehrten eingehend er5rtert. Leibniz macht seine Ansicht 
iiber die Indiyidualit&t und UnzerstSrbarkeit der Seele, auch der niederer 
Formen geltend; auch erkenntnistheoretische Passagen (die Prftponderanz 
des Prinzips des Widerspruchs fftr die ewigen, des zureichenden Grandes 
fOr die thats&chlichen Wahrheiten wird betont) sind in einzehien Briefen 
vertreten. Gleichsam das Resume bildet der hervorragend wichtige Brief, 
welcher vom 23. Mftrz 1690 aus Venedig datiert der Schlufsbrief des Com- 
merciums ist. „Er entMU im Kdme Leibniz' games System: den Begriff 
der Mannde^ des Mihrokosmtis , der Entwickehmg und der (prdstabiUerten) 
Harmonic' (Kuno Fischer). Durch die Briefe metaphysischen Inhalts 
Ziehen sich wie ein roter Faden Leibniz' Berichte fiber seine Entdeckungen 
im Gebiete der hdheren Analysis und der Dynamik. Am 14. Juli 1686 
schreibt er an Am an Id: 

,^u reste, je me suis souvent diverti d des pensies dbstraites metaphysi- 
qaes et de geom^rie, J'ai ddcouvert une nouveUe mithode de tangentes, que 
fay fait imprimer dans le journal de Leipzig, Vous sgavez, Monsieur, que 
Messieurs Hudde et depuis Slusius^ ont port4 la chose assez loin, Mais 
il manquoit deux chases: Vune que lorsque I'inconnu ou Vindetermin^e est 
emharassee dans des fractions et irrationelles, U faut Ven Hrer pour user de 
Imrs methodes: ce qui fait monter le calcul a une hauteur ou prolixUee tout 
a fait incommode et souvent intractable: au lieu que ma m^hode ne se met 
point en peine des fractions, ny irrationelles, (Test pourquoy les Anglais en 
on fait grand cas, 

L'autre difaut de la methode des tangentes est, qu'dles ne va pas aux 
lignes que M, des Cartes appeUe Mechaniques, et que fappeUe Trancendepites ; 
au lieu que ma methade y procede tout de mime, et je puis danner par le 
calcul la tangente de la cycloide ou telle autre Ugne, Je pretends aussi 
generalement de danner le may en de reduire ces lignes au caicul, et je Hens, 
qu'U faut les recevoir dans la giomitrie, quayqu'en disc M, des Cartes, 
Ma raison est qu'U y a des questions analytiques^ qui ne sont d'aucun degrS, 
ou bien ot^ dont le degrd est demand^; par exemple, de cauper I'angle en 
raison incommensurable de droite d droite, Ce prcibUme n'est ny plan, ny 
solide, ny sursolide, C'est pourtant un probUme et je Vappdle transcen- 
dent pour cela. Tel est aussi ce problhme: resoudre une telle Equation: 
X^ + X = 30, OM Vinconnue mime X entre dans Vemposant, et le degr6 
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m^me de I'^quaUan est demomde. II est aisi de trauver id que cet X peut 
signifier 3. Car 3' + ^ ow 27 + 3 fait 30. Mais il n'est pas taujtmrs 
si aisi de le resaudre, surtaut quand Vexposant n'est pas u/n nombre ratiopiel; 
et U faut recourir d des Ugnes ou lieux propres d cela, quU faut par con- 
sequence recevoir necessairement dans la giamitrie. Or je fais voir, que les 
lignes que des Cartes veut exdure de la geometrie dependent de telks equa- 
tions qui passent en effet taus les degres algebraiqu^, mais nan pas Vandlyse, 
n'^ la giomitrie, J'appeUe done les lignes regues par M, des Cartes alge- 
braicas, parcequ'eUes sont d'u/n certain degre d'une Equation algebraique; et 
les auires transcendentes, que je reduis au calcul, et dont je fais voir aussi 
la eonstnucUon, soU par points ou par le mouvenient; et si je Vose dire, je 
pretends d'ava/ncer par Id I'analyse ultra IlercuUs columnas" In diesem 
anBf&hrlichen Briefe giebt Leibniz den Inbalt seines Aufsatzes „Geometria 
recondita" in den A. E. von 1686 (M. Cantor, „Vorlesufigen" S. 197 Bd.III). 

Der Brief vom 28. November 1686 fuhrt mitten in den berQhmten Streit 

• 

Leibniz' mit den Cartesianem tlber das Mafs der lebendigen Kraft. Des- 
cartes hatte als Eonsequenz seines E()rperbcgriffes gelehrt, die GrdDse der 
Bewegong in der Natur sei eine konstante^ w&hrend Leibniz durch seine 
djnamiflche Anffassung des K5rpers zu der Ansicht gefEQirt wurde, nicht 
die Bewegnngsgrdrse, sondem die Summe der bewegenden Kr&fbe sei die 
6r6lM, welche bei den Bewegungen der Korperwelt erhalten bleibe. Die 
Wizknng jeder Ejraft ist die Bewegong einer Masse, welche unter dem 
Einfiuifl der Kraft eine gewisse Geschwindigkeit erhiilt. Descartes hatte 
als M&b der Leistong das Produkt aus Masse und Geschwindigkeit be- 
trachtet, wfthrend Leibniz an Stelle der einfachen Geschwindigkeit deren 
Quadrat in die Mechanik einfilhrte. Die Annahme Descartes' ist imver- 
einbar mit dem Galileischen Gesetz, dafs die Bftume sich verhalten wie die 
Quadrate der Geschwindigkeiten. Speziell an dieser Stelle sagt Leibniz: 
fjOhne mich darum zu hiimmem^ wie der K6rper seine GescJiwindigkeit er- 
langt, behaupie ich, dafs em KHrper von eitiem Pfund Masse von einer 
GtsehwindigkeU eweier Grade zweknal so viel lebendige Kraft hesitzt als eine 
Masse von swei Ffunden, die eine Gesdiwindigkeit von eineni Grad Jiat 
Und ich bin der AnsicJU, dafs man bei Erwdgung der Bewegung sich 
stofsender KSrper nicht auf die GrOfse der Bewegung sein Augenmerk zu 
riMen hat, me das Descartes in seinen Begeln thut, sondern auf die 
GrOfse der Krafl, sonst ware dem Perpetuum mobile lliilr und Thor geoffnet. 
Setgen wir z. B. vorcms, dafs in ewiem Quadrate LM ein K6rper A sicJi 
auf der Diagondle bewege und zur gleichm Zeit auf zwei ihm gleidie Massen 
B und stofse, derart, dafs im Momente des Stofses die CetUrm der drei 
Kugdn ein ifieichschenkliges, rechtwinUiges Dreieck bUde^i, u/nd der game 
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Yorga/ng sich in der Horieontalebene dbspielt, setzen wir weUer varaus, dafs 
nach dem Stofse der K6rper A an der Stdle 2 A in Ruhe bleU>t und seine 
game Kraft auf die beiden KlHrper B und C Ubertrdgt, dann wird B von 
IB bis 2 B mit der Geschwvndigkeit und Bichtung 1B2B laufen tmd C 
von IC nach 2C mit der GeschmndigkeU und Bichtung 1C2C. Das heifsi, 
wenn A eine Sekunde gebraucht hatte, um in gleichfdrmiger Bewegung von 

lA nach 2 A zu geUmgen vor dem Stofse, so 
'^ ioird auch B eine Sekunde brauchen, um von 

^ IB nach 2B zu laufen und ebenso C in der- 

selben Zeit von IC nach 20. Es frOgt sich 

, . nun, welches ist die Lange der Sl/recke 1B2B 

'C % zC 

Oder 1C2C, welche die GeschwindigJeeit rq>rdsen'' 

tiert. Ich behaupte, dafs sie gleich AL oder AM 
ist, Seiten des Quadrats LM. Denn wenn die 
^ y. J Massen gleich sind, so verhdUen sich die Krdfte 

wie die H6hen, von denen die Kdrper herabfaUen 
milssen, um die betreffenden Geschwvndigkeiten zu erlangen: die Summe 
der Quadrate 1B2B und 1C2C ist gleich dem Quadrate 1A2A. Also 
die Grdfse der Kraft ist nach dem Stofse dieselbe me vorher, aber die 
Bewegungsgr6fse ist gewachsen; denn wenn die Massen gleich sind, kann 
man jene (die Bewegungsgrdfse) dwrch die GeschwindigJeeit in der Gleichung 
darsteUen, vor dem Stofs war die Geschunndigkeit 1A2A; nach dem Stofs 
ist sie gleich der Summe 1B2B -{- 1C2C> 1A2A. Nach Descartes 
aber dilrfie, damit die Bewegwngsgrdfse konstcmt bliebe, der Kikper B nur 
nach p, der K6rper C von 1 C nur nach k gelangen, derart, dafs IBfi = 1 (7* 
= jlA2A wdre. Aber auf diese Weise ginge soviet Kraft verloren, dls 
die Differenz der Summe der Quadrate Uber IBp und iCk gegen das 
Quadrat Uber 1A2A betrdgt, Umgekehrt kann man zeigen, dafs man durch 
den Stofs auch Kraft gewinnen k6nnte, denn wenn der Kikper A mit der 
Geschwindigkeit 1A2A auf B und C auftrifft und ihnen nach Descartes 
die Geschwindigkeiten IBp und iCk erteilt, wdhrend er selbst an deren 
Hatz stiU steht, so wUrden vice versa die Kikper B und C, wenn sie mit 
den Geschwindigkeiten IB^ und ICk zurUcMiefen, dem K&rper A die Ge- 
schwindigkeit 1A2A erteHen, damit wUrde dann aber unfehlbar eine kon- 
tinuierliche Bewegung eintreten; denn vorausgesetzt, der Kdrper B von einem 
Pfund kimnte vermdge seiner Geschwindigkeit filB zu einer Hdhe von einem 
Fufs aufsteigen und C ebenso, so h&tte man vor dem Stofs eine Kraft, die 
zwei Pfund auf einen Fufs H6he zu brvngen vermag,^) Aber nach dem 



1) Oder ein Gewicht von einem Pfund auf zwei Fufs. 
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Stofs van B und C auf A hdtte der Kdrper A die doppdte Geschwindig- 

keU erreicM, ndndich die Qesdiwindigk^iit 1^2^ = 2/31^ = 2*Tc, und 
kimnte ein Pfund vier Fufs heben, denn die Hohen, zu welchen die Korper 
vermdge der Creschwindigkeiten, die sie besiizen, sich erheben kdnnen, verhaiien 
sich icie die Quadrate genannter Geschwindigkeiten, Wcnn man aber so das 
Doppdte der Kraft gewinnen kann, so ist das Problem des Perpetuum inobUe 
durchaus geWst. ScMecMerdings ist es aber tmmdglich, Kraft aus nicJits zu 
gewinnen oder grundlos zu verheren, und Begeln, die zu solchen Folgerungen 
f&hren, sind mU Unrecht gang und gdbe" 

Als Leibniz Arnauld in dieser Frage erstmals Mitteilung gemacht und 
ihm eine Dnickschrift, wobl den Aufsatz: Brevis demonsiratio Erroris memora- 
Wis CartesH et aliorum circa Legem naiuralem u. s. w. A, E, an. 1686, 
Gerbardts Leibnizausgabe Bd. VI, S. 117, gesandt batie, war Arnaulds 
Stellnngnahme zuerst etwas skeptiscb gewcsen und er batte Leibniz auf 
Descartes' Briefe bingewiesen (Brief yom 28. September 1686 Arnaulds). 
Es seien scbon zwanzig Jabre, dafs er sicb mit solcben Fragen bescb&ftigt 
babe, was genau mit dem Datum des Brief es jenes De Labrosse Uberein- 
stimmt, and er kdnne zunftcbst kein definitives Urteil abgeben. Leibniz 
&iid die betrefifende Stelle in den ,JLettres'* D esc arte s\ wo letzterer darauf 
binwies, dafis man in gewissen Fallen nur auf die Steigbdbe zu acbten 
babe und von der Gescbwindigkeit (d. b. der ersten Potcnz derselben) ab- 
seben kOnne; aber in seinen anderen pbysikaliscben Scbriften batte Des- 
cartes jene Angabe nicbt verwertet, und so war die Konfusion um so 
ff^ber geworden. In den ,^ouveUes de la republiqtse des lettres" im Sep- 
^ttiberiiefl batte ein gewisser Abb^ D. C. (Catelan) geantwortet, aber 
obae recbtes Verst&ndms fiir die Sacbe, so erzftblt Leibniz in dem Brief 
^ Arnauld weiter. Am 4. Marz 1687 antwortet Arnauld, dafs der 
^bl>e Catelan, Leibniz' Gegner, als geschickter Geometer in Frankreicli 
bek^unt sei; docb k5nne ja der Meinungsaustauscb zwiscben jenem und 
bel'bniz nor geeignet sein, jene mecbaniscbe Streitfrage aufzukl&ren und 
si6 definitiv zu entscheiden. Aucb im Briefe Leibniz' vom 30. April 1687 
^^^^*^ die Eontroverse wieder erw&bnt. Er erkundigt sicb nacb Arnaulds 
^Tteil Qber seine Entgegnung an Catelan in den NouveUes de la repu- 
^'^QMe des leUres. Jener m5ge ja ein gelebrter Mann sein, was er aber gegcu 
^ (Leibniz) und Hujgens gescbrieben babe, sei ein wenig voreilig ge- 
weaen, ^^m l. August 1687 berichtet Leibniz an Arnauld weiter, dafs 
^ Stelle Catelans jetzt der benibmte Malebrancbe gegen ibn die 
Feder ergriffen babe. Dieser letztere gebe zu, dafs einige der von ibm 
yerfocbtenen Bewegungsregeln sicb nicbt recbt aufrecbt erbalton liefsen, 
wobl desbalby weil er sie auf die Annabnie einer unendlicben Zeitdauer 
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gegriindet habe, die es in der Natur nicht gabe. Leibniz ist der Ansicht, 
dafs dieser Umstand nnwesentlich sei; in dcm Briefe an Arnauld fiihrt 
Leibniz fort: „Et cest un difaut des raisonnemens de M, des Cartes d 
des siens, de n'avoir pas considere, que tout ce qu'on dit du mouvement, de 
rin^galitS et du ressort, se doit verifier aussi quand on suppose ces cJioses 
infinen^ent petUes, ou infinies. En quel cos le mouvement (infinement petit) 
devient repos; Vinigalite (infiniment petite) devient Sgalii^; et le ressort (m- 
finiment prompt) n'est autre chose qu'une durete extreme; d peu-prds comme 
tout ce que les geom^tres d^montrent de VeUipse se verifie d'une pardbole, 
quand on la con^oit comme une ellipse dont Vautre foyer est infiniment 
eloign^, Et <fest une chose Grange de voir que presque toutes les regies du 
mouvement de M. de Caries choquent ce principe, que je tiens aussi infail- 
lible en physique qWU Vest en geotnetrie, parceque VAuteur des choses agit en 
parfait geomHre, Si je repliqus au H, P, Malehranche, ce sera principale- 
ment pour (aire connoUre le dit principe, qui est d'une trds-grande utilite, 
et qui n'a guere encore ete considere en general, que je sacheJ* Die Gesetze 
der Bewegung mtLssen aucb fiir unendliche Yerh&ltnisse ihre GtQtigkeit be- 
sitzen, denn in der Natur sind Euhe und Bewegung, Gleichheit und Un- 
gleicbheit, keine Gegensatze sonst k^nnte kein Obergang von einem zum 
anderen stattfinden. In der kontinuierlicben Yeranderung verschwinden die 
Gegenslltze — natura non facit saltus — ; diese aber bedingt den Begriff 
des Unendlicbkleinen, des Differentials, als ibres Elementes. Leibniz teilt 
bier also Arnauld sein beriibmtes Stetigkeitsgesetz, Gesetz der Kontinuit&t, 
nocb Yor der eigentlichen Publikation desselben mit; sie gescbah in Leibniz* 
Aufsatz: Pnncipium quoddam Generale non in Mathematicis tanium, sed et 
Physids utile cuius ope ex consideratione Sapientiae divinae examinantur 
Naturae Leges, qua occasione nata cum B, P, Mallebranchio controversia expli- 
catur, et quidam Cartesianorum errores notantur, (Leibnizansgabe yon Gerbardt 
Bd. VI, S. 129, veroffentlicbt in den NouveUes de la republique des lettres,) 
Der Streit ziebt sicb aber nocb bin. Im Briefe vom 28. August 1687 
spricbt Arnauld von einer weiteren Entgegnung Catelans vom Juni des- 
selben Jahres. Gate Ian und Malebrancbe baben also neben einander 
Leibniz' Kraftmafs bekampft. Arnauld findet, dafs Cat el an aucb dies- 
mal nicbt in Leibniz' Gedanken eingedrungen sei: „Mais U n'a peul-esire 
pas bien pris vostre pensee" Wir seben in diesen Worten, dafs Arnauld, 
der ja selbst bervorragender Cartesianer ist, leidenschaftslos beginnt, 
Leibniz' besserer Einsicbt nacbzugeben. Mit den warmen Worten: „Cest 
pourquoi je m'estime heureux d'avoir rencontre en vous un censeur 4galen\ent 
ex€U!t et 4quitdblef* dankt ibm Leibniz dafOr im Briefe vom 9. Oktober 1687. 
Im September erwiderte Leibniz auf Catelans fortw&brende Angriffe; 
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aber er hatie der WortkHmpfe genng und legte dem Abbe ein geometrisch- 

mechaniachea Problem vor: die Curve zu finden, in welcher ein schwerer 

Kdrper so f&llt, dafs er in gleichen Zeitrftumen der Horizontalebene um 

einen gleichen senkrechten Abstand sich n&hert. Dies erzahlt Leibniz im 

Briefe vom 14. Januar 1688 Arnauld. Er sagt: „Afin de dire quelque 

diose d'utU, fai prqposS un prdbUme ^) . . . qui est de trouver une Ugne que 

fappeUe isochrone, dans laqueUe le corps pesant descend uniformement et 

approcke, igakment de Vhorison en temps ^gaux, nan ohstant Vaccderaiicn 

9if» lug est imprimS, que je recompense par le changement continud de Vin- 

dmati(m . . . Men dessin ^toit d'excereer un peu M. VAhhie ou ses amis 

et de leur faire experiments si Vanalgse ordinaire va aussi loin qu'on 

t^imagine, Mais M. Huygens a jugi ce prohlhme digne de le resoudre lui- 

mime, Aussi raurions-nous peut etre attendu longtemps de la part de 

if. VAbMe, Nous verrons ce qu*il en dira , . . II est vraye que lorsqu'on 

s^dti une fois la nature de la ligne qite M. Huygens a puhliSe, le rests 

s'acheve par Vancdyse ordinaire. Mais sans cda la chose est difficile. Car 

la converse des tangentes ou data tangentium proprietate invenire lineam (oi)t 

^ riduU ce probl^me proposS) est une question dont M, des Cartes luy mime 

a avouS dans ses lettres n*estre pas maistre. Car le plus souvent eUe 

f9umie CMX transcendentes (comme je VappeUe) qui sont de nul degrS, et quand 

ciie s'dbbaisse aux courbes d\m certain degri (comme U arrive icy) un ana- 

^S0sie ardmaure aura de la peine d le reconnoistre" Es war dies eine um- 

S'ekehrte Tangentenaofgabe. Das erste Problem dieser Art war die 

X>ebeaane8che Anfgabe gewesen, die Leibniz 1675 I5ste und 1684 am 

G^chluls seines Aufsatzes ,J^ova methodus" ver5ffentlicht batte. Im April 

X689 in den A, E, gab Leibniz die eigene L5sung seines Isochronen- 

'K^roblems. In dem Briefe, der uns soeben bescbftftigt hat, kommt Leibniz 

ixoch anf seine Characteristica generalis; er erzahlt, er babe htlbsche Re- 

3iiltate ,^ag des definitions, axiomes, theorcmes et prohldmes fort remar- 

^t^idbles de la coincidence, de la determination (ou de unico), de la similitude, 

de la rdoHon en g4nSral, de la pmssance ou cause, de la substance, et par 

taut je precede par lettres d'tme manidre precise et rigoureuse, comme dans 

VaUgebre.** Er mOchte von Arnauld wissen, wie man wohl diese Ergeb- 

nisse an die Wahrscheinlichkeitsrechntmg anschliefsen kdnne. ,p\lais com- 

nent (me diris vous) peut on appliquer ce calcul aux matieres conjeciurales? 

Je rSponds que if est comme Messieurs Pascal, Huygens et d'autres on donnS 

des demonsiraiions de alea. Car on peut determiner le plus probable et le 

plus sur autant qu'U est possible de connoistre ex datis." In dem schon 

1) Der Text in der Gesamtausgabe von Ar^iaulds Werken weicht von 
Grotefends Ansgabe unwesentlich ab. 

I. OMeh. d. niAtli. Wiiaensch. XIV. 14 
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erwUhnten wichtigen Briefe aos Yenedig, dem letzten, bespricht Leibniz 
seine Theorie der Planetenbewegung, die er in den A, E. 1689 in der Ab- 
handlung: „Tentmnen de motuum codestium catisis** niedergelegt hat. Hier 
in dem Briefe an Arnauld sagt er dardber: 

,Jl y a d^d qudque terns que fai publiS dans les Acies de Leipsic un 
essai pour trouver les causes physiques des mouvemens des astres, Je pose pour 
fondement que tout mouvement d'un solide dans le flmde, qui se fait en Ugne 
courbe ou dont la v6locU4 est continuellement diforme, vient du mouvement du 
fkkide mime, Jfoii, je tire cette consequence, que les astres oni des orbes difS- 
rens, mais fluides, J*ai demontr4 une proposiHon importante g4n^ale, que 
tout corps qui se meut d'une circulaMon harmonique ((fest-d-dire en sorte que 
les distances du centre itant en progression arithmMque, les v&odtds soieni en 
progression harmoniqt^, ou riciproques aux distances) et qui a de plus un 
mouvement paracentrique, & est- d- dire de gravUS ou de ISvitS d regard du 
meme centre (qudque Un que garde cette attraction ou repulsion) a les aires 
necessairement comme les terns, de la manidre que K^pHer Va ohserv6e dans 
les planites. Puis considercmt ex observationibus que ce mouvement est eUip- 
tique, je trouve que le corps du mouvement paracentrique, lequel joint d la 
circulation harmonique dScrit des ellipses, doit itre td que les gravitations 
soient rMproquement comme les qua/rris des distances, (fesit d dire comme 
les iUumuuxtions ex sole," 

Leibniz leitet die Bewegong der Planeten aus der Kreisbewegnng des 
umgebenden Mediums ab und gelangt zu den Eeplerischen Ellipsen und zu 
Newtons Gesetz. Auch der letzte Passns des Briefes ist mathematischer Nator: 

„Je ne vous dirai rien de man calcul des incr^mens ou differences, par 
lequd je donne les touchantes sans lever les irrationdlitSs et fractions, lors 
mSme que Vinconnue y est enveloppSe, et j'assuettis les quadratures et pro- 
Uhnes trancendans d V analyse, Et je ne parlerai pas non plus d'une ana- 
lyse toute nouveUe, propre d la g4om4trie, et differente entidrement de rdlgebre; 
et moins encore de quetques autres choses, dont je n*ai pas encore eu le 
terns de donner des essais, que je souhaiterois de pouvoir toutes expUquer 
en peu de mots pour en avoir voire sentiment, qui me serviroit infimment 
si vous aviez autant de loisir que j*ai de d^f^ence pour votre jugement" 

Wir haben diese Stelle, wie auch hinsichtlich des philosophischen Tells 
schon bemerkt wurde, als eine kurze Rekapitulation der frOheren Bemer- 
kungen aufzufassen. Alle diese fortlaufenden Berichte Leibniz' fiber seine 
Besultate auf mathematdschem Gebiete liefem den unumstQCslichen Beweis, 
dafs er im Verkehr mit Arnauld in Paris sich die tlberzeugung gebildet 
hatte, dafs dieser auch fiir die Fragen der hoheren Mathematik voiles 
Verstftndnis und eine gesch&tzte Beurteilungsf&higkeit besessen hat. Einen 
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wichtigen Beleg hierfOr bildet auch die Tbatsache, dofs Arnauld zu den 
Personen gehdrte, welche von Huygens ein Dedikationsexemplar^) seines 
ber&hmten Werkes: Horologium osdUatorimn sive de motu pendtdorum ad 
haroiogia apiaio demonstrationes geometricae, Parisiis F. Mugnet 1673 fol. 
erhielten; ¥rie wichtig diese Gabe fttr Leibniz wurde, erz&blt uns M. Cantor 
in seinen „Vorl€9ungen" Bd. Ill S. 78. — Aucb auf philosopbischem Ter- 
rain ist Arnauld spftter mit Huygens in Berilbrang gekommen. Der 
bertthmte Pbysiker batte 1692 einen pbilosophiscben Versucb verfafst „De 
verikde aetema, sapientia et jttstitia aetema", Dagegen scbrieb Arnauld 
eine Dissertation „BipartU&% die wiedenun von einem Benediktinerpater 
Lami, der aucb gegen Spinoza und Leibniz die Feder fObrte, angegriffen 
wurde. Gegen ibn wandte sicb Arnauld mit seiner Scbrift ,,Regles du 
ban sms . . . pour bien juger des Ecrits polemiques dans des mcUUres de 
Sdmcea^ 1698. 

Wir haben jetzt wieder auf Arnaulds ttufsere Scbicksale zurftckzu- 
greifeiL Nachdem seine Bebabilitation durcb den Frieden Clemens' IX. 
im Jahre 1669 erfolgt war, macbte Arnauld mebrere Reisen, scblols 
Freundschaft mit dem Dicbter Boileau, dessen Satiren er in einer kleinen 
Schrift verteidigte, worttber dieser so entztickt war, dafs er ibin folgende 
Verse widmete, die zugleicb seine (Boileaus) Grabscbrift bilden sollten: 

Arna^M U grand Amatdd fit mon apologie 
Sttr mon tornbeau futwr mes vers, pour Venoncer, 
Courfy en lettrea d*or de ce pas vans placer! 

nnd versSlmte sicb mit Eacine, dem bertLbmten Scb^er von Port royal, 
mit dem er sicb wegen der „Hiaedra" ^berworfen batte. Aber seine alten 
Feinde lie&en nicht nacb, ibn bei Hofe zu yerdilcbtigen, wie sogar nacb 
seinem Tode die Jesuiten nocb bewirkt baben sollen, dafs Arnaulds und 
Pascals Portr&ts und Elogien aus dem Werke M. Perraults: ,JLe8 
h o mmes iUuskts gtui ont paru en France pendant ce SUde, avec leurs par- 
traits au naiurel" Paris 1696 fol. vom Yerleger entfemt werden mulsten, 
worauf man das Wort des Tacitus an wandte: ,JPraefulgebant eo ipso, 
quod effigies eorum non visebantur.** 

Arnauld empfing in seiner Wobnung in dem Faubourg Saint- Jaques 
oft Besoche seiner zahlreicben Frcunde, und so wurde es seinen Wider- 
sachem leichi, den Glauben zu erwecken, dafs er Konspirationen der Jan- 
senisten gegen den Ednig anzetteln wolle. Als seine m&cbtigen Conner, 
wie der Herzog nnd die Herzogin von Longueville, gestorben waren, legte 

1) Cbr. Huygens, Oetivres completes, Publiees par la SocUU Hollandaise des 
Sciences, la Hage 1868 — Tom. YI. S. S21 in einer Fufsnote, welche Huygens' 
Adoermma (Notiihti<dier) entstammt. 

14* 
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man Arnauld nahe, Paris zu verlassen. So mufste er 1679 ins Exil 
gehen. Die gastlichen Niederlande nahmen ihn anf; hier lebte er zmiachst 
in Fontenaj-aux-BrOses und dann in Mons in Mandem. Hier in seinem 
niederl&ndischen Refugium entstanden die Schriften, welche bezeichnend 
sind fOr 



Amanlds antagonistisclies Verhalten gegen Malebranclie nnd den 

Occasionalismas. 

Es ist bekannt, wie Malebrancbe, der bertOimte ,^tUeur de la 
recherche de la v6rit&', das Cartesianiscbe System auf dem Wege zu Spinoza 
konsequent weiter gebildet bat. Wir beabsicbtigen bier nicbt, eine ein- 
gebende Darstellung seiner Lebren zu geben, sondem rufen nur die cbarak- 
teristiscben SSltze in Erinnerung, indem wir Euno Fiscbers vollendete 
Interpretation im H Bande seiner „Geschichte der neueren FhUosaphkf* zu- 
grunde legen. Malebrancbe bejabt die Substantialit&t der Ausdebnung, 
aber deren Modifikationen, die K5rper, sind an sicb absolut unwirksam; 
seine Lebre ist ,^ewi8sermaf8en die MortifikaUon der Maler%&\ Die E5rper 
sind nicbt Ursacbe der Wirksamkeit, sondem sie sind nur Instrumente, 
nur zufdllige, occasionale Ursacbe. Es giebt nur eine wabrbafbe Ursacbe: 
das ist Gott. „Bas Universitm ist in GoU, aber nicht QoU im Universum**, 
so grenzt Malebrancbe sein System gegen Spinoza ab. Gk)tt ist der 
Urbeber sowobl der Rube als der Bewegung in der Kdrperwelt. Die Welt 
ist gesetzm&fsig , weil der g5ttlicbe Wille bebarrt und konstant ist. Die 
Gotteserkenntnis ist unter alien Einsicbten die klarste und deutlicbste; 
unsere Selbsterkenntnis bat den Cbarakter unmittelbarer Gewifsbeit, aber 
die Natur des Geistes ist nicbt so evident, wie die des KSrpers — bier tritt 
Malebrancbe in Gegensatz zu Descartes — , daber ist die Matbematik 
klarer als die Psycbologie. Waren Seele und Kdrper in gleicbem Grade 
erkennbar, ,fio miifste man at^ der denkenden Nakir mit derselben LeichUg- 
keU tmd SJarheit die Farben und Tdne herl^ten hitmen, als aus der aus- 
gedehnten die Figwren des Drekchs, des Quadrais u. s, f," Die Kdrper 
kOnnen nur durcb Ideen erkannt werden. Die Ideen aber — das Problem 
ibres Ursprungs im menscblicben Geiste wird nacb alien Seiten und M5g- 
licbkeiten von Malebrancbe eingebend erortert — sind und bleiben nur 
in Gott. Die Erkenntnis der Dinge ist aber nur mdglicb durcb die Ideen, 
also seben wir die Dinge in Gott. Die Ideen der einzelnen ESrper sind 
nur Modifikationen der Idee der Ausdebnung, diese Idee der Ausdebnung 
ist Malebrancbes intelligible Ausdebnung, der Arobetyp der E5rperwelt. 
Diese allgemeinste Idee ist Objekt der „aUgemeinen VermmfV, d. b. sie wird 
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von alien Gteistem gleich geschaut, und die „aUgemeine Vemunflf' ist die 
gGttliche, Gott ist der Ort der Geister, und er schaut in sich die intelli- 
gible Ausdehnung, welche die Ideen der KOrper in sich schliefst, d. h. wir 
sehen die Dinge in Gott. Malebranches Lehre neigt schon stark zum 
Pantheismos, ja -sie geht, wenn man den Unbegriff der intelligiblen Aus- 
dehnung eliminiert, restlos in den Spinozismus auf. Das ftihlte Arnaulds 
feiner metapbTsischer Instinkt. Er beschlofs also, Malebranches von 
seinem (Arnaulds) Standpunkt verderblich erscheinenden Spekulationen 
planmftfsig zu bekHmpfen. Arnauld und Malebranche waren, ehe jener 
langdauemde litterarische Streit ausbrach, pers5nlich sehr befreundet. 
Malebranche hatte sich das unerreichbare Ziel gesteckt, Religion und 
Philosophie seiner Zeit in einem „TraU^ de la nature et de la grdcef* zu yer- 
sdhnen. Dartlber wtlnschte er Arnaulds Ansicht zu h5ren, und man yer- 
anlafste 1678 eine Zusammenkunft beim Marquis yon Roney. Mftrz 1680 
«;rhielt er einen Brief yon Malebranche, worin dieser eine Schrifl an- 
Icflndigte fiber die yor zwei Jahren besprochenen Gegenst&nde. Arnauld 
"verschob die Antwort und erfuhr unterdessen, dafs der Druck im Werk sei. 
Arnaulds erster Gedanke war, denselben zu hintertreiben , um seinem 
IFVeunde einen Dienst zu erweisen und jenen abzuhalten, Dinge zu yer- 
^ffenilichen, yon deren Unrichtigkeit er pers5nlich ilberzeugt war. Aber 
^as Buch erschien trotz seiner Bemilhungen. Er griff also zur Feder, 
nachdem er Malebranche seine Absicht mitgeteilt, und jener gegen 
eine Eritik nichts einzuwenden hatte, und zwar wollte er zuerst den 
philosophifichen Teil, Malebranches Ideenlehre, entkrilften. Unter Ar- 
naulds Hftnden wuchsen seine Entwiirfe zu dem Buche aus: „Des waxes 
d des fa¥S8€8 idSeS". Obwohl die Einwiirfe in riicksichtsyollem Tone eines 
Freundes yorgetragen waren, yeranlafsten sie in dem Briefe yom 15. Januar 
1684 eine leidenschaftliche Entgegnung Malebranches, worin dieser Ar- 
nauld yorwarf, daXs ihm die Sucht, yor seinen Anhftngem zu glUnzen, 
mehr gelte als die Liebe zur Wahrheit. Die nochmalige Entwickelung der 
occasionalistdschen Ansichten war in elegantem Stil yei*ftlhrerisch dargestellt 
und lielii die starke Dunkelheit yieler Punkte tibersehen. Dies wur die 
Einleitung zu dem Streite zweier Geistesheroen, an dem die gauze gebildete 
Welt das grdfste Interesse nahm. Denn Malebranche und Arnauld 
galten f&r die ersten lebenden Philosophen Frankreichs. Malebranche 
batte sich durch sein eingangs erwahntes Hauptwerk als feiner Meta- 
phjsiker and glSnzender Schriftsteller gezeigt und Arnauld war ein durch 
Tierzig Jahre erprobter Geisteskampfer; die Verfolgungen, die er damals 
erduldete, batten ihn mit dem Glorienschein eines Martyrers seiner Sache 
omgeben. Malebranche wai*f seinem Gegner yor, er sei nicht mehr im- 
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stande, seine Ansichten zu yerstehen. Selbst Anh&nger des Occasionalismus 
aber sahen sich gezwiingen anders zu urteilen rmd weit entfemt, einen 
durch lange Arbeit ersch5pfteii Geist in ihm zu finden, konnten sie nicht 
umhin, dieselbe Kraft und Behandlungsart der Materie bei ihm wieder- 
zuerkennen, die man yon jeber an ihm bewundert hatte. Malebranche 
selbst konnte es sich nicht verhehlen; er sagte entschuldigend, er k&mpfe 
gegen zwei machtige Gegner, gegen Arnauld imd dessen Buf, und letzterer 
sei fiir ihn das Gespenst, das er nicht zu fassen yermOge und das jenem 
im Voraus zum Siege yerhelfe. Im Jahre 1684 erschien Arnaulds £r- 
widerung auf Malebranches Brief unter dem Titel: ,J)ifen8e de M, Ar- 
nauld etc, cantre la r^onse au livre des vraies et des fausses idies". In 
dieser schlug nun auch er einen sch&rferen Ton an. „Der hauptsdchlichste 
Streitpunkt ewischen Malebranche und Arnauld betraf die Lehre von der 
gdtUichen Vorsehwng und Onade, von der unbedmgten, in jeder einednen 
Begebenheit wirksamen PrddesUnaUon, von der gruncUosen gOtUichen WiUens- 
freiheit, die durch keinerlei Nohoendigkeit und anderweitige FreiheU (mensch- 
liche WiUensunctbhdngigheit) zu binden sei oder emgeschrdnkt werden dUrfe. 
Fiir Arnauld giebt es heme Anerkennung einer NotwendigkeU in GoU, jeder 
Versuch einer Theodicee, jede optimistische WeUansicht, welche den gdtUichen 
WiUen fUr verpflicJUet halt, die voUkotnmenste und beste Welt zu schaffen, 
erschien ihm als ein naturaUstischer, dem chrisUichen Olauben widersprechen- 
der Zug'* (Kuno Fischer). Arnauld bekSmpffce mit einem Wort: „la pre- 
tention, gu'on ne peut voir les corps que dans VHendue intelligible; que ce 
qu'enseignoit S, Augustin, qu*on voU en Dieu les v^ritSs etemeUes et im- 
mutables, ^toit plus different que le jour ne Vest de la nuU de cette monstreuse 
philosophic de la vue du soleU, d*un cheval, d*un arbre dans une etendue 
intdUgible qu'on pretend itre Dieu** (In der Schrift gegen Hujgens.) Nach- 
einander erfolgten yon Seiten Arnaulds die ,Jieflexions phUosophiques et 
theologiques*'j welche 1685 imd 1686 in drei Bandchen in Duodez erschienen, 
dann (im ganzen neun, zuerst sieben, dann noch zwei weitere) Lettres de 
M. Arnauld, Bocteur de Sorbonne, au RSverend P. Malebranche, PrStre de 
Voratoire, sur les idSes gSniraies, la grdce et VMendue intelligible. Besonders 
die sieben ersten Briefe galten als ein Meisterwerk imd wurden yiel bewundert. 
In den beiden spateren sucht Arnauld nachzuweisen, dais Malebranche 
seine Ansicht yon der Stendue inteUigibUe nicht aufrecht erhalten k5nne, 
ohne Gott materiell zu machen. Jede der aufgezfthlten Schriften yeranlafste 
eine heftige Gegenschriffc Malebranches, welche alle wieder Verteidigungen 
seiner Ansichten oft in denselben Worten brachten, und worin er nicht auf- 
horte, Arnaulds Lojalit&t anzuzweifeln. Die Einmischung Bay les, des 
Herausgebers der ,J^ouveUes de la repuhUque des lettres", yeranlafste eine 
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Beplik Arnaulds ,^ins sur le pr^tendu bonheur des pUMsirs de sens" und 

eine Iftngere Duplik Bayles im Dezemberheft genannter Zeitschrift 1685. 

Fiir den Maihematiker mteressant ist, dafs Malebranche im Yerlauf 

der philosophischen Fehde Arnauld verspottete, dafs dieser iiber Geametrie 

geschrieben hdbe: ,j8ans avoir d'id^e de Vohjet unique de ceUe science, qui n'en 

(woU point d'autre qtte Vitendue intelligible'* (uach Malebranche). Arnauld 

erwiderte bescheiden: „que le F, Malebranche n'avait pas toujours 

parli de mime sur sa Geomitrie, puisqu'il y avoit renvoy6 dans 

sa ^Recherche de la v^ritS* pour y apprendre cette science,*' Er 

fahrt weiter fort: „que sa G4omitrie devoit avoir pour objet non 

I'itendue intelligible, mais Vetendue divisible et mobile, que d'ail- 

iewrs, nee I'ayant compost que par forme de divertissement, U n'avoit 

jMnnt eu un dessin si relevd que de (aire une Geometrie Theologique et 

divine, comme eUe I'auroit eti, si eUe avoit eu Dieu ou Vetendue UeUiyible 

j^owr Vobjet** (Difense de M. Arnauld centre la BepHique au livre des 

4>raies et des fausses Idies V. Fart. XI. Exemple d la fin.) Wirklicb hatte 

lialebranche einst in seinem Hauptwerke Arnaulds Lehrbucb zum Stu- 

dimn der Geometrie, die von Malebranche sehr hoch gesoh&tzt wurde, 

empfohlen. Die Antwort Arnaulds ist eine beifsende Satyre gegen Male- 

branches itmdue imUelMffible, ein Zug, der Uberhaupt Arnaulds Polemik 

oft durchweht 

Der Streit war schon mehrere Jahre beigelegt, als Regis, Mitglied 
der Akademie der Wissenschaften, Malebranche wegen dreier Lehren 
seines Systems angriff, nftmlich hinsichtlich seiner Idcenlehre, des sinnlichen 
Vergnfigens und seiner sittlichen Wdrdigung und wegen dessen Ansicht 
fiber die siehtbare Grdfse der Gegenstande, eine optische Frage, in welcher 
Malebranche die Auffassung Descartes' acceptiert und weiter entwickelt 
batte. B^gis verwies hinsichtlich der beiden ersten Punkte auf Arnauld, 
der Malebranches Meinung gltozend widerlegt babe. Der vielgeplagte 
Malebranche antwortete in einem offenen Briefe im MUrzheft des „Jowmal 
des 8gavan$'\ es sei weder seine Sache, noch aber die des R^gis, zu ent- 
scheiden, ob wirklich Arnauld in jenem Streite die Oberhand behalton 
babe, da sie beide nicht unparteiisch seien und deshalb nicht objektiv ur- 
tdlen kdnnten. Er ftlhre gegen Arnauld den hi. Augustin ins Feld, 
welcher in seinen Werken mit ibm (Malebranche) tibereinstimme. Jetzt 
trat auch Arnauld wieder hervor; er erwiderte in zwei Briefen, welche im 
yjoumal des S^vans^' erschienen (Juni und Juli 1694). Bald nach seinem 
zweiten Briefe bekam Arnauld eine Antwort Malebranches gegen Regis 
za Gesioht; er z5gerte nicht, sich in einem dritten Briefe noch ausfdhr^ 
Ucher zu ftuCsenii worin er sagt, dafs er hinsichtlich der erkenntnistheore* 
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tischen und moralischen Frage mit Beg is tLbereinstimine, inbezug auf das 
optische Problem aber immer der Ansicht Malebranches gewesen und 
durch die Erklarungen, welche jener in seiner „Recherche de la vMt&* fiber 
den Gegenstand gllbe, noch wesentlich darin bestarkt worden sei. Male- 
branches Erregung wurde hierdurch nicht beschwichidgt, er liefs seiner- 
seits noch zwei weitere Briefe im „Joumal des Savons** drucken, der erste 
vom 1., der zweite vom 7. Juli. Arnauld setzte ihm einen vierten Brief 
entgegen, welcher vom 25. Juli datiert ist. Es war die letzte AuTserimg 
Arnaulds in dem langen Federkriege. Am 8. August 1694 starb Ar- 
nauld zu BrQssel, nach andem in einem Dorfe unweit Ltlttich. Male- 
branche konnte es sich nicht versagen, 1704 nochmals eine Antwort auf 
den dritten und vierten Brief zu verdffentlichen, welche ihm erst fftnf Jahre 
nach dem Tode des Verfassers zu Gesicht gekommen seien; er behauptete 
darin, dafs jene vier Briefe, welche unter dem Namen Arnaulds gegen 
ihn veroffentlicht worden seien, gar nicht von jenem herrfihrten. 

Arnauld hatte sich bis in sein hohes Alter — er wurde zweiundachtzig 
Jahre alt — seine Geistesfrische bewahrt. Am 18. November 1680 schreibt 
Huygens an Leibniz: ,>3fr. Arnaut (so schreibt Huygens den Namen 
immer) est en ce pays, ou fort peu loin, C'est tme merveiUe que cet esprit, 
qm ne se sent pas de la vieiUesse** (Gerhardt, der Briefwechsel Grottfried 
WUhdm Leibniz* mit MathemaUJcem Ed. I S. 616). Ebenda Hufsert sich 
Leibniz gegen Tschirnhaus uber jenen Streit und iiber Malebranche: 
„Je m'^tonne que Messieurs Arnaud et Malebranche, qui estoient si bons 
amis, qucmd festois d Faris, ecrivent maintenant I'un contre V autre; je n'ai 
pas encore lu leurs icrits opposes, mais aiUant que je pitis juger par leurs 
autres outrages, le Pdre Malebranche a beaucoup d'esprit, mais Mons. 
Arnaud 4crit avec plus de jugement, H y a quantity de jolies pens^es dans 
la Recherche de la v6rit4, mais U s'en faut beaucoup que Vauteur ait pene- 
trd bien avant dans Vanalyse et g^nSraiement dans Vart d'inventer, et je ne 
pottvois m'emp^her de rire quand je voyois, qu'U croit VAlgiibre la premiere 
et la plus sublime des sciences, et que la vMtS n'est qu'un rapport d'^alite 
et d'in4gatit4, que I'ArUhm^tique et VAlglbre sont Us setUs sciences qui don- 
nent d Vesprit toute la perfection et toute Vestendue dont U est capable, enfin 
que VArithmStique et VAlg^e sont ensemble la veritable Logique. Et ce- 
pendant je ne voy pas que luy mSme ait grande connoissance de VAlg^e. 
Les louanges qu'U donne d VAlgHbre, se devroient donner d la Syrnbo- 
Uque en g4n6ral dont VAlglbre n'est qu*u/n echantillon asses particulier et 
assSs bom6." 

Nachdem wir Arnaulds Leben geschildert und seinen geistigen Yer- 
kehr mit den grofsen Philosophen der Zeit entwickelt haben, wobei wir 
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ancbi. speziell den mathematiscben Gegenst&nden in den Beziehungen zu 

Lei'bniz erb5bte Aufmerksamkeiten zuwandten nnd das Urteil jener MUnner 

tbeir Arnaulds mathematische Qualit&ten kennen lemten, wenden wir uns 

jetzt in dem zweiten Teile vorliegender Arbeit zur Besprechung von Ar- 

naalds eigenen litterariscben Produktionen nnd deren Bedeutong im Gebiete 

der mathematiscben Wissenschaften. 

IFCLr die aufseren Lebensdaten der Biographie Arnaulds haben wir 
benQtzt: 

1) (Quesnel), Histoire dbregie de la vie et des ouvrages de Mons, Ar- 
nauld, A Cologne, chez Nicolas Schouten. MDCLXXXXV, mit Portrait 
Arnaulds. 

2) L M. Schrdckh, Arnauld, A., DoTdor der Sorhanm, Leipzig (in 
I- M. Schr5ckhs Lebembeschreibung beriihmter Manner, Leipzig, 2 Bde. 
1789/91). 

3) HSfer, NauveUe biographie gSn^ale, Paris 1865— -66. 46 vols. 
Artikel: Arnauld, Antoine. 

4) Saint-Beuve, Port-JRagal, Tom. 11. 2 ed. Paris 1860. 

Sammlung der Werke. 

Die Werke Arnaulds wurden 84 Jabre nach seinem Tode in eincr 
monumentalen Gesamtausgabe vereinigt. Nachdem schon im Jabre 1759 
^^^ Prospekt verdffentlicbt worden war, stellte der Tod des Papstes 
Benedikt XIV. das Untemehmen in Frage, da unter seinem Nachfolger 
Clemens JLiil. ein Systemwecbsel eintrat. Erst 1774 konnte man daran 
^^nken, mit einem neuen Prospekte bervorzutreten ; die nun rasch nach- 
®^*uider ver5ffentlicbte Ausgabe umfafst 42 B^nde und erscbien unter dem 
•^^1: Oeuvres de Messire Anioine Arnauld Dodeur de la Maison et So- 
^^•^ de Sorbanne. A Paris et se vend d Lausanne chez Sigismond d'Arney 
^ dompagme. 

Die Werke sind eingeteilt in acbt Elassen; die ersten vier Bande 

^'^tkalten: 

L die Briefe vom Jabr 1637—1676, 

n. „ „ „ „ 1677—1687, 

m. „ „ „ „ 1687—1694, 

IV. „ „ „ „ lb94, 

s^'^e ein Supplement, entbaltend die Briefe, welcbe sich wabrend der 

"^erausgabe noch vorfanden, femer eine Appendix, entbaltend diejenigen, 

XU welchen die Antworten feblten, darunter die Leibniz'; erstmals waren 

4ie Briefe 1727 (der letzte Band 1743) gesammelt in neun Duodezbftnd- 

chen erscbienen, ohne die neun Briefe an Malebranche. 
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Die ersten sechs Elassen^ Bd. V — XXXVII, umfassen die ibeologischen 
Schriften, die siebente bilden die philosophischen mit Bd. XXXVUI, XXXIX 
und XL. In der achten Elasse sind die Werke aus den librigen Wissen- 
schaften vereinigt; wir heben hervor: in Bd. XLI die Logik Arnaulds 
„La hgique au Vart de penser^% in Bd. XLII die ,J!!fouvtaiwi EUmen9 de 
Geomitrie!", 
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Bespreclmng yon Arnaulds mathematischen Arbeiten 

und deren Bedeatnng. 

Seine Tliesen und die Logik von 1662. 

Wir beginnen in cbronologischer Beibenfolge mit Arnaulds mathe- 
matiscben Tbesen und lassen deren Wortlaut bier folgen. Dieselben wurden, 
wie wir scbon im ersten Telle ausfObrten, am 25. Juli 1641 yor der Sor- 
bonno verteidigt. 

Ex Mathematicis, 

J. Male profecto de Philos&phia merUus, qui db UUtts studio mathemali' 
cum ptdverem^) eiecU. Ohscuritas, qu<ie muUos deterret, saepe non doctrinae, 
sed Dodoris, Nee immerito Ptolemaeus Rex ab Euclide postulavU campen- 
diariam magis ad geometriam v^iam, quam eiiis Elementorum. Vera quidem 
iUic omnia, sed ordine praepostero plerumque i/radita. Res per se dcarissimae 
nimio demonstrandi studio obscuriores reddHae, Innumera non aliunde pro- 
bata, quam ab impossibili, quod iitiaxrifUKOv non est, FrobaUones denique 
fere omnes exirinsecus adductae non ex ncUura figurarum. 

n. Redam datae redae aequalem describere non problemaHs locum 
habere debet, sed postulati. Omissum in Elementis angtUorum aequ€Uium 
axioma infinitam obscuritatem peperit Angulorum ad basim aequoHkts in 
triangxdo aequicruro viHose admodum ab Eudide vd Theone demonstraiur. 
Q\wd in 16, et 17, Prop. lib. I traditur ab Histerologia non potest excusari. 
Duo trianguli later a rdiquo esse maiora, noUus per se est quam Eudidis 
demonstratione. Quod aequalis altitudinis et basis paraUdogramma simt 



1) pulvis mcUhematicus der grdne Glasstaub oder Sand, worin die antiken 
Matbematiker mit einem St&bchen ihre Figoren zeichneten, daher fig. fOr die 
Wissenschaft selbst anch pulvis eruditus an mehreren klassischen Stellen, vgl. 
Heinicben, Lai. Worterbuch Art. pulms. 
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aeguaiia, 9me uUis ManffuUs et trapeziis, ex sola parattelogrcmmi natura 
dmmatrari potest NuUus est angtdus cofUactu$; et rectus est angulus 
mMdrculi. 

in. AstromomML geomekiae sohoks revolutionum codesUum leges, munda- 
mnmque corporum sUum et ordinem conten^pkUur, Ut perfeda sit, non 
solm caicuU, sed etiam naturae tadionem habere debet. Systema Ptotemai- 
cvm vmdique vitknn faoU. Si hmam eoccipias errorum omnium sol centrum 
est. Oirca terram volvitur hma sphaerica, opaca, et prorsus obscura. Laevem 
et perfecte poUtam non esse, sed scaprosa admodum et aspera super fide non 
modo tdeseapium ostendit, sed etiam qpticae roHones evincvmt. 

IV. Quod terram in miundi centro immotam stare credamus, magis 
audmtaU guam rationi d^emus. NuUis siquidem hadenus argumentis vd 
(ukimxmids vet physids vmmobUMas terrae demonstrata est. Vana sunt 
praesertim, quae vuigo desurm solent a motu gravium ad perpendictdum 
codentium: incmis eUam mdus ne per terrestrem vertiginem aedifida cor- 
ruerent, ne aves nidos suos repetere non possent. Non minus terra lunam 
iHustrat quam luna terram; d eadem, dusdemque periodi, phasium in utraque 
vorietas. 

£s ist, tun zunttchst von den astronomischen SUtzen zu reden, ein 
chrendes Zeichen von Arnaulds geistiger Freiheit nnd seiner dnrch nichts 
einzuschtlchtemden Liebe zur Wahrheit, dalis er, der junge Eleriker, bier 
zwar in yorsioihtiger Form, aber in unverkennbarer Weise sich fttr das Koper- 
nikaniscbe System entscheidet; denn der Satz „Quod terram in mundi centro 
^nuftam stare credamus, magis audoritati debemus, quam raHoni. NuUis 
^*9tH(fem hadenus argumenOs vet astronomicis vel physids immobUitas terrae 
^^''^ongtraia esi^* ist richtig betracbtet genau dasselbe wie Galileis „E pur 
^ fiNkK^'^); nnd das im Jabre 1641, nacbdem im Jabre 1633 erst Ga- 
Hlei Ton der rdmischen Inquisition verurteilt worden war nnd dessen Lebre 
ni<^t einmal als Hypothese auftreten sollte, „quamvis hypothetice a se iUam 
P^^^^pem simukuret*. Descartes batte sicb bekanntlicb (s. Kuno Fischer 
^18. 207) die Herausgabe seines kosmologiscben Werkes durch jenes 
^^ yerleiden lassen. Arnauld riigt offen die kindiscb-l&cberlichen Ein- 
^'^e der Qegner, dafs durcb die Bewegung der Erde die H&nser einstHrzen 
i&^bten oder die Vdgel ihre Nester nicbt mebr finden kdnnten. Aucb im 
ubrigen gind Arnaulds astronomiscbe Ansicbten ganz vemtoftig. 

Die maihematischen Sfttze beginnen mit einem Hinweis auf die Wicbtig- 
Ut mathematischer Schulung; sollte sicb die Spitze des Wortes „Male pro- 

1) Der AiiBsprach „E pur si muovef' wurde von Galilei nicbt gethan, aon- 
^ Ton sp&tern Scbrifbstellem ibm in den Mund gelegt, bezeicbnet aber sehr 
tieffend Galileis Haltong. 
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fedo de PhUosophia merittis, qui db tUius studio maihemaUcwm ptdverem 
eieciif' gegen Bacon ricbten, der die hohe Bedentang der Mathematik in 
seinem System nicht zu wiirdigen verstand, sodafs erst unter Hobbes' Ein- 
flafs jenes Einstr5men and die enge Yerkn^pfung des matbematiscben Ele- 
ments mit den nacb der Metbode der Induktion betriebenen natnrwissen- 
scbaftlicben Forscbungen stattfand, welcbe in Newton ibre bdcbste Bliit« 
und Vollendung erreicbte? Scbon bier setzt Arnaulds Euklidkritik ein, 
welcbe in seinen folgenden matbematiscben Scbriften einen immer pronon- 
cierteren Cbarakter erbalt und als positives Ergebnis unter Pascals direktem 
Einflufs sein geometriscbes Hauptwerk entsteben lafst. Scbon einmal, ein 
Jabrbundert friiber, batt« ein Mann von ^^reitharer Geistesverankigungt*, 
Petrus Ramus, in seinem Kampfe gegen die aristoteliscb - scbolastiscbe 
Scbule seine Angriffe gegen Euklid gericbtet. Aber die Zeit, welcbe ein 
wirklicb neues und inbaltsvoUes System der Elementargeometrie bringen 
soUte, war damals nocb nicbt gekommen. So blieb es von Seiten dieses 
Mannes bei imreifen Versucben (vgl. S. 226). Die reformatoriscbe Stellung 
gegen den grofsen griecbiscben „Elementenschreiber'' prSgt sicb scbon scbarf 
in der kfibn originalen Weise aus, in welcber A maul d die bekannte Ant- 
wort Euklids auf die Frage des Ptolemaeus negiert: ,J^ec immeriio 
Ptolemaeus Rex od Euclide poshUamt compendiariam magis ad Geo- 
metriam viam quam dus Elementorum** Arnauld glaubt jenen geraden 
Pfad zu kennen. Wabr sind die Ergebnisse Euklids, aber eine natiirlicbe, 
ungezwungene Arcbitektonik des Geb&udes der Elementargeometrie erscbeint 
unserm Autor unbedingt notwendig, und diese vermifst er bei dem Griecben. 
Dinge, welcbe an sicb klar seien, also durcb unmittelbare Anscbauung ein- 
leucbteten, seien durcb einen blinden Beweiseifer nur verdunkelt worden. 
Wenn M. Cantor m seinen „Yorlesungen*' Bd. I S. 209 sagt, „dafs die 
Alien sick der apagogischen BeweisfUhrung, dieser indirekten Meihode der 
ZurUckfUhrung auf das GegenteU (namenUich hei sogenannten Exhaustionen 
immer, wo nur die synthetische Hypothese des Unendlichkleinen als Ersatz 
zu dienen vermag), tvenn auch nicht gerade Uherwiegend, dock vid hdufiger 
als die modemen Geometer hedienten, ja dafs in neuerer ZeU die indirekten 
Beweise nicht hdiebt svnd'\ so seben wir bier, dafs Arnauld derjenige war, 
welcber wobl zum ersten Male dieser Abneigung klaren Ausdruck gegeben 
bat: Innumera non aliunde probata quam db impossibiti, quod iittaTrifUKov 
non est, „Der Grund liegt darin*', fibrt M. Cantor 1. c. erl^utemd fort, 
„dafs bei alter zwingenden Sirenge fUr den Verstand der indirekte Beweis 
der Einbildungskraft Tceme voUstUndige Befriedigung zu gewdhren pfkgt, 
Ungezugelt umherschweifend sucht sie noch immer dritte FdUe ausfindig zu 
machen, welche neben der Existenz von Nicht -B eine Koexistenz von D zu- 
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lassm, und nur schwer giebt sie sich gefangen, dafs wirMich die EinteUungs- 
teiie des EMeUirngsganzen voUstdndig erschlipft tour den, dafs wirklich zwei 
sich ausschUefsende Thatsachen vorliegen, die nicht gleichgeitig gesetzt werden 
k&nnen," Sodann beanstandet Arnauld, dafs Euklid seine Beweise viel- 
fftch mit Hilfe fremder Bestandteile (extrinsecu8\ nicht aos der Natur der 
betrefifenden Figur heraus fClhre. Im zweiten Absatz der Thesen wird die 
Eritik noch etwas weiter spezialisiert. Eine einer gegebenen gleicbe Strecke 
abzutragen, mtLsse als Forderung, als Postulat eingefuhrt werden, da der 
Gharakter einer Aufgabe, eines Problems hier nicht vorliege. Die Gleichheit 
derWinkel an der Basis eines gleichschenkligen Dreiecks werde von Euklid 
Oder vielmehr The on so gut wie fehlerhaft bcwiesen. Arnauld denkt 
wohl hier an das nach seiner Ansicht vergessene Axiom uber die Gleichheit 
zweier Winkel (^ als ein Bechter); zu den an sich evidenten Wahrheiten 
redmet er den Satz, dafs die Summe zweier Seiten im Dreieck grdfser ist 
als die diitte. Dahin gehdrt nach ihm auch der Satz von der Flachen- 
gleichheit Yon Parallelogrammen gleicher H5he und Basis. Mit dem letzten 
Satee: ,Jfullus est angidus contactus, sed rectus est cmgtUus semidrcuH*' 
nimmt Arnauld Stellung zu einer wichtigen Frage, zu der uber den Con- 
tingenzwinkel. Mit diesem gemischtlinigen Winkel, dem Winkel zwischen 
Tangente und Ereis, hat sich Euklid m 16 beschaftigt und daselbst be- 
wieaen, dab dieser kleiner ist als irgend ein geradliniger spitzer Winkel. 
l^e Bezeichnung anguius conUngencie tritt bei Jordanus Nemorarius im 
geomekischen Werke ,J)e kiangiUis** im dritten Buche auf. Yon da an 
^t er die Mathematiker fortw&hrend beschftftigt. Wir finden den Con- 
^genzwinkel wieder bei Johannes Campanus erortert, der Euklids 
^i^ht teilt. Ende des XVI. Jahrhimderts entbrannte tiber die Natur des 
U>]itmgenzwinkels eine heftige Meinungsverschiedenheit. Der Franzose 
Jacques Peletier oder Peletarius hatte in seiner Euklidausgabe yon 
1^57 eiklSrt, der in Rede stehende Winkel sei gar nicht als Winkel zu 
Detrachten; er sei ein Nichts, und der Winkel, welchen der Halbkreis mit 
dem Durchmesser bilde, sei von einem Rechten nicht im mindesten ver- 
x^eden. Peletarius hatte in schar£sinniger Weise seine Ansicht durch- 
S^fiUizt. Ein Gegner fiand sich in dem Jesuitenpater Clavius. Dieser 
B^ in der von ihm veranstalteten Ausgabe Euklids (UL Ausgabe 1591), 
dab damit ein neues Ergebnis nicht erzielt worden sei, denn Euklid hatte 
eben dann einfach m 16 bewiesen, dafs das Nichts kleiner sei als ein 
spiiur Winkel. Vielmehr mUsse man annehmen, dafis der Contingenzwinkel 
wohl eine gewisse (jrdJGBe, ein Etwas sei, aber ein Winkel anderer Art als 
der geradlinige. Damit war aber der Streit nicht beendigt; es bildeten sich 
zwei fdrmliche Parteien. Der Ansicht Peletiers ptlichteten in der Folge 
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die ersten Mathematiker bei. Vieta yeitritt sie mit einer neuen Beweis- 
fOhrung in seinem „Variarum de rebus mcUhefnaUcis respansorum Uber VIII" 
Dort heiM der Contingenzwinkel cornicidaris, John Wallis gab 1656 
eine Abhandlong heraus: „De angulo contactus et semioircuU tradaiusi", 
worin er den Contingenzwinkel, einen non-angukim, ein non-^umhtm nennt. 
Dies yeranlafste eine Entgegnong in der Cydomathia des Leotaud (1662). 
Wir sehen aus dem Satze: ,Jfidlus et angulus contactus, et rectus est an- 
guituB semicvrculi** 9 dafs Arnauld dieselbe Oberzeugung hat wie Peleta- 
rius, wie Vieta, wie Wallis. Die besprochenen Stttze sind znm grofsen 
Teile noch nftber ausgeffihrt im IV. Abschnitt von Arnaulds Buch ,Jai 
Logique ou L'Art de penser*', das wir schon im ersten Teile vorliegender 
Arbeit angekiindigt and charakterisiert haben. Dieser IV. Abschnitt handelt 
von der Methode im allgemeinen and speziell von der der Geometer. In 
dem „D%scowr8 sur le dessin de cette Logiquef*, welcher dem ganzen Bache 
Yorausgeht, sagt der Verfasser, dafs er besonders im vierten Abschnitt eine 
kleine, bis dahin nicht gedruckte Schrift eines aasgezeichneten Geistes mit 
verarbeitet habe, die von jenem betitelt worden sei: ,J)e V esprit gSome- 
irigue**; hier also in Arnaulds Logik von 1662 ist Pascals grSfseres 
Fragment fiber die ,Pi£eihode der geametrischen BeweisfUhnmg" zuerst ge- 
nannt and der Inhalt yerdffentlicht worden. Wir legen der tTbersicht tlber 
den ganzen f&r die Geschichte der Mathematik bemerkenswerten IV. Ab- 
schnitt die erste, sehr seltene Ausgabe von 1662 zognmde. Das erste 
Kapitel handelt von der analjtischen and der synthetischen Methode. Ar- 
nauld beginnt mit der Definition der Metiiode im allgemeinen: „E8 ist 
Meiihode: Die Kunst, eine Folge von Otdankm woM amuordnen, sei es urn 
die Wahrheit zu entdecken, toenn wir noch nicht im Besite dersdben sind, 
sei ^ wn eine Wahrheit cmdem eu heweisen, wenn wir sie schon kennenJ" 
Dem ersten Falle entspricht die analytische Methode, mMu>de de resolution 
Oder methode d'ivwemtMn, dem zweiten die sjnthetische, mMode de compo- 
sition Oder methode de doctrine. Bei der analjtischen setzt man voraos, 
dafs das Gesuchte nicht vollst&ndig bekannt ist, aber dafs man daraaf 
kommen kann, indem man die Angaben dartlber ins einzelne prdft and 
das Ergebnis dieser Prdfang bendtzt, um za dem Gesachten za gelangen. 
Bei beiden Methoden aber ist Grandregel, von dem Bekannteren zum 
weniger Bekannten fortzaschreiten ; dieser stillschweigenden Annahme mafs 
sich jede wahre Methode fiigen. Was aber die analytische von der synthe- 
tischen Methode anterscheidet, ist, dafs man za bekannten Wahiiieiten durcfa 
die eingehende PrCLfung des Gegenstandes gelangt, and nicht wie bei der 
synthetischen gleich za Anfang allgemeinere Wahrheiten etabliert, aus denen 
man die Wahrheit seines speziellen Objektes herleitet. Als treffendes Bei- 
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spiel wird die Oenealogie einer Person durchgeflihrt. Hieraus ergiebt sich 
sehr einfiEU^, wie die Geometer verfahren, wenn ihnen eine Frage vorgelegt 
wird, deren Eicbtigkeit oder Unricbtigkeit im Falle eines Tbeorems, deren 
Mdglichkeit oder UnmOglicbkeit im Falle einer Anfgabe sie nicbt kennen. 
Sie nehmen also an, die Saebe sei so, wie bebauptet wird; darauf zieben 
sie die notwendigen Konsequenzen daraus und scbliefsen, dafs die vorgelegtc 
Behauptung richtig bezw. eine verlangte Aufgabe m5glicb ist, wenn unter 
diesen notwendigen Konsequenzen eine evidente Wabrheit sicb befindet: 
wenn aber dieses Verfahren auf eine Absurditftt oder Unmdglicbkeit f&brt, 
so war jene erste Annabme von der Ricbtigbeit falscb oder vielmebi* der 
Satz ist nnrichtig oder die betreffende Aufgabe ist nnmOglicb. Hatte der 
80 eingeschlagene Weg ein positives Ergebnis, so geben die Greometer beim 
Beweis eines Satzes oder der Mdglicbkeit einer Aufgabe von jener Wabrbeit 
&T18, sa der sie das analytiscbe Entdeckungsverfabren gefiibrt batte, and 
liefem ibn durob die entgegengesetzte, die sjntbetiscbe Metbode. Die Auf- 
findung einer Wabrbeit durcb Analysis sei mebr Sacbe einer gewissen 
Urieilskraft und Gescbicklicbkeit, als bestimmter Regeln. Zur Vermeidung 
des Irrtoms, so f&brt Arnauld fort, leisteten aber jene vier von Des- 
cartes aofgestellten Begeln sebr gute Dienste: 

1) Man adUe me eUoas fUr wahr haiUen, an dem mem diese Eigenschaft 
mt;^ mdmt erkennt, d. h, sich sorgfiiltig vor tfherstiirzung oder Vorurteil 
^^fUm und nur seiche BestcmdteUe in seme Urteile aufnehmen, die sich so 
^ dem Geisk darskUen, dafs man keinen Grund hcU, daran eu zweifeln, 

2) Jede SchwierigkeU in so vide Parzellen aufldsen, als Uberhaupt 
^"i^f^sMi Oder dock eu ihrer t}l)ermndung notwendig sind, 

3) Seme Qedanken in Ordnung so reihen, dafs man mil den einfachsten 
^ Mcht erkennbarsten Gegenstdnden heginnt und stufenweise eu den zu- 
^^'""f^i^eiiffesetgieten aufsteigt, indem man selbst unter denjenigen eine Ordnung 
^^<*U88eUt, wdche auf den ersten Anschein sich nicht zwanglos zu folgen 

t) tfberaU so viMstdndige Aufzdhlungen machen und so aUgemeine 
^^^^^fsiMen gdfen, dafs man sicher sein darf, nichts vergessen zu hahen. 

Freilich stellen sicb der Anwendung dieser Regeln vielfacb Scbwierig- 
Uten entgegen, aber ibre bestm5glicbste Anwendung garantiert aucb eine 
^tgehende £Kcherbeit bei der Erforscbimg der Wabrbeit, soweit sie der 
Vmiimft eikennbar ist. 

Im sweiten Eapitel wird nocbmals speziell auf die syntbetiscbe Metbode 
der Geometer eingegangen. Durcb die Voranstellung allgemeinster und ein- 
ftchster Wahifaeiten vermeidet man Wiederbolungen, die unfeblbar eintreten 
miUsten, wollte man die Arten vor der Gattung bebandeln. Die geo- 
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metrische Methode ist die iiberzeugendste imd sie befriedigt zugleich den 
Intellekt vollst&ndig. Die Geometer wollen nur voUst&ndig CLberzeugende 
Resnltate zutage f5rdem und glauben dies durch Beobachtimg der folgenden 
Begeln zu erreicben: 

1) M<m lasse kemerki 2koeid€iUigkeit in den Bezeichnungen bestehen 
(ne laisser aucune ombiguU6 dans les termes), 

2) Man stiitee seme Oherlegimgen nur auf Jdare und evidente iVtfi- 
zipien, die von niemand bestritien werden JUhmen (n'estabUer leurs raisonne- 
mens que sur des principes clairs et Svidens); desbalb legen die Geometer 
Yor allem ibre Axiome fest und verlangen, dafs man ibnen einrHume, diese 
seien so klar, dafs sie dnrcb Beweisversucbe nur verdunkelt werden k5nnten. 

3) Man beweise aUe seme ScMUsse demanstrativ (prouver demonstrative' 
ment toutes les conclusions qu'Us avancent), d, h, man beniUze dazu nur die 
ausgesprochenen DefinUionen, die zugestandenen Prinzipien oder Axiome und 
die hieraus durch Benhkraft hergekiteten Sdtze, welche so brauchbar wie die^ 
Axiome sdbst filr die weitere BeweisfUhrung sind. 

Dieses sind die drei Haupts§.tze-, sie lassen sicb weiter ausfiibren in fOn — 
anderen. Es folgen die fttnf positiven Vorscbrifben Pascals, die M. Canto — 

unter 2, 3, 5, 7, 8 in seinen „Vorlesungen" Bd. II S. 682 wiedergegebe 

bat. Wir bentitzen zu ibrer Ausspracbe M. Cantors tlbersetzong: 

Filr die DefinUionen, 

1) Man soU keinen dunkeki oder Zweifel gestattenden Ausdruck o) 
Definition lassen. 

2) Man soU bei den DefinUionen nur solcher WMer su^ bedienen, welt 
entweder voUkommen bekannt sind oder vorher ihre JErMdrung gefunden Aa5i 

JPur die Axiome, 

3) Man soil als Axiome nur Dinge aufsteUen, die an sich voUkomi 

einleuchtend sind. 

Filr die Beweise, 

4) Man soU jeden Satz beweisen, dem irgend Dunkdheit anhaflet, 
als BetoeismUtd nur sehr einleuchtende Axiome oder vorher schon Bewies^^^ 
bezw, Zugestandenes anwenden; bei Arnanld: 

4) Prouver toutes les proposUions un peu obscures, en n'employar^t^ 
lewr preuve que les definUions qui auront pr^6di, ou les axiomes ^ 
esU accordez, ou les proposUions qui auront d^jd est4 demontries, ou la 
strudion de la chose mesme dont U s'agira, lors qu'U y aura quelque opc^^^- 
tion d faire. 

5) Man soil fortwdhrend in Gedanken das Defimerte durch seine I>^fi' 
niUon ersetzen, um nicht verm6ge des vielfachen Sinnes von WMem, die 
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innerhalb der DefmiUonen mger gefafst tcUrdoi, eu Irrttiment nrlritvi am 
arerdm, 

Kap. in ist den Definitionen gewidmet. Schon im (n'8t<«n Alm(*hni(i 

wsur mit Beziehung auf Pascal in Kap. X der Unterschit^Ml zwiHclwui Vi^rlial 

de^fdon (definition du nam, definUio nominis) uud der Uoaldotiiiitinii (thfi- 

fm^MoH de la chase, definiUo rei) klargestellt worden. Die Noininaldoliiiiiioiion 

sxnd willk^lich und unanfechtbar nnd deshalb kanii oine iioIcIk) Dotiiiiiioti 

cLxc Stelle eines Prinzips vertareten. Dagegen hat eine liealdetiniiioii duifh- 

CLias den Charakter eines Theorems, das bowicscn wealon niufH wio joditr 

Sats, and nur wenn jene an sich klar und evident ist, tritt sin alH Axiom, 

als Prinzip auf. Nattbrlich mtlsse man dem Gogenstand oinor Nominal 

definition nicht ohne weiteres Bealitat zoschreiben. Hehr oft wtirdon li^^al- 

definitionen aufgestellt, die sehr anfechtbar seien, voii donnn abitr ibn* 

Urheber duroh Yerwechslong glaubten, es seien NominaldeKniiionmi, mi thin 

Prinzipien, imd man kOnne aaf die Oegner dersolben den OnindMatx an- 

^venden: canira negantem principia nan est dispuiandum, Deshalb H<;i im 

Qot^endig, gleichsam eine neue Sprache zu schaffim, indem man die ^it- 

brSucfalidien Bezeichnnngen ihrer Bedeutang ganx und gar entkli;ide. Ho 

kSxuie man z. B. das Wort Parallclogramm, no paradox es kling^^, U'tr i-iuf^ 

dreiseitige Figor gebraachen, deren Winkelsumnie zwei li4ii:hU'j\ ^Jeich Ht% 

wezua man nor an der Bezeichmmg kon»eqaent feHthalt«;, d. h. mw. \h: 

stixxuiite, wohlonterschiedene Idee eindeatig darlun;h Hxi'sre. VV^^rij fi^i^ hi^r 

^cht Pascals sonverane Bezeichnnng ,/xnUfbfflii" filr Klli|>«ie feiri, di/: in 

^^^'K.en Kegalflchnittfragmenten wohl aas Grfind^^n der Kyruirjetri^ rn it, hjipn- 

^^^'ca nnd po/ralMa dnrchgef&hrt istV Dorcfa vema/:hliiKrtigU; <A^it uicht. Mn 

^^ixtige Nominaldefimtionen \tnn^en es vlfd*: h/>g«;narjnt/; }'}n\h*.o]fht:h 7m 

^^^XK-de, mit BQlfie der klaren Idee einer rja/;he nnkJare und '/t'.rwnrr^ht^ 

^^t:<n denelben Sache zu rerfecbten, Aueh /.ur AbkOrxunf^ %'hu Isut^/rn 

I^efiiiitioiissatzen dient eine Nominal definition, und die* ixt. ejn ni/-M zu 

fSP^^j^ ansosehlagcnder VcirUril einer pasfsend 7ewahit>;n kunseri ft^fx^Uit.rmn/ 

^''Bde in gwmekrisdien Abhandiuciren. I^e^ I/iri(re wer'Jen ^rr* ^r^.u^u 

^^jatel des Tiertco Absefcnitu irieder aafsreriMVimen. f/e^j/rvfer* or.d //<#• 

'l*^«ieUen Idstomekm Beis|Ke:er. Tt*:i»t^. ry, def,f:.<^e K'iic»;'J 'i^r. e^/er,*-.*. 

^^"^^linigen Winkel als: Z^^nmw0t^i^tf*^^if^n iu:t^/:r -j^^vkei^fter //^//i^ien \n *Ur- 

^*^«i £ka<e (Im T«w:fmikrt d^. -ie-*/ iuf^Kft drtnfAM \n^Jitv^AM *vfr »sn m^.^m^. 

^^^). Gcgen dieae y<«r-.LA.':*r.r..r '.*. *r. -.'.r* x^,:;:.*- rr,v, ,a f../.f,^< e.;. 
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halbiere, so werde nicht das ^Zusammentreffm gwder Gtraden** balbiert. 
Anch h&tte dieses keine Schenkel and keine Basis, sondem alle diese Eigen- 
schaften kftmen dem eingeschlossenen ebenen Winkelranm ztL Eaklid sei 
wobl abgeschreckt worden, den ebenen Winkebraiun einzof&bren dadarcli, 
dafs dieser gr5fser oder kleiner sein k5nne, ohne dafis der Winkel selbst 
sicb ftndere. Gebraucbe man dagegen folgende Definition: Der Winkd ist 
ein zwischen ewd 8%ch schneidenden Gtraden Uegender Fidchenraum, unbe- 
ffrenzt JnnsichiHch der Dimension, wdche der Ldnge der Geraden entsprichi, 
und hegrenzt in Bewug auf die eweite Dimension durch den proportionalen 
TeU des Umfangs eines Kreises, dessen Mittelpunkt mU dem SchmUpunkt 
iener heiden Geraden eusammenfdUt, so sei diese Definition so bftbscb und 
reinlicb, dafs sie zngleicb als Nominal- nnd Bealdefinition gelten k5nne. 
Auf (hnind dieser Definition liefsen sich alle Eigenscbafben des ebenen 
Winkels entwickeln, obne dafs man ndtig babe, in eine andere Vorstellung 
dberzugeben. Besonders fliefse daraus mit Leichtigkeit der Begriff der 
Gleicbbeit zweier Winkel, der bei Euklid feble, was scbon Petras Ramus 
bemerkt babe, obne dab diesem seine Yerbesserungen sonderlicb gegltlckt seien. 

Ein zweites Beispiel von mangelbafter Nominaldefinition biete Euklids 
unklarer Verbftltnisbegriff. Er definiert: ,J^a raison est une habitude de 
deux grandeurs de mesme genre, comparies I'une avec Vautre sdon la quan- 
tUS; Proportion est une similitude de raHson** Aucb die Dififerenz zweier 
Grdfsen sei eine solcbe GTQfsenbeziebung zwiscben ibnen. Euklid babe 
also seine Definition zu eng gefafst, wenn bei ibm 3 • 5 : 8 • 10 nicbt als 
Proportion gelte. Er hUtte also bemerken mtlssen, dafs man zwei 6r5lsen auf 
zweierlei Arten vergleicben kann; dementsprecbend seien zwei Bezeidmungen 
zu w&blen: Differenz und Yerb&ltnis. Ebenso b&tte er die Proportion als 
Oleiobbeit zweier gleicbartiger jener beiden GrODsenbeziebnungen definieren 
mtlssen und aucb bier wieder zwei Bezeichnungen auswerfen: Ftb* Gleicb- 
beit Yon Differenzen: Aritbmetiscbe, f&r Gleicbbeit zweier Yerbftltnisse: 
G^ometriscbe Proportion mit dem Zusatz, dais letztere Gleicbbeit, weil sie 
wiobtiger nnd b&ufiger sei, Proportion scblecbtbin beifsen solle. Solcber- 
gestalt w&re alle Dunkelbeit und Zweideutigkeit vermieden worden. 

Kap. lY fObrt die Sacbe nocb weiter. Nicbt inmier seien die G^- 
meter sicb bewuTst gewesen, dafs Nominaldefinitionen unbestreitbar seien. 
Der ganze Streit fiber den Contingenzwinkel zwiscben Clavius nnd Pele- 
tier geb5re bierber. Mit einem Worte wftre er beendigt gewesen, h&tte 
man sicb dardber verst&ndigt, was man eigentlicb unter Winkel versteben 
wolle. Derselbe Febler sei von Simon Stevin, dem berQbmten Mathe- 
matiker des Prinzen von Oranien, gemacbt worden. Er babe definiert: 
^Nombre est cda par lequel s'expHque la quantity de ehaeune chose*' nnd 
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sei dann selir aufgebracht gewesen gegen diejenigen, welche die Einheit 
nicht als Zahl bezeichneten. AUerdings sei in jenen Disput eine Frage 
eingemengt worden, welche vorweg auszuscheiden sei, namlich, ob sich die 
Elinheit zur Zahl verhalte wie der Punkt zur Strecke. Untersuche man 
jeden Teil der Eontroverse f&r sich, so mtlsse in Bezug auf den ersten die 
gemachte Nominaldefinition entscheiden. FtLr Euklid z. B., der definiere: 
nombre est une muUUude d'tmiteis assemblSes, sei allerdings die Einheit keine 
Zahl. Aber da dies eben eine Nominaldefinition und diese ganz beliebig 
sei, so k5nne man nattlrlich mit Stevin eine andere zu Gunsten der Ein- 
heit an&tellen. Aber damit sei die Sache erledigt nnd man k5nne nichts 
weiter gegen eine andere Definition einwenden, ohne sich einer petUio prin^ 
ciptf schnldig zn machen; wie man erkennt, wenn man die sogenannten 
Beweise Stevins genauer ansieht. Dieser schliefse: 

,Jja pariie est de mesme naiure que le tout, UnitS est partie d'une 

muUUude d'umtee. Done I'unitS est de mesme nature qu'wne multitude 

d'tmitez. 

Et par consequent nofnbre" 
Dieses Argument beweist nichts, sagt Arnauld, ein Halbkreis ist kein 
Kreifl, der Teil eines Quadrats kein Quadrat. 

Ebensowenig besage der andere Versuch Stevins: 

J3i du nombre donnS Von oste aucun nombre, le nombre donnS de- 

meure. Done si Vwnitd n'estoU pas nombre, en ostant un de trois, le 

nombre donnS demeuroit, ce qui est dbswrde** 

Arnauld findet den Obersatz lUcherlich, denn er setze voraus, was bewiesen 

warden soil. Euklid mtlfste ihn leugnen, denn nach seiner Definition 

brauche er nur die Einheit zu subtrahieren, mn ihn zu widerlegen. So 

k5ime man auch beweisen, dafs ein (ganzer) Kreis bleibe, wenn man einen 

Halbkreis abziehe, weil man keinen (ganzen) Ereis abgezogen habe. Es 

besagen Stevins Argumente also hdchstens, dais die Ahnlichkeit zwischen 

d^ Einheit und einer Mehrheit von Einheiten gendgend sei, um fOr beide 

eine Eollektivbezeichnung einzufdhren. Das h^ge aber vom Belieben ab 

und deshalb war Stevins ganze Kontroverse ein Wortstreit. Seine Btlcher 

seien voU derartiger Wortstreitigkeiten, indem er sich an anderer Stelle 

bemfiLhe darzuthun, die Zahl sei keine diskrete Menge, die Proportion der 

Zahlen sei immer arithmetisch, nie geometrisch, jede Wurzel einer beliebigen 

Zahl sei eine Zahl. Die zweite anfangs ausgeschiedene Frage aber sei von 

ganz anderer Natur. Da handle es sich um eine Bealdefinition und die 

Behauptung: Die Einheit verhalte sich zur Zahl wie der Punkt zur Strecke 

sei ganz nnd gar falsch. Denn die Addition der Einheit vergrdfsere die 

Zahl, w&hrend der Punkt an der Strecke dies nicht bewirke. Wir haben 

16* 
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nur deshalb die Streit&age so eingehend wiedererzahlt, well sie eine gewisse 
Etappe bildet in der fortw&hrenden Erweiterong des Zahlbegriffo, der von 
Stevin hier auf die Irrationalen ausgedehnt wird, nnd deshalb ffir die 
Entwicklungsgeschichte einfacher Begriffe der beutigen Mathematik inter- 
essant ist. 

Im V. Kapitel wird die Natar der Axiome beleuchtet. Alle Welt sei 
einig daruber, dafs es an sich evidente Satze gILbe, welche nicht bewiesen 
werden kdnnten. Solche Prinzipien mtlssen das Fundament einer richtigen 
Beweisreihe bilden. Viele aber seien sich nicht recht bewufjBt, worin die 
Evidenz besteht; sie glauben, dafs der Widerspruch irgend eines Menschen 
einen Beweis ndtig macbe. Diese sind auf das Wort des Aristo teles zu 
verweisen, dafs ein Beweis nur die innere, nicht die aufsere Zustimmung 
verlange. Es folgt ein Exkurs gegen die Sensualisten; deren Behauptung, 
dafs alle GewiDsheit aus den Sinnen und der Erfahrung stamme^ widerlege 
sich selbst, da die Erfahrung nur unvollstandige Induktionen liefere, zur 
Gewifsheit aber voUstandige notwendig seien. Als Beweis fiihrt Arnauld 
die neu entdeckte Kapillaritftt ins Feld, die, eine neue Erfahrung, die alten 
umstofse. Auf der klaren und distinkten Idee des Ganzen und der des Teils 
beruht allein die Evidenz des Axioms: Bas Game isi gr6fser ais sein Tal. Wir 
haben schon im ersten Teil der vorliegenden Arbeit A rnaulds rationalistisehen 
Standpunkt gekennzeichnet. So fcdgt denn hier eines der rationalistisehen 
Grundprinzipien : „AU€S, was in der Jdaren und distmkien Idee emer Scuhe 
enthalten ist, kann in Wahrheit von dieser Sache bekauptet werden," Solche 
Grand wahrheiten, wie: „Das Ganee ist gr6fser als sein Te^* k5nnen nicht 
bezweiMt werden, denn man kann sie nicht bezweifeln, ohne sie zu denken, 
ohne sie fiir wahr zu halten. Nun aber gelangt Arnauld zu eiuer 
Schwierigkeit, die offenbar durch die Parallelentheorie und deren logische 
Bedeutung in ihm angeregt worden ist: Es giebt gewisse Eigenschaften yon 
Dingen, die in deren klarer Idee enthalten sind, die aber bewiesen werden 
kdnnen und bewiesen werden mtlssen. Die Yerwendbarkeit gewisser SiLtse 
als Axiome ist durch die beiden folgenden Yorschriften geregelt, die wir 
im Texte wiedergeben: 

1. Kegel. Lorsque pour voir clairement qu'un aUribtU convieni d un 
sujet, comme pour voir qu'U convient au tout d'estre plus fframd que sa 
partie, on n'a hesoin que de considerer les deux id6es du su^et et de Vaikibui 
avec une mediocre attention en sorte qu'on ne le puisse faire sans s'apper- 
cevoir que Videe de Vattribut est veritablement enfermSe dans VidSe du st^et: 
on a droit alars de prendre cette proposition pour un axiome qui n'a pas 
besoin d'estre demontri, parce qu'U a de luy mesme toute V6vidence que luy 
pourroit donner la demonstration, qui ne pourroit faire a/utre chose sinon 
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^^^^mmirer que cet aUribtd convient au sujet, en se servant cftme traisUme idde 
f^^^ur manirer ceUe liaiaan ce qu'on en vait d^d sans I'aide d'aucune troisidme idSe. 

Dabei dfirfe man aber Erkl&nmg und Beweis nicht verwechseln; denn 
^^anche Axiome mitssen erkl^, d. h. mit immer anderen Worten ausge- 
^I>r(>chen werden, nm verstftndlich zu sein, wahrend ein Beweis ein ganz 
iieaes Moment (traisUme %d4e) einftihrt. 

2. Begel. Qwmd la seule consideration des idSes du sujet et de Vat- 
tribttt ne suffit pas pour voir dairement que Vattrtbut convient au sujet, la 
proposition qui I'affirme ne doit point estre prise pour axiome, mais die doit 
estre demontrie, en se servant de qudques autres idies powr faire voir cette 
liaisan, comrne on se sert de Vidie des lignes parotides pour montrer que les 
fyrois angles tPun triangle sont igaux d deux droits. 

Die beiden Begeln seien yon hervorragender Wichtigkeit; denn die 
meisten Menschen pflegen in der Befragimg ihres logischen (rewissens nicht 
gewissenliafb genng zu sein. 

Das folgende Kapitel zahlt einige solche allgemeinste Axiome auf. 

An erster Stelle steht der Satz des Widerspruchs, dem aber Arnauld 
keine grofse praktiscbe Bedeutnng znerkennt. Dann folgen Axiome, die 
wir wegen des aUzuengen Znsammenbangs mit Descartes' KQrperbegriff 
and dessen occasionalistiscber AnslHufer hier nicht anfohren. Hat Arnauld 
bisher in Eap. DI and IV die Regebi Pascals fiber die Definitionen naher 
erl&utert, in Kap. V den Begriff des Axioms in Pascals oben wieder- 
gegebenem Satz 3 eingehend ontersucht, so kommt er in Kap. YI anf die 
S&tze 4 and 5 Pascals fiber die Beweise. Bei einem Beweise muTs so- 
wohl die Materie wahr and anzweifelhaft sein, als auch die Form des Ar- 
gumentierens richtig. Das erstere tritt ein, wenn man nach Pascals 
viertem Satze nor Nominaldefinitionen, nur Axiome und bewiesene Satze, 
sowie Konstraktionen verwendet, deren MOglichkeit vorher demonstriert 
worde. Die flinfte Kegel (zweiter Satz tlber den Beweis) Pascals gewllhr- 
leistet die Richtigkeit der Form, sie verhindert, dafs man sich gegen die 
Begeln des Sjllogismas vergeht, was moistens nor dadurch geschieht, dafs 
in den Ober- and Untersatz eine mehrdeutige Begrififsbildong eingeht. 
Andre Fehler aber k5nnen einem normalen Yerstande in der Form nicht 
leicht begegnen, wie sich die Geometer nicht darom kommem, ob ihre 
Dberlegongen immer genau den Schablonen des Schlusses angepafist sind. 
Man brancht somit l) bei evidenten Sfttzen nicht inmier zu wiederholen, 
waram sie es sind, d. h. den rationalistischen Grundsatz anzuftihren, dafs 
alles, was in der klaren und distinkten Idee einer Sache enthalten ist, in 
Wahrheit von ihr gilt. Und 2) gilt, was von der Grattung bewiesen ist, 
ohne nochmaliges Schlufsverfahren von deren Arten. 
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ffObwoM es hewundernstoert im Mchstm Grade sei", beginnt Arnauld 
das Vm. Kapitel, „dafs auf Grund dieser fUnf emfachen Begdn die Geo- 
meter soviele verhorgene Wahrheiten entdecken und sie durch unzerbrechlidie 
Betceise sichem konnten, ohwoM sie unter den FhUosophen die emxigm seien, 
die am ihrem Hause tmd aus xhren Schriften Wortednkereien und Dispute 
im aUgemeinen verbamU Mtten, und es bei den Geometem stehender Crrund- 
satz sei, nur Vberzeugendes und Unbestreitibares eu behaupten, so m&sse man 
dock hinzufOgen, dafs einige Fehler iibrig geblieben seien, wdche sie zwar 
nicht von ihrem Ziete ablwlten, dber dock sckidd sind, dafs sie es nkkt auf 
dem hUrzesten und bequemsten Wege erreichen/' 

Wir folgen bei deren Aufzahlnng wieder Arnaulds Text: 

I. Avoir plus de soin de la certitude que de VMdence d de convaincre 
Vesprii que d*6clairer. 

In der vollendeten Wissenschaft ist es nicht genug zn beweisen, dafs 
etwas so ist, sondem durch Grtinde, welche der Natnr der Sache ent- 
nommen sind, ist darzuthim, warom es so ist. Erst dann ist der Intellekt 
befriedigt. 

n. Prouver des choses, qui n'ont pas besom de preuves. 

Wir haben schon anlafslich der Thesen hiervon gesprochen. Der Satz, 
die Summe zweier Seiten ist im Dreieck grdfser als die dritte, sei ebenso 
evident und intuitiv, wie die nattb*liche Notion der geraden Linie als des 
ktb:^esten Wegs und des nattbrlichen Distanzmaijses zweier Ponkte. Die 
Bestimmtheit einer geraden Linie durch zwei Punkte sei in der klaren und 
distinkten Idee der Geraden enthalten, ebenso dais jeder Punkt einer Ge- 
raden von zwei festen Punkten einer andem Greraden gleich weit absteht, 
wenn zwei Punkte der ersteren diese Eigenschafb besitzen. So gelangt 
man zum Begriff der Senkrechten. Die Senkrechte ist aber das natfib-liche 
Mafs der Distanz eines Punktes von einer Geraden. Wenn dann zwei 
Punkte einer Geraden gleiche Distanz von einer andem Geraden haben, so 
sind alle Punkte der ersteren von der zweiten ebensoweit entfemt; man 
bezeichnet die beiden Geraden als parallel; so ist Arnaulds Auffassung 
hier vom Parallelismus. Diese Vorstellungen seien ebenso klar wie das 
Grundprinzip Archimeds, dafs von Curven, die in denselben beiden Punkten 
endigen, die eingeschlossene immer die ktlrzere sei. 

Jene Beweissucht sei ja an und fiir sich nicht so schlinun, aber sie 
ist es, die an Stelle eines nattb*lichen Aufbaus Verwirrung hervorbringt. 

m. Demonstration par VimpossibUiU, 

Wir haben eingehend Arnaulds Stellung zum apagogischen Beweis 
kennen gelemt; hier prazisiert er sie dahin, dafs man ihn gelten lassen 
k5nne in negatiyen Corollaren oder mehr an Stelle einer Erlautenmg; 
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wahre Berechtigang besitze er nur, wenn kein direkter positiver Beweis 
mdglich sei. 

IV. DemonsiraHans par des vayes trop doignSes. 

Aach dieser Beweisfehler wnrde in den Thesen schon erdrtert. Ein 
Beispiel sei Euklids Beweis des pythagonlischen Lehrsatzes I 47. Die 
bentttzten Dreiecke seien der Sache ganz fremd, und der einzige nattirliche 
Weg der dnrch Proportionen, mit einer einzigen Hilfslinie, der Senkrechten 
aus der Spitze des rechten Winkels anf die Hypotenuse. 

V. N'avoir aucun sain du vraye ordre de la nature. 

Arnauld ger&t hier in Feuer. Dies ist ja auch das Hauptfeld seiner 
Kritik. Die Geometer glaubten, keine weitere Ordnung einhalten zu miissen, 
wenn nur die folgenden S&tze durch die vorhergehenden bewiesen wiirden. 
Statt sich um die Begeln der wahren Methode zu kiimmem und vom Ein- 
fachsten und Allgemeinsten zum Zusammengesetzteren und Spezielleren fort- 
zuschreiten, werfen sie Linien und Oberfl&chen durcbeinander, ebenso Drei- 
ecke und Quadrate, und beweisen die Eigenschaften einfacher Linien mit 
HfQfe Yon Fignr^n, wodurch die sch5ne Wissenschaft der Oeometrie so 
ungemein entstellt wird. Man mfifste den ganzen Euklid abschreiben, um 
alls die Beispiele beisammen zu haben. Nachdem dieser in den vier ersten 
Bttchem von der Ausdehnung gehandelt, behandle er im fiinften Buche die 
Proportionen an GrSfsen jeder Art. Er ninmit die ausgedehnten, d. h. 
rftumlichen wieder auf im sechsten, bringt die Zahlen im siebenten, achten 
und neunten, und f&ngt im zehnten nochmals wieder von der Ausdehnung 
zu sprecben an. Das ist seine Unordnung im grofsen, im speziellen aber 
lehrt er z. B. zu Beginn des ersten Buches die Konstruktion eines gleich- 
scbenkligen Dreiecks, wfthrend erst zweiundzwanzig Satze weiter unten die 
allgemeinere Konstruktion eines beliebigen Dreiecks aufgenommen wird. 
Seine Beweise ftber Senkrechte und Parallele sind alle durch Vermittlung 
von Dreiecken gefOhrt, und so die lineare Dimension mit Gebilden zweier 
Dimensionen bunt durcbeinander gemengt. Aucb die Stellung des ftir die 
Parallelentbeorie wicbtigen Satzes I 16 und dessen Wiederaufhahme secbs- 
zebn S&tze sp&ter bemerkt Arnauld mit Unwillen. 

YL Ne se point servir de divisions et de partitions. 

Die Geometer geben ftlr die Arten einer Gattung nur Nominaldefini- 
idonen und stellen sie beliebig nebeneinander, statt zu bemerken, dais eine 
Gattung so viele Arten bat und nicbt mebr baben kann, weil ibre Idee 
nur gerade soviele verscbiedene Spezialisierungen zuMst. 

Es folgt ein Scbema ftir die Dreiecke. Wir geben es w5rtlicb wieder: 

Le triangle se peut diviser seion les costez, ou selon les angles. 

Car les eosteg sont 
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tous egaux et U s'appeUe . . . EquUatdre 
Oil deux seulement dgaux s'appeUe Isoscde 
tous trots iMgaux s'appeUe . . Scaiene. 



Qui 



Les angles sent 

itous trais aigus, et U s'appeUe Oxigone 

[deux seulement aigus, et alors le 3. est 

droit, et U s'appeUe Eectangle 

obtus, et U s'appeUe Amblygone. 

Am besten giebt man diese Einteilung erst, wemi die allgemeinen 
Eigenschaften des Dreiecks entwickelt sind, well man dann ihren not- 
wendigen und hinreichenden Charakter erkennt. Man definiert also die 
Arten erst nach Charakterisierong der Oattung, ein Vorteil, der sich be- 
sonders da geltend macbt, wo innerhalb des Gattungsbegriffs die Anzahl 
der differentiae spedficae relativ klein ist. 

Kap. IX giebt die Erwiderung der Geometer, run in dieser Form noch- 
mals die Vermeidung jener sechs Methodenfehler anznraten. Arnauld 
sagt: Es giebt Geometer^ welche glauben, dafs die Sache erledigt sei, 
wenn sie erklaren fiber jene Ausstellungen zur Tagesordnung tiberzugehen, 
da ihre einzige Absicht sei, durch iiberzeugende Beweise die Wahrheit fest- 
zustellen, gleichviel auf welchem Wege. Man muTs ja zugeben, dafs jene 
sechs Pnnkte nicht yerhindem konnten, dafs die geometrische Beweisftlhrong 
besser ist als die aller anderen Wissenschaften, dafs kein Wissenschafts- 
komplex besser behandelt worden ist als der in der Gesamtbezeichnung 
„Mathematikf* begriffene (les sciences qui sont comprises sous le nam general 
de Mathematiques) , aber alles ist vervollkommnungsfllliig, und wenn auch 
der einzige Zweck der Wissenschaft ist, die Wahrheit zu erforschen und 
festzustellen, so mufs sie doch auch dafUr sorgen, dafs der Weg der nattlr- 
lichste ist, auf welchem die Wahrheit ihren Einzug in den Geist h&li Es 
liegt im Wesen des Verstandes, dafs wir ein reinlicheres, vollst&ndiges und 
vollendetes Wissen von dem bekommen, was wir durch seine wahren Er- 
kenntnisgrflnde erfahren, als von auf entlegenen und gewundenen Wegen 
Erworbenem. Sodann erlemt man auch leichter, was in seiner nattlr- 
lichen Folge gelehrt wird, weil die Ideen, welche eine natilrliche Ordnung 
besitzen, sich in unserem Gedachtnis besser aneinanderreihen imd sich 
leichter gegenseitig ausldsen. Denn Dinge, deren wahren Grand man kennt, 
werden nicht mechanisch behalten, sondem jedesmal durch einen Urteilsakt 
reproduziert. Gerecht ist der Einwand, fHhrt Arnauld fort, dafs es besser 
sei, sich einer Inkonvenienz auszusetzen und die natfLrliche Ordnung zu ver- 
nachlassigen, als die Strenge der Beweise zu opfem. Er sei persdnlich 
Uberzeugt, dafs beides vereinigt werden k()nne, imd dafs es m5glich sei, 
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dine Elementargeometrie zu liefern, wo alle S&tze in der natilrlichen Ord- 
nung sich folgen, alle Beweise auf den einfachsten Wegen und mit den 
^infiEichsten Mitteln geffihrt seien und doch der Kraft nicht entbehrten. Er 
gUnbe also den Begeln, die (von Pascal) schon gegeben seien, noch zwei 
Oder drei hinznf&gen zu mtlssen, die ebenso wichtig seien, weil sie die 
gebrSachliche Methode vervollkommneten. 

Der VoUst&ndigkeit wegen geben wir nochmals eine Znsammenstellung 
getreu dem Original; Arnauld bemerkt, dafs die erste und zweite dem 
I. Abscknitte, die dritte und yierte dem 11., die fUnfte und sechste dem III., 
die siebente und achte Begel, die methodologischen, Arnauld eigenen, dem 
lY. Abschnitt, der Methodologie, seiner Logik entsprechen. 

La Mdhode des sciences reduite d huU regies principales. 

Deux Begles touchanl Us definitions. 

1^ Ne laisser aucun des termes un peu ohscurs on equivoques sans le 

defimr. 
2^. N'emphyer dans les definitions que des termes parfaitement connus ou 
d^d es^pUquez. 

Deux regies pour ks axiomes, 

3®. Ne demander en axiomes que des choses parfaitement evidentes. 
4®. Becevoir pour evident ce qui n'a besoin que d'un peu d'attention pour 
esire reconnu veritable. 

Deux regies pour les demonstrations, 

5®. IVottrcr toutes les propositions un peu obscures, en n'employant d leur 

preuve que les defmitUms qui auront precede, ou les axiomes qui 

auront estS accordez ou les propositions qui at*ront d^d est4 de- 

moniries. 
6®. N'abuser jamais de Vequivoque des termes en manquant de substitu^r 

menUdement les definitions qui les restreignent et qui les eapliquent. 

Deux regies pour la Methode. 

7®. TraOer ks choses autcmt qu'U se peut dans leur ordre naturel, en 

commenQont par les plus g6n6rdles et les plus, simples et expliquant 

tout ce qui appartient d la nature du genre, avant que de passer aux 

especes partiouHers. 
8®. Diviser autant qu'U se peut chaque genre en toutes ses especes, chaque 

tout en totdes ses parties, et chaque difficult^ en tous ses cos. 

Arnauld ffigt bei, dafs er schreibe atdimt qfs'U se peut, weil gewisse 
Scbwierigkeiten sich der strengen Durchfiihrung entgegenstellen, z. B. mtLsse 
man yom Kreis in der Elementargeometrie handeln, obne die Gattung, die 
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ebenen Curven, nHher zu entwickeln, man mtlsse sich damit begnflgen, sie 
zu definieren. 

Wir haben aus dem Behandelten die tlberzengnng gewonnen, da£B 
A man Id neben nnd mit Pascal der Begrunder der modemen Pbilosophie 
der Mathematik ist. Wir haben zugleich hier im IV. Abschnitt seiner 
Logik das Programm kennen gelemt fQr Arnaulds geometrisches Haupt- 
werk. Die Veranlassung zur Abfassung und Herausgabe, Pascals An- 
regung, den Inhalt, die Bedentung und die Nachwirkung dieses Haupt- 
werkes, in welchem Arnauld die methodische Emanzipation von Euklids 
Elementen, diesem altersgranen, ehrwtirdigen Denkmal antiker Weisheit im 
Geiste einer Renaissance vollzogen hat, werden wir im n&chsten Abschnitt 
auseinandersetzen. 

Wir glauben die Logik Arnaulds von 1662 nicht verlassen zu diirfen, 
ohne darauf hingewiesen zu haben, dafs eines der nachsten Kapitel, welches 
von der Glaubwtlrdigkeit menschlicher Zeugnisse handelt und betitelt ist: 
„Qudqu€3 regies pour bien conduire sa raison dcms la creance des evenemens 
qui dependent de la fay humaine", noch mehr aber das Schlufskapitel des 
ganzen Buches: „Du jugement qu'on doit faire des accidens futwrs" Wahr- 
scheinlichkeitsbetrachtungen enthUlt. Arnauld sagt an letzterer Stelle: 
„Four obtenir un bien, ou pour evUer un mal U ne faui pets seulement can- 
siderer le bien et le mal en soy, mais aussi la probability qu'U arrive ou 
n'arrive pas et regarder gdometriquement la proportion que tautes ces chases 
ont ensemble. Ce qui peut estre edairci par cet exemple/* 

Das Beispiel ist das von zehn Spielem, wobei jeder einen Thaler ein- 
setzt, jeder hat die Chance, neun Thaler zu gewinnen, aber die Wahrschein- 
lichkeit, den einen zu verlieren, ist neunmal so grofs als die, jene neun zu 
gewinnen, sodafs fiir alle ein voller Ausgleich eintritt. (Mathematische Hoff- 
nung — Einsatz!) Ungerecht dagegen seien die Lotterien, da der Unter- 
nehmer gewohnlich den zehnten Teil vorweg fdr sich beanspruche, sodafs 
die Gesamtheit der Losabnehmer in derselben Weise betrogen wird, wie 
wenn ein Mann in einem Spiele, wo die Mdglichkeit des Gewinns so grofs 
ist wie die des Verlusts, zehn Pistol en gegen neun setzt. In dem gleichen 
Nachteil befindet sich* aber auch der einzelne, weil er Glied der Gesamtheit 
der Spielenden ist. 

Manchmal ist die Wahrscheinlichkeit des Verlustes, wie klein auch der 
Einsatz ist, so grofs, dafs es unvorteilhafk ist, jenen letzteren zu machen. 
So ware es toll, zwanzig Sols gegen zwanzig Millionen GoldsttLcke zu 
wetten, dafs ein Kind, wenn es die Lettem einer Druckerei nebeneinander- 
setzt, zuflQlig die ersten Verse von Virgils Aneis trifFt Auch die oft- 
malige Wiederholung eines ungtLnstigen Umstandes geringerer Bedeutung 
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Icann die Wahrscheinlichkeit eines gCLnstigen Ansfalls der Hauptsache kom- 

pensieren oder gar in Unwahrscheinlichkeit umschlagen lassen. Scbarf ist 

sicli Arnauld der Bedeutnng der ,J£6glichkeU" i^. geometrischen Wahr- 

beiten und in Wahrscheinlichkeitsbetrachtnngen bewufst. Er sagt, wenn 

die Geometer wissen, dafs sich eine Curve durch yier oder ftinf Be- 

wegongen verschiedener Art bescbreiben l&fst, so ktimmem sie sich nicbt 

damm, ob jene Curve wirklich gezeichnet vrird, sondem sie halten es ftir 

gentlgend, dalis dies mdglich ist, um ihre t^berlegungen daran zu kniipfen. 

Bei zufalligen Ereignissen aber bedingt die M5glichkeit derselben durchaus 

nicbt die Annabme ihres Vorhandenseins oder Eintretens. Mit diesen im 

Texte sehr ausftlhrlichen Betrachtungen bat Arnauld Leibniz' sjstematischer 

Unterscheiidung der ewigen und tbatsScblichen Wabrheiten vorgearbeitet. 

Arnanlds mathematisolLes Hauptwerk, die Nouveaux Elimens de Giomitrie. 
EntotelmngsgesGlLiGlLte, Pascals Einflnfs, Naohwirknngen. 

Unter umstehendem Titel erscbien 1667 die editio princeps von Ar- 
nanlds 64om^hrie in 4^. Wie die Wiedergabe des Titelblattes zeigt, er- 
scbien das Buch anonym; es ist in den modemen Bibliograpbien unter den 
Ananyma und Pseudonyma z. B. bei A. Barbier nicbt verzeichnet. 

In der Vorrede sagt der Verfasser, nacbdem er den Nutzen der Geo- 
mebrie f£br die Ausbildung der Urteilskrafb betont, von sicb und seinem Werke: 

„Ce qui luy a done (aire croire qu'U estoit utUe de donner une nauveUe 
forme d ceUe science est, qu'estant persuadi que c'estoit une chose fort avan- 
t€tgeuse de s'accoiUumer d reduire ses pensies d un ordre naturd, cet 
ordre estant comme une lumiere qm les idaircU toutes les unes par les 
autres, U a toCtjours eu qudque peine de ce que les Memens d'Euclide 
estoieni teUement confus et broUiUet, que bien loin de pouvoir donner d V esprit 
Vid4e et le goust de veritable ordre, ils ne pouvoieptt au contraire que Vac- 
cotUumer au desordre et d la confusion, 

Ce defaut luy paroissoit considerable dans une science dont la princi- 
pale utiUtS est de perfectionner la raison; mats U n*eust pas pens^ nean- 
moins d y remedier sans la rencontre que je vas dire qui I'y engagea in- 
sensiblemeni. Un des plus grands esprits de ce siecle, et des plus 
celebres par Vouverture admirable qu'il avoit pour les Mathe- 
matiques, avoit fait en quelques jours un essay d'Elemens de Geo- 
metric; et comme U n'avoit pas cette vue de I'ordre, U s'estoit contents de 
changer plusieurs des demonstrations d'Euclide pour en substituer d' autres 
plus nettes et plus natureUes. Ce petit ouvrage estant tombS entre les mains 
de cetuy qui a d^^uis composS ces Elemens, U s'Stonna qu'un si grand esprit 
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NOWEAVX ELEMENS 

D E 

GEOMETRIEi 

CONTENANT. 

Oatre uti ordre tout noureau , & dc nouvellcs 
dcmonftrations dcs propofltions Icspliu com- 
munes , 

De nouveauxmo^nsdc/airevoir quelles ligne* 
font incommcnfurablcs, 

Dc nouvrellcs mcfurcs dcs angles > dont on nc 
s'cdoic point encore avifc, 

£t de nouvelles manieres de trouver & de 
demontrcr la proportion dcs Lignes. 



A PARIS, 

Chez Charles SavreuXjLibraiie Jute, au pie^ de la To' 
deNoftie-Dame.i I'Enfeigne des troij Vertuj. 

U. DC. LXVII. 
jiysc tKiyiLEQM Dy nor. 
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^ ^ust pas esU frappS de la confusion qu'U avoit laissSe pour ce qui est de 

^ *nMode, et eette pensie luy ouvrit en meme temps une maniere naturette 

*^ di^lH>ser toute la Geometrie, les demonstrations s*arrangerent d'dles mimes 

^*<tn< son esprit, et tout le corps de Vouvrage que nous donnons maintenant 

^ public se forma dans son id^e. 

Cda lu/y fit dire en riant d queues uns de ses amis, que s'U avoit 
de loisir U lujf seroit facile de faire des Elemens de Geometrie mieux or- 
donneg que ceux que Von luy avoU montrez . . ." 

FOr den Verfasser yorliegender Arbeit stand es fast, dafis mit den 
Worten: Un des plus grands esprits de ce siecle, et des plus celebres par 
Vouverture adnmable qu'U avoit pour les Mathematiques niemand gemeint 
sein kdnne als Blaise Pascal. Den thatsachlichen Nachweis ftir diese 
Annahmft zu fEUiren, gelang aber erst nach langen Nachforschnngen. £r 
wird erbracht dnrch folgende SteUe eines schwer zug&nglichen Werkes. Im 
secbsten Bande S. 183— 184 yod Besoigne, Histoire de Vdbbage de FortEoyal, 
d Cologne, aux depens de la. Compagnie MDCCLII (seconde partie) beifst es: 

,,11 a bien paru, qu'U (Arnauld) avoit Vesprit fait pour les Maihe- 
maHques par Vouvrage qu'U a compost sous le tUre d' Elemens de Q^omitrie, 
et qui a M plusieurs fois imprim4. 

On irouve Vhistoire et Vorigine de cet ouvrage dans une cmecdote que 
racowtoit M. Nicole d ses amis, et qui montre Men jusqu'd quel point le 
g^nie de M, Arnauld itoit propre aux Mathematiques. M, Nicole ditoU 
que M. Pascal ayant montre un jour d M. Arnauld un travaU qu'U avoU 
fait sur les Elemens d'Euclide, cdui-ci n'en fut pas content, parce que 
M. Pascal y laissoU le ddfaut d'ordre qui se trouve dans Euclide. 
M, Pascal dSfia en riant le Docteur de faire mieux. M, Arnauld accept^i 
le difie et d son premier loisir U traqa Vordre selon lequel U falloit Studier 
et enseigner la G^nnSrie, Etant au Chesnai proche Versailles pour r^tablir 
sa santi apris une maladie, U commenga d executer son plan, et enfin U le 
mii dans Vital ott U est imprime, Lorsque M. Pascal vU Vouvrage, U 
condamna le sien au feu, et reconnut franchement que M. Arnauld avoit 
trouvS le vrai ordre naturei de trailer cette motive, et U en rendU gloire au 
Docteur de Sorbonne," 

Hier haben wir durch einen vollstandig einwandsfreien Zeugen, durch 
Nieole, einen der bedeutendsten unter den Herren yon Port royal, der 
wohl persdnlich jener Unterredung zwischen Pascal und Arnauld bei- 
wohnte, einer Unterredung, die wir in den Salon der geistreichen Madame 
de Sable verlegen, von der wir im ersten Teile unserer Arbeit ausftdirlich 
erzShlten, ein hftbsches Bild von der Entstebungsgeschichte der Gdomitrie 
Amaulds. Wir erfahren sogar, wo sie verfafst wurde, wir vemehmen, 
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wie Pascal die Anregung gab zur Niederschrift nnd endgtUtigen Fassung 
der Gesichtspunkte, welche schon in Arnaulds Thesen von 1641 uns zu- 
erst entgegengetreten sind. Damit ist zugleich erwiesen, daDs anch Pascal 
wirklich eine Elementargeometrie verfafst hat, eine Thatsache, die bisher 
aus dem winzigen Fragmente, das C. J. Gerhard t in den Sitzungsberichten 
der Berliner Akademie 1892 S. 202—204 aus Leibniz' Nachlafs verdffent- 
licht hat, nnr vermutet werden konnte. Leibniz hatte jenes Blatt von 
de Billettes erhalten (s. M. Cantor, „Vorlesungen** Bd. n S. 682). Dais 
wirklich Teile von Pascals „Essai*' der Verbrennung entgingen, k5nnte man 
auiserdem aus einem Briefe Leibniz' an Oldenburg vom 12. Juni 1675 
schlieljsen, der lautet: Clarissimiis Pererius, PasccUis ex sarore nepos, mmt 
mihi ex Avemia per sues fratres Ms. quaedam fragmenta PascaUana. Ex 
qtHbtis nunc penes me habeo dementa Geometrica singtdari quadam ratione ab 
eo tr aetata, quamquam non Integra, Quae ubi reddidero etiam Conica mihi 
legenda ddbunt (s. Leibniz' Brief vom 30. August 1676). Urn damit Be- 
soignes Erz&hlung in Einklang zu bringen, braucht man ja nur anznnehmen, 
dafs die Freunde Pascals jene Fragmente dem Feuer rechtzeitig entrissen. 
Besoignes Nachricht enth&lt zudem durch Leibniz' Zusatz ,^non integra" 
eine gewichtige Best&tigung. 

Arnaulds Elementargeometrie wurde also von Pascal sehr gfinstig 
beurteilt, so g&istig, dafs er sie tlber seine eigene Arbeit stellte. Ein 
gl^nzendes ZeugnisI Mit ebenso grofsem Beifall wurde Arnaulds Lehr- 
buck von der gleichzeitigen Gelehrtenwelt aufgenommen. Wir finden in 
den Philosophical Transactions, dem Organ der Bojal Society in London, 
folgende Anki&ndigung im Februarheft von 1667/8 (in der Lateinischen 
Ausgabe: Acta phUosophica societoHs regiae in AngliaAnni MDCLXV, LXVI; 
LXVII, LXVIII, LXIX, Audore Henrico Oldenburgico , societatis 
reg, secret., Anglice conscripta, et in LaJtinu/m versa interprete C. 8. Nunc 
iterum adiedo indice accurato edita Lipsiae anno MBCLXXV S. 512). 

VI. Ennarratio quorundam Ubrarum. 

I. Nouvea/ax Elemens de Geometric. 

Sive tradaius mathematicus titutum ferens. Nova Elementa Geometrica, 
impressiis Parisiis in quarto, Anno 1667. 

Bivisus in 15 Ubros seu sectiones continet: 

Novam methodum, novasque Demonstrationes communissimarum Rropo- 
sitiont^m Geometricas. 

Nova media domonstrandi, quaenam lineae sint incommensurabUes. 

Novas mensuras Angulorum hactenus non consideraias. 

Novos modos inveniendi et demonstrandi proportionem Unearum. 

In qmb%is observamus. Author em prodere methodo nova et Ordine pro- 
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jpriOf fundaio super Algebraica Elementa, diversas novas Demonstraiiones 
commmmamm praposiHonum, contentamm praecipue in primis sex libris Ele- 
'tneniorumEuclidis, d sine recursu adEucliden, vel qu^mvis alium scriptorem 
Geomedricum, ad demonstrandum quodlibet in novis his Elementis assertum. 
Quibus additur soltUio ProblenuxHs ArithmeHci, quod Author vocal Qua- 
drata Magtca scU, Dato quadrato CeUtdarum pari seu impari repleto Numeris 
sive secundum Progressionem ArUhmeHcam sive Geometricam: ita disponere 
omnes iUos numeros, in aliquo simili quadrato CeUularum, ut omnes Numeri 
c^n/usque ordinis sive collateralis, sive ascendentis et descendentis, sive duplicis 
XMagonaUs, existentes in progressione Arithmetica additi, eandem semper pro- 
iM^cani summam, et in Progressione Geometrica multiplicati cum invicem, 
^^mper idem Productum confidant. 

Mit dem letztgenannten Problem wird sich der dritte Abschnitt dcs 
^ff^^eiten (mathematischen) Teils vorliegender Arbeit besch&ftigen. 

Aber nicht genug damit, auch die andere bedentendste gelehrte Publi- 
cn der Zeit hat sich mit Arnaulds Geometric bekamit gemacht, das 
des Sgavans, welches im Jahre 1655 von Denis de Sallo begrflndet 
^ox^en war. Wir baben mit Hilfe von Cornelius a Beughtm's La Fra/nce 
^Sp^vc^onfe, Amstelod. MDCLXXXUI in 12^, einem sehr brauchbaren General- 

mit chronologischem, Personal- xmd Bealindex der ersten JahrgSnge 
JoumaH des Sgavans, die betreffende Stelle gefimden. Sie lautet (im 
Tom 26. Dezember 1667): 

Nouveaux Elemens de Giomitrie. 

In 4. d Paris chee Charles Savreux. 

De ioutes les Sciences, U n'y en a point qui ait it4 traitie avec une si 

s mMode que la Geometric. N4antmovns on a remarqu4 ce dSfaui dans 

ouvrages des anciens GdomMres, qu'ils ont eu plus de soin de la certi- 

que de VMdence de leurs demonstrations. Et cela se voit particuHere- 

dans rarrangement des propositions qui composent le Liure des Etc- 

que Von attribue d Eu elide. Car cet Auteur sans se mettre en peine 

^*ordre naturel, qui est de commencer par ce qu'il y a de plus simple et 

^^aUter sipariment ce qui est different, a seulement pris garde d ranger 

^^mposUions en sorte que les premises servent d dimontrer les suivantes 

3B soupent mesli des propositions oi^ U traits de figures iris differentes. 

qui a raffini sur ioutes les sciences, a compost un Liure de Geo- 

oi^ U a tdch4 d'Mter ce ddfaut. Mais U avoiie qu'il s'est plus 

d y observer les regies de la Mdhode, qu'd trailer le fond de la 

^^^>mdirie. Et en effet s*U a suivy un ordre plus naturel qu'Euclide, 

y s^en faut beaucoup qu'U n'ail donnd tant de force d ses demonstrations. 
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^4antmovns comtne ces deux choses ne sent pas incompoHl^les, VAu^^t^i 
de ce JAure a entrepris de les accorder: Et U y a hewreusement rSeussi €mm 
jugement des pltis intelJigens dans cette Science, Uordre qu'U garde est t-ris 
naiwrd. II cansid^e dans les quatre premiers Liures, ce qui convient cS ^ 
Grandeur en gSnSral et prmdpdlement les Raisons et les Proportions, q^^ 
sont les fondemens de la Geometric. II vient en suitte aux diff^entes esp-^ 
ces de Grandeur: Et comme de toutes les grandeurs contmUes U n'y en ^ 
point de plus simple que la Ligne, U en examine les proprietez dans l^^ 
trois Liures suivans, et U traitte par ordre des Lignes Perpendiculaires, d^^ 
Obliques, des ParaUdes, et de ceUes qui sofU termMes d une drconferencc^^' 
Des Lignes il passe aux Angles, dont U parte dans le VIII. ei dans l^^ 
IX. Liure. II employe le X. d le XI. a traitter des Lignes Proportiondk^^ 
d des Jleciproques: Et aprds avoir parte des Figures dans le XIII., 
considire en particulier dans les trois demiers Liures les Triangles, It 
Quadrilateres d les autres Figures Polygones. 

Mais le prindpale avantage de ce Liure est que quantum de demofi 

strations trds embarrassees qui ne convamquoient Vesprit qu'apr^ Vavoir — 
beaucoup fatigue d qui apris Vavoir convaincu ne le satisfaisoient point, y '^ 
sont proposies d'une mani^e si simple qu'on a aucune peine d les concevoir, ^^^ 
d cependant si certaine qu'eUes ne sont pas moins convaincantes que cdles^^ 
d'Euclide. 

De plus U y a dans ce Liure de nouveaux mbyens de faire voir cpielles^^ 
lignes sont incommensurables, de mesurer les angles, de trouver d dimontrei — ' 
la proportion des lignes; d une mdhode tr^- facile de faire les Quarrez=^ 
Magiques, qui est un des ph^ cdebres Problemes d'ArithmeUque. 

Die Verbreitung von Arnaulds Gdomitrie wurde durch die Ank&idi — — 
gung in den Philosophical Transadions und die ftufserst gtlnstige Bezension^v 
im Journal des Sgavans jedenfalls sehr befordert, noch mehr aber verdankte^s 
sie ihr rasches Bekanntwerden inneren Ursachen; denn das Stadinm der — 
Elementargeometrie wurde durch Arnaulds Methode ungemein erleichtertr - 
und weiteren Kreisen zuganglich. Im Jahre 1683 wurde eine zweite Aus- 
gabe notwendig; sie erschien wiederum zu Paris, diesesmal bei' dem Ver- 
leger von Pascals Schriften, bei Guillaume Desprez (De Prezius bei 
Leibniz). Laut dem Avertissetnent sur la seconde Edition ist in den 
ersten vier Biichem vieles verandert, das zweite und dritte Buch voll- 
standig umgearbeitet worden. Arnauld selbst schien von der zweiten 
Ausgabe nicht so befriedigt; wir finden seine Ansicht dardber in einem 
Briefe vom 28. Oktober 1683. {Gesamtausgabe der Werhe Tom. IV p. 149 
Lettre XI.) 
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A Madame Sois! 

Je n*a% re^u que depms deux jour les nouveaux Elimms. Je les trauve 
^>ien imprimis pour ce qui est du caractere. Mais n'en ayant lu que ce qui 
^ de nouveau done cette edition, fy ai trouvS biefi des fautes, outre cdles 
<fe I'erraia, que je voudrois qu'on eM mis en plus grosses lettres. Je ne 
m*en prends d personne. Je ne doute point que vous n*y ayiez fait de voire 
wieuic; et je suis assurS que M. Ferrier y aura aussi mis un grand soin. 
*^c lui en suis trhs-ohligi. Cda peut-etre venu du copiste qui a copiS mes 
^^*'<>uiUons, qui n'a pas assez pris garde aux avis que j'avois donnds et d suivre 
^'^^^ ponduaiion et mes d linea. Car un des plus grands difauis et qu'U y 
^'^ a trap peu. 

Quai qu^U en soU, j'ai pensi au remede, qu'on pourroit apporter d cda, 
^ j'en ai trouvS de meiUeur que d'imprimer VAvis au lecteur que je vous 
^^tf€>ie pour le metbre au commencement, a fin que par Id et V errata chactm 
P^^isse corriger son livre, comme j'ai 4te obligS d'en corriger u/n avant que 
^ ie donner d une personne de condition de mes amis. Je sdtue ma com- 
et taut le reste de votre famille. Je prie Dieu qu'il la benisse. 
En owvrant le livre, je suis tombe sur la page 347. II y a une figure 
09I a voulu (aire par des caraderes d*impression, au lieu de la (aire par 
figure de hois; et eUe est tout d fait mat faite. Car au lieu qu'dle 
Hre quarri <fest d dire aussi large d'un cdte que de V autre, eUe est 
^^^** mains haute que large; et les divisions sont presque Agates, au Ueu 



^Ues devroient Hre notahlement inegales, Je viens encore de trouver 
autre chose assez mal, C'est que dans le XIV. livre on renvoie assez 
^^^^^vent au J^* et au 3^ livre. Or comme ces deux Uteres sont tout changes, 
^ faUait (Mssi changer ces renvois, d on a ouhM de le faire. Je vous prie 



J, man compere, de faire imprimer Vavis que je vous envoie, qui reparera 
pen les dSfauts de cd ouvrage, en donnant moyen de le corriger d ceux 
9ui le vaudront Ure. 

Je me suis encore appergu qu'ayant ajouti au X* Uvre deux ou trois 

t^qpasUians tauchanit une Ugne coup4e Iiarmoniquement, on ne les y a point 

••wes, sans que j'en puisse deviner la raison; si ce n'est peut-itre qu'on a 

cu si peu de soin des papiers que j'avois envoyis pour faire cette seconde 

^diHon, qu^on en ait laiss6 perdre cd endroit. Je souhaiterois qu'on le 

eherchdt, et si on le trouvoU, qu'on le fit imprimer avec ce litre: Addition 

pour la fin du X' Hvre qui a d6 ouhli4e par m4garde. 

Page 98 l. 24 propositions, lisez proportions. 

Die S&tze Arnaulds fiber harmonisch geschnittene Gerade warden 
nie gedruckt; vielleicht sind gerade sie es, die Leibniz im Auge hat, 

Abh. B. GMOh. d. math. Wiitenach. XTV. 16 
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wenn er schrieb: „Il (Arnauld) mSditoit (dors qudque chose de fort beau 
sur les raisom et sur les proportions et je serois fachi s'U en avoU iti 
distrait entidremenf* (27. April 1683). Wir haben bis jetzt wenigstens den 
Verlust der gerade f[ir die neuere synthetische Geometrie interessanten 
Papiere zu beklagen. 

Auch der nachstehend wiedergegebene Brief (Dez. 1693) bezieht sich 
auf die zweite Ausgabe (Gesamttcerke Tom. Ill S. 701 Lettre DCCCCXCm) 
A. M. Dodart^): 

Je vous r4ponds par avance d votre lettre du 25 que je regus hier, ne 
sacJumt encore comment, ni quand je vous enverrai cette reponse. 

Je commence par ce que j'avois oubliS de vous mander t&uchant le^ 
Noveaux Eldmens de Giomitrie, de peur de Vouhlier encore une fois, L'Auteur 
est mal satisfait de la seconde Edition, d causes des fauies d'impression qu'on 
y a laiss4es, Mais ces fa^des ^<int corrig4es, comme un habile Jtomme le 
peut (aire aisSment, il estime beaucoup plus le IL livre de la seconde Edi- 
tion, que ce mime livre de la premiere. Et U croit qu'it feroit entrer votrc 
ami dans son sentiment, s*il lui pourroit parler. Mais cekt ne se peut ex- 
pliquer par lettre, Le F' Uvre de la seconde Edition est aussi beaucoup 
meUleur que cdui de la premiere, Et U me semble qu'U y a qudque chose 
pour Vexplication des incommensurables qui est noveau. On y a aussi cor- 
rig4 une grosse faute de la premiere Edition, touchant les nombres quarri^ 
qui sont Sgaux d deux autres nombres quarris com. 25, d 9 et 16. Je mens 
de penser que je ferois mieux de vous envoyer un livre de ces EHmens^ 
eorrigS par VAuteur en beaucoup d'endroits; avec un brouiUon de ce qu'i^ 
avoit marquS qu'il falloit corriger dans cette seconde Edition, outre Verrata," 
mais d condition que vous me renverrez Vun et Vautre quand vous en aurez 
fait Vusage que vous voudrez. 

Eine dritte Ausgabe von Arnaulds Buch wnrde 1692 in Holland 
veranstaltet. Sie erschien in La Haye, chez Jean van Daren, jedoch im 
Format kleiner, in 12^. Mit neuem Titelblatt versehen, kennt man von 
dieser Ausgabe Exemplare vom Jahre 1711. In den nachfolgenden Brief en 
wird diejenige des Jahres 1692 erwahnt. 

Lettre de M. Dodart {Ges. Werke Tom. IV p. 24). Der Brief ist 
von 1694. 

II y a quelques mois qu'un de mes amis, grand approbateur et mime 
admirateut de la Giomitrie nouveUe aUrtbuie d M. Arnauld, me fit de- 



1) Denis Dodart, Mitglied der Ancienne Academie des Sciences, geboren 
1644, gest. 1707, hervorragender Botaniker, Verfasser der „M6moires pour servir 
a Vhistoire des plantes^' 1676. 
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w^^nder s'U (M. Arnauld) trouveroit bon qu'U poussdt cette Geofnetrie jus- 
(lues aux solides. Je lui fit dire que la reponse dtoit dans Vavertissement, 
ot* I'Auteur si je m*en souviens, s^excme de ne r avoir pas fait, parce qu'il 
avoit d'atUres occupations, et ajoute, ce me semble que suivant la route 
*n€irqu4e dans ce livre, U sera facile de supleer ce qui y manque. Depuis 
^c temps fai vue Vauteur de ce supplhnent pritendu qui m*a dit que vou- 
l€M^nt y travaUler, U en avoU 6t4 d4tourn4 par la nouvdle edition de la G^o- 
*»»^/"i€ du P. Lami, qui n'est visiblement qu les ElSmens de M, Arnauld, 
Poussis jusqu'd la StSreomdrie indusivement , quoique sans nommer M, Ar- 
^€guld. Car outre que man ami est un Geometre sublime, il est tr^-familier 
^ trh-net, et vouloit cyouter outre la Stereometric une introduction d VAl- 
9€hre, iris courte et trds nette, et proposer une revision du II. livre, qui 
^^ des proportions. Un mot sur cet article, si vous pouvez irouver une 
^^He pour savoir de M. Arnauld s'U le trouvera bon; car sans cela on 
^^'^^crira pas un mot . . . 

Amanld erwiderte im folgenden Brief e vom 10. Juli 1694 {Gesamt- 
^^^^£abe Tom. IV p. 63 Lettre MLXI): 

A. M. Dodart. 

Je suis hien dbUgi, Monsieur, d votre ami, qui veut bien se donner la 
Z^c€'»%e ^ajouier d mes ElSmens de Q^4om6trie ce qui y manque, qui est de la 
^^^^eomStrie. Mais fai un avis d lui donner sur cda, qui est que la se- 
^^09'^de Edition de ces ElSmens qui a ^4 faite d Paris, est pleine d'une in- 
fi^^-itS de fautes, et qu'il faudroit qu'U eM ceUe qui a 6t4 faite en Holl<inde 
P<»»" ufie personne que je ne connois point. S'U ne Va peat trouver a Paris 

m 

^ idcherai de vous Venvoyer. II y a cepetidant dans cette Edition de Hoi- 

^^^^9de gudques fautes qui y sont resides, mais un habile homme les corrigera 

**«^mew^ pourvu qu'it y fasse attention. Je ne vois ce que votre ami entend 

P<^^ ces mots, „proposer une revision du seconde livre qui est des Proper- 

i^omg". Cda d't4l rapport a ce que vous m'avez mandS autrefois qu'une 

^^^sonne esimoit plus la manidre dont on avoit parU des raisons et des 

^^^^oportions dans la premise idition de ce qu'on en dU dans la seconde? 

^^^cis c'est de quoi que je ne saurois convenir. En ouwant le livre de Vim- 

^^•^esaiofi de Paris page 29 ligne 11 j'y ai trouv^ deux fautes. La premidre 

^*J^Scisement. Mais U y aura", U faut „pr4cisement tant de fois; mais il y 

^^4ra*'. La seconde Ug. 16 „de la composition**, lisez „de la comparaison** . 

^•cfte dierm^ faute est demeurie dans Vimpression d'HoUande. 

Arnauld verfolgte, wie wir aus diesen Briefen ersehen, mit gespannter 
Aufinerksamkeit die Ausgaben seiner GiomMrie. Nach seinem Tode wurde 
sie unseres Wissens nnr noch einmal aufgelegt; n&mlich fur die Gesamt- 
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ausgabe von Arnaulds Werken, im Jahre 1781. Die NouvecMX EtSmem 
de Q-^omdtrie sind in Tom. LXU enthalten, abgedruckt von der dritten Ans 
gabe von 1692; zur Korrektur der in dieser letzteren noch stehen ge- 
bliebenen entstellenden Druckfehler wurde von den Herausgebem der Oeuvrei 
de Messire Antoine Arnauld ein Exemplar der zweiten Paiiser Ausgabe 
benfltzt, das mit handschriftlichen Verbesserungen bedeck! war; dieselbei 
sind yon sachkundiger Hand, vielleicht nach Arnaulds eigenen Notizen. 
mit grofsem Fleifs ausgefCLhrt gewesen, wie die Herausgeber berichten. 

Es wi&re ein ganzlich verfehlter Schluls, wollte man die Bedeutung 
von Arnaulds G-SomStrie nach der verhaltnismUfsig geringen Zahl von drei 
Ausgaben (die vierte in den Oeuvres ist nicht hierher zu rechnen) beurteilen 
Im Gegenteil, Arnaulds NauveatiX El6mens bezeichnen eine Epoche in dei 
Geschichte des mathematischen Unterrichts. Eben deshalb, weil Arnaulds 
Methode sich so ganz und unwiderstehlich der Elementargeometxie bem&ch- 
tigte, weil sie Gemeingut wurde, weil alle Schriftsteller jener irnd dei 
Folgezeit, welche die Elemente behandelten, von ihr abh&ngen, konnte es 
geschehen, dafs Arnaulds Name und das Buch, welches die Euklidkritili 
des siebzehnten Jahrhunderts zur scharfsten Auspriigung brachte und einei 
in solcher Yollst&ndigkeit zum ersten Male seit Euklid untemommenei 
Neuaufbau der Elementargeometrie darstellt, in ganzliche Vergessenheii 
geriet. Montucla nennt Arnaulds Namen nicht; merkwUrdig beruhrt 
es, dafs Chasles im Aper^ historiqm Arnauld nicht erwfthnt, w&hrend 
er in einer eigenen Note (Note XVII) seine Verwunderung ausspricht, dafs 
der EttcUdes adaudus et methodicus von 1671 des Italieners Guarini nicht 
in der Geschichte der Geometrie genannt werde. Einen anderen italienischen 
Schriftsteller Vitale Giordano Giordani, der 1686 einen Eudide resti- 
tuto herausgab (s. M. Cantor, „Vorlesungen'* Bd. HI S. 14), machtc 
Leibniz auf Arnaulds Buch aufmerksam: ,J^onancurt%us quidam in Bdgk 
libdkfm scripsit de rationibiis quern me videre memini; huiiis methodutn 
laudat Arnaldus (Celebris apud Theologos, sed idem in omni dodrinarum 
genere excellens) in secunda edUione libri GaUici, quern inscripsH: Nova Geo- 
metriae Elementa (s. Leibniz' Brief in Bd. I von Gerhardts Leibnifh 
ausgabe). 

Unter den Schriftstellem, deren Abh&ngigkeit von Arnauld wir or- 
kundlich feststellen konnten, ist zuerst Bernhard Lamy^), Pater vom 
Oratorium, zu nennen. Wir haben ihn schon in dem Briefe Dodarts an 
Arnauld kennen gelemt. Auch in der Geschichte der Philosophie ist ei 
eine bekannte Persdnlichkeit: er schrieb zu Gunsten des Occasionalismus 



1) Lamj: ftltere Schreibweise; die neuere ist Lami. 
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Anf mathematisch - naturwissenschaftlichem Gebiete nennt uns Cornelius a 
Beughem yon ihm seine: Traitez de Mechanique, de rEquUibre des Solides 
el des Liqueurs a Paris 1679, besprochen im Journal des Sgavans XXII 
1679. Dieser Mann gab nun 1683 ein Lehrbuch der Geometrie heraus 
unter dem Titel: Les dimens de g4om6trie et la misure de rdtendue, Paris 
in 12®. Obwohl er in der Vorrede selbst sagt, daijs er fOr seine Methode 
^rnanld verpflichtet sei und nie daran gedacht hatte, eine Elementar- 
^eometrie zu schreiben, wenn Arnauld der seinigen eine Stereometrie bei- 
^e^eben hfttte, scheint Lamys Untemebmen, \vie es auch in Dodarts 
Bjrief aufgefafst wird, eine gewisse „ContrefaQon** gegen Arnaulds Original- 
loistnng za sein. Wir wissen nicht, glauben aber aus Arnaulds Antwort 
Dodart za entnebmen, dafs es als Fortsetzung von Arnauld nicbt 
"isorisiert war. Nicbtsdestoweniger erlangte es rasche Verbreitung und 
als Lehrbucb, das eben Arnaulds Metbode fast unverandert auf- 
S'^s^ommen batte, vielfacb bendtzt. Es wird in der von Tscbirnbaus 
v^iar-fafsten und von Leibniz ausMbrlicb rezensierten deutscben Scbrift: 
w^GS^-wUndliche Anleitung zu nUzUchen WissetiscMfften, dbsonderlich zu der Ma- 
i und JPhpsica, wie sie aniezo van den gdehrtesten ahgehanddt werden", 
4® pagg. 32) empfohlen. Leibniz sagt in seiner Kezension in dem in 
1700 — 1702 erschicnenen „MonaUichen Auszug aus neuen Bilchern": 
^mgsame und geschwinde Mnnen hernach des Lamy Nouveaux Elemens de 
rie durchnehmen, da sie das vorige in hesser ordnung wiederholen" 
sehen, dafs scbon bier Lamy geradezu als Verfasser von Arnaulds 
vtaux EUmens de Giomitrie erscheint. Hat Lamy durch seine Usur- 
^^"tiion von Arnauld die Aufinerksamkeit ab und auf sich zu lenken gewufst, 
lat er wenigstens das Seine zur Verbreitung von Arnaulds Methode getban. 
wir jetst den bistoriscben Zusammenbang und das Verbaltnis beider Lebr- 
er kehnen, so kdnnen wir es nur als Triumph von Arnaulds Methode 
lassen, dafs noch 1758 eine siebente Edition von Lamys Buch 
ien. Ein Opus mehr algebraischer Natur scheinen Lamys „El4mens 
MaiMmaHgues ou traitS de la grandeur en genSral*' gewesen zu sein, 
^^^^ denen wir eine 3. edit. Amsterdam 1692 in 12^ kennen. Wollte der 
"^^^)rgfce Autor vielleicht durch dieses Werk die Verbreitung von Jean 
"^^ «8tet8 gesch&tztem, vorwiegend zahlentheoretischem Werk: Eldmens des 
^^'^^iMmaHques tlbemehmen, welches 1675 (besprochen im Journal des S^a- 
^'^^^w 1676 X p. 135) unter dem Titel: ^El^mens des Maihematiques ou 
^^•^^pes Qiniraux de toutes les Sciences qui ont les grandeurs pour ohjets** 
* l^aris in 4* erschien, das 1689 wiederum in Paris in 2 vols zum zweiten- 
t^^^e, 1694 ebenda nochmals gedruckt wurde? 

Wir wenden uns von Lamy ab und zu jenom Manne, welcher in 
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oflfenster und ehrlichster Weise in Dodarts Brief anfragen liefs, ob Arnauld 
damit einverstanden sei, wenn er dessen Werk durch eine Stereometric 
vervollstandige. Dieser Freund Dodarts kann wohl nur Pierre Varignon 
sein. Wir haben daftlr folgende Grfinde: 

1) War Varignon an der Redaktion des Journal des Sqavans be- 
teiligt, mufste also daher Arnaulds Buch kennen. 

2) Varignon war wie Dodart Mitglied der Akademie der Wissen- 
schaften, die beiden Gelehrten kannten sich also daher und waren befreundet; 
auf Varignon pafst Dodarts Satz: Car outre que mon ami est un Geo- 
m^tre stiblime, U est trh-famUier est trh-net. 

3) Wenn Dodart schreibt, dafs der Verfasser des geplanten Supple- 
ments zu Arnaulds Nouveaux El^mem sich von der Herausgabe durch 
Lamys VerSffentlichung abhalten liefs, so stinunt dies wieder ansgezeichnet 
mit dem Umstande (iberein, dafs Varignon sein Lehrbuch nicht selbst 
wahrend seines Lebens veroffentlichte, sondem dafs dasselbe erst 1731 nach 
seinem Tode (1722) unter dem Titel: EiSmens de MathSmatique de Mon- 
sieur Varignon zum Druck befSrdert wurde. 

4) Jener Freund Dodarts (s. dessen oben wiedergegebenen Brief) 
wollte eine Einleitung in die Algebra beigeben; wir linden diese als Sie- 
mens d'alghhre et d'arithmitique auf 66 Sei ten an der Spitze von Va- 
rignons Buch. 

5) Machen innere Grfinde, z. B. die gerade bei M. Cantor, ,yVor- 
lesungen" Bd. HI S. 527 wiedergegebene Herleitung des Satzes der Winkel- 
summe im Dreieck, welche genau mit der Arnaulds tibereinstimmt, die 
Bedeutung, welche auf Axiome und Definitionen gelegt wird, die Stellung 
des pythagoraischen Satzes und dessen Beweis mit Hilfe von Proportionen 
es geradezu unwiderleglich, dafs jener vertraute Freund Dodarts der grofse 
Geometer Pierre Varignon ist. 

Wir haben das Resultat gewonnen: Pierre Varignons Werk El^- 
mens de Mafhimaiique ist direkt ahhdngig von Arnauld und dessen ori- 
ginaler Methode; ihre Jconsequente Durchfilhrung auf stereometrische Grund- 
lagen ist Varignons Verdienst, M. Cantor nennt das Buch „eine Geometrk 
von iiherall durchhlickender Eigenart, die phUosophische Geistesrichtung seines 
Verfassers zu erJcennen gehend'* ; damit ist am treflFendsten Arnaulds Schule 
in ihrem berufensten Vertreter, in Varignon, charakterisiert. 

Wir haben schon friiher bei der Besprechung von Arnaulds mathe- 
matischen Thesen erwahnt, dafs ihm die bekannte Frage des Ptolemaeus 
an Euklid, ob es bei geometrischen Dingen nicht einen abgekiirzteren Weg 
gabe als den durch Euklids Elemente, sehr berechtigt erschien. Arnauld 
glaubte den geraden Weg fur K5nige zu kennen; in seinen Nouveaux Ele- 
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wnms de GSomStrie hat er ihn angebahnt. Dieser stolze Ausspruch Ar- 
siaulds sollte fQnfundvierzig Jahre, nachdem er gethan wurde, thatsSchlich 
seine Verwirklichung finden. Ein Herzog von k5niglichem Gebliit sollte 
^nrch Arn&ulds Methode den Zugang zur Geometrie erreichen. Na,here 
Auskonffc hierttber giebt uns der folgende Auszug aus der Histoire de I'aca- 
^emie BoycUe des Sciences, annee MDCCXXVII, d Paris, de VImprimerie 
Boyale MBCCXXIX: 

En 1696 feu M, le Due de Bourgogne Aunt venu en dge d'apprendre 

les Maih^matigues, Mad^. de Maintenon porta le Boi d canfier cette partie 

de son education d M, de Mal4zieu, tandis qu'U donneroU d M. Sauveur 

ies deux atUres Enfants de France. M, de Malizieu assds dUicat pour 

cramdre qu'un si grand Jumneur ne s'accorddt pas parfaiiement avec Vat- 

iachement invioldble qu'U devoit d M, et Mad^, du Maine et rassur6 par 

eux-memes sur ce scruptde, demanda du mains en grace, que pour mieux 

marquer, qu'U ne sortoit point de son ancien engagement, U lui fut permis 

de ne paint recevoir d'appointements du Boi. (Malezieu hat den Herzog 

Von Maine in seiner Jugend unterrichtet, noch 1722 finden wir Malezieu 

als Direktor der Privatstemwarte dieses Herzogs.) 

Farmi tous les Eldmens de G4omitrie qui avoient paru jusque- 

^d il choisit ceux de M. Arnauld, comme les plus claires et les 

ieux digir4s, pour en faire le fond des legons qu'il donneroit d 

r. le Due de Bourgogne. Seulement il fit d cet Ouvrage quelques 

€trdditions et quelques retranchements. II remarqua Mentdt que le 

3eune Prince, qui surmantait avec une extreme vivacitd les difficultSs d'une 

^ude si ipineuse, tamboU quelques fois aussi dans Vincanvenient de voidoir 

jpasser d cot^, quant il ne les emportoit pas d'abord. Pour le fixer d'avan- 

tage, U lui proposa d'dcrire de sa main au commencement d'une legon ce 

qu'U lui avait it4 enseign^ la vieiUe. Toutes ces legons icrites par le Prince 

pendant le cours de quatre ans, et pr^cieusement r assemblies, ont fait un 

carps, que M. Boissiere, Bibliothecaire de M. le Due du Maine, fit im- 

primer en 1715 sous le litre d'ElSments de Giomitrie de M^. le Due de 

Baurgagney) L'idOeur les didie au Prince meme, qui en est VAuteur, et 

n'oubUt pas taut ce qui est dOi, au sgavant maitre de Qiom^rie. II y a d 

la fin du Livre quelques Problemes qui n'appartiennent point d des Elements, 

risakis par la miihade Analytique et qui, selon tautes les apparences, sont 

de M. de Mal6»%eu. II est dit sur ce suQct, qu'Archimdde, et les grands 



1) Lonis, Herzog v. Bourgogne, Enkel Lndwigs XIV., geb. 1682. Louis 
Auguste, Herzog v. Maine, Sohn Ludwigs XIV. und der Frau v. Montespan, 
geb. 1670. 
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Giomhtres anckns, ont di^ avoir notre AnaHse, ou qudque mithode ^quiva- 
lente, parce qu'il est mor aliment impossible qu'Hs eusserU suivi, sans Sgarer 
des routes aussi composSes que cdles qu*%ls proposent. Mais par4d, on leur 
die la force merveilleuse qui a 4te necissaire pour suivre sans Sgarer, des 
routes si tortueuses, si longues et si embarrassSes , et cette force compense h 
mdrite moderne d'avoir d^couvert des chemins sans comparaison plus courts 
et plus facUes, On veut que pour causer plus d'amiration, Us ayent cache 
leur Secret, qumqu'en le r^vdant Us eussent causi u/ne admiration, du mains 
egale, et qu'Us eussent en meme temps infiniment avanc4 des Sciences utiles, 
on veut qu'ils ayent iti tous 4galement fiddles d garder ce secret, igalement 
jaloux d'une gloire qu'Us pouvoietit chunger contre u/ne autre, igdlement inr 
diff6rents pour le bien public. 

Damit ist erwiesen, da£s auch Malezieus Lehrbuch sich auf Arnauld J 
stiitzt und dafs Nicolas de Malezieus Unterrichtsmethode (M. Cantor 
erwahnt Malezieu in Bd. Ill S. 14 — 15 der „Vorlesu^en iU>er Geschichte ^ 
der Mathematikf*) im grofsen and ganzen die Antoine Arnaulds ist; « 
zugleich giebt zitierte Stelle AufschluTs uber die Entstehung der JEldmens ' 
de G4om6trie pour Monseigneur le Due de Bourgogne. — 

Inhaltsfibersiclit der Nonveanx EUmens de Otomitrie. 

Schon in der Rezension des Journal des Sgavans haben wir in grofsen 
Ztlgen den Inhalt von Arnaulds Giomitrie kennen gelemt; wir haben bei der 
Besprechung der fiir die Geschichte der Mathematik in Betracht kommenden 
Teile seiner Log%k viele der Gesichtspunkte kennen gelemt, welche Ar- 
nauld in seiner G4omitrie verwertet hat; es erubrigt aber doch noch eine 
etwas ausfuhrlichere Darstellung des Buches unter Hervorhebung inter- 
essanter Stellen, Wiedergabe originaler Beweise und die Eonstatierong des 
Eigentiunsrechtes Arnaulds an zahlreichen Lehrsatzen. Damit haben wir 
uns im folgenden zu beschUftigen. 

Arnaulds Nouveaux ElSmens de G^om^rie sind eingeteilt in 15 BtLcber. 
Dem I. Buche voraus gehen die Definitionen der Hilfsmittel des synthe- 
tischen Apparats, die Definitionen des Axioms, der Forderong (Demande), 
des Theorems, des Problems, des Lemma, Corollars, der Definition selbst; 
filr Sfttze mit zahlreichen Corollaren verw^ndet Arnauld die Bezeichnong: 
,JProposition fondamentale". Arnauld ftigt hinzu, dafs diese Dinge eigent- 
lich in die Logik geh5ren; wir haben dort schon z. B. besonders fOr das 
Axiom und die Definition die Begriffe kennen gelemt, welche Arnauld mit 
den aufgeftlhrten Bezeichnungen zur Deckung bringt. Bei Pascal und Ar- 
nauld sind iiberhaupt Logik und Geometrie keine sehr streng geschiedenen 
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"Wissensgebiete. Pascal hat einmal den Ausspruch gethan, Geometrie sei 

Xogik, und Arnauld sagt in der Vorrede der Nouveaux ElStnens: „0n voit 

^U n'estoU pas fart difficile d VAut^ur de la NouveUe Logique au Art de 

J^tnser, qui avoit veu quelque chose de cette Geometrie, de remarqiter, comme 

H a fait dans la IV. Partie, les difauis de la methode d'Euclide, et d'avan- 

€xr qu'on pourroit digerer la Geometric dans un meUlcur ordre. C'estoit 

€ietnner les chases pass4es." Mit dem letzten Satze weist er auf die von 

iiini selbst gefimdenen Lehrsfttze bin. 

An diese Rekapitnlation schlielst sicb die Erklftrung der verwendeten 

mathematischen Operationszeichen an. Wir finden in der heutigen Bedeutung 

da3 Zeichen der Addition und Subtraktion, das Gleichbeitszeichen; die arith- 

me±i8che Proportion schreibt Arnauld 7-3::13*9, die geometrische 

^ - 2 :: 12 . 4, die stetige -:: 3 . 9 . 27. Durch Nebeneinanderstellung zweier 

Ueiner lateinischer Buchstaben bezeichnet er sowohl das Produkt zweier 

^arlctoren {grandeur plane)^ d. h. ein Rechteck der Hdhe b und der Breite d^ 

^ auch eine Strecke, deren Endponkte b und d genannt werden. 

]Ptbr die Rftckverweise fahrt er, was wieder bezeichnend ist flir 
^>^3.exi Sinn ftir Methodik, eine sorgfaltige Nummerierung der einzelnen 
AtmssprtLche, seien es nun Aziome, Theoreme u. s. w. oder Definitionen und 
^'^^oise, durch. 

Das erste Buch behandelt getreu dem in der Log^ festgestellten 
"^^■^^Jicbatze, die Gattung vor den Arten zu behandeln, die Grofsen im all- 
^^^^einen; es lehrt die vier Grundoperationen. Arnauld setzt gewisse ein- 
f&cliste natiirliche Kenntnisse voraus; Zweck sei es fUr jede Wissenschaft, 
^®se zu vertiefen und zu erweitem. Es wird also hier vorausgesetzt: 

1) Das Rechnen mit Zahlen. 

2) Das kommutative Prinzip. 

S) Der Begriff des K5rpers, der OberflUcbe (surface) j indem man von 
eiutdx* Dimension absieht, und der Linie, wobei zwei Dimensionen unberiick- 
«<5hti^ bleiben. 

'4) Die tJhertragung des Begriffs des Produkts auf den Inhalt be- 
P^^*i^r Piachensttlcke. 

Si) Die Deutung von Gr5fsen als K5rper, Fl&chen und Strecken. 

An sechster Stelle wird die Wichtigkeit allgemeiner GrSfsenzoichen 

"®*^xit gegentlber speziellen Fallen, in welch^ nocb deren spezifische Ab- 

i^^^S^gkeit einzug^ben pflegt; es wird darauf aufmerksam gemacbt, dafs die 

Identitftt der formalen Bezeicbnimg gewabrt werden muTs. Unter Gr5fse 

VIA. aUgemeinen versteht Arnauld die geometrischen Gebilde, die Zahlen, 

d^« Zeit, Geschwindigkeit, knrz jede Quantitat. 

Sodann wird der aliquote Teil (mesure) eines Ganzen definiert 
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3 und 4 sind „aliquot£S paretUes" von 9 und 12^ well 9:3 = 12:4;^ 
^portion" ist ein aliquoter oder nicht aliquoter Teil. 

Es folgen Axiome liber Gleicbheit und Ungleichheit, me: 

Das Ganze ist grOfser als sein Teil. 

Das Ganze ist gleich der Somme seiner Teile. 

Sind zwei Gr5fsen einer dritten gleich, sind sie unter sich gleich. 

Gleiches mn Gleiches vermehrt oder vermindert giebt Gleiches u. s. w ^- 

Die „aliqnote8 pareUles" gleicher Grofsen sind gleich und umgekehrtrft^ 

Als Schreibweise fur das Quadrat giebt Arnauld in der ersten Aus 
gabe von 1667 6^ (6 quarrd) oder b^ (b de deux dimensions) analog 
den Cubus b^ oder ft'; in den spftteren Ausgaben ist auch die Schreibweis* 
der zweiten Potenz qb und b2 erwahnt. 

Der inverse Charakter von Multiplikation und Division wird beton^ 
[la multiplication refait ce que la division avoit dSfait), 

„Grandeurs complexes*' heiijsen bei Arnauld die Aggregate; dafOr giel^ 
cr besondere Regeln hinsichtlich der Grundoperationen. 

Jerme'* ist einer der Summanden des Aggregats. 

Der Elammem bedient sich Arnauld nicht. Die Zeichen&nderungen 
bei der Subtraktion der ,^randeurs complexes" werden begriflPlich klar gemacht. 

Bei der Multiplikation der Aggregate sind soviele Partialprodukte zu 
bilden, wie das Produkt der Zahl der Terme des einen Faktors in die ent- 
sprechende Anzahl des andem Faktors angiebt. Daran schliefsen sich die 
Vorzeichenregeln ftir die Multiplikation. Um sich klar zu machen, wie zwei 
negative Faktoren ein positives Produkt geben, verfUhrt Arnauld in den 
spateren Ausgaben seines Buches so. Er giebt dem einen Faktor den Vor- 
zug. Wir wollen ihn Multiplikator nennen. Ist der Multiplikator positiv, 
so ist die Multiplikation auf die Addition zurilckzuftihren; denn setzt man 
den zweiten Faktor sovielmal als Summand an, als der Multiplil^tor £in- 
heiten hat, so bleibt, ob der zweite Faktor nun positiv oder negativ ist, 
das Zeichen nach den Regeln der Addition erhalten, z. B. 

3-7 = + 7 + 7 + 7 Oder 3 • (— 7) = (— 7) + (— 7) + (— 7). 

1st dagegen der bevorzugte Faktor, der Multiplikator, negativ, so ist die 
Multiplikation auf die Subtraktion zunickzufiihren, z. B. 

(_ 3) . 7 = - (+ 7) - (+ 7) - (+ 7) 
und 

(_3)(-7) = -(-7)-(-7)-(-7), 

d. h. der zweite Faktor ist sovielmal (ob positiv oder negativ) als Subtn 
hend anzusetzen, als der Multiplikator Einheiten enthUlt. Hier, z. B. ff 
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1 - ( — 3) = ( — 4) : 12, sei die Definition der Multiplikation : dafs die Ein- 
^^it sich zmn einen Faktor verhalten mtisse, wie der andere zum Resultat 
^^x- so definierten Operation, nicht gerechtfertigt. Durch diese Betrachtungen 
^s-t, Arnauld zu der Ansicht gelangt, dafs die Proportion 1 : — 1 = — 1:1 
** ic;ht wirklich richtig sei; dies ist die Stelle in Arnanlds Buch, welche 
■*--* ^ibniz im Streite mit Grandi unter Berufung auf Amaulds Namen 
^eftUirt hat. M. Cantor erwfthnt diese Thatsache Bd. HE S. 367 seiner 
^^orlesungen** , wir haben schon in der Einleitung zu vorliegender Arbeit 
Luf hingewiesen. 

Am SchluTs des I. Buches werdeh die Gleichungen ersten Grades ein- 

S'^fahrt. Die Seite der Gleichung heifst „memhre d*4quution". Die Reduktion 

^Vif wird gelehrt. Das Negative weniger als Null genannt. Einige 

^infache Textgleichungen mit mehreren Unbekannten, z. B. die alte Auf- 

Sa.be vom sftckebeladenen Esel und der Eselin, eine Wechselaufgabe u. s. w. 

^olgen. 

Das n. Buch beginnt in der ersten Ausgabe mit dem Begriff der 
iMflferenz (excis, difference) und des Verhaitnisses (raison), Der erste Term 
tei einer Vergleichung zweier Gr5fsen heifst „antecedentf* , der andere ttcon- 
Sequent". Das Verhftltnis (raison) zweier GrSfsen ist der Ausdruck daftir, 
^eyiebnal die zweite in der ersten enthalten ist. Das Verhaltnis wird 
von Arnauld also als Quotient definiert. Es werden sodann zwei Arten 
von VerhUltnissen unterschieden: l) raison exncte oder raison de nonthre d 
nomhre hi ein Verhaltnis, in welchem der Konsequent selbst aliquoter Teil 
oder ein aliquoter Teil des Konsequenten aliquoter Teil des Antecedenten 
ist. Solche GrSfsen, deren Verhaltnis eine raison de nombre d nombre ist, 
heifsen konamensurabel. Die zweite Art ist das Verhaltnis zweier Grofsen, 
welche kein gemeinsames Mafs besitzen (Inkommensurablen); es heifst 
„raison sourdef', Es wird dann weiter unterschieden, und zwar: Raison de 
nombre d nombre in raison d*4gdlU4 (ein Bruch, dessen Wert 1 ist) und 
raison d'inigalUi; letzteres wieder in raison de moindre in^galiti (echter 
Bruch) und raison de plus grande inigaliU (unechter Bruch). Es folgt die 
Definition der arithmetischen imd geometrischen Proportion als Gleichheit 
zweier Differenzen bezw. Verhaltnisse. Raison d'^galiti und 4galit4 des 
raisons dfb*fen nicht verwechselt werden. Eine stetige arithmetische Pro- 
portion von mehr als drei Gliedem heifst ^progression**. 

Eingehend behandelt Arnauld die geometrische Proportion. 
Die beiden Hufseren Glieder inbezug auf die inneren heifsen red- 
proques; alle Glieder proportionels. 

Ffir die Beweise seiner SUtze iiber Proportionen geht Arnauld von 
folgenden, von ihm nattirliche genannten, einfachsten Proportionen aus: 
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I T> A: A = B : B (alle raisons ^i^M sind unto sich gleich), 

'ir> BiZB=Ci^C, 

iUi) B:C=SB:3C, 

fiV) 3^:55 = 3C:5C, 

iV) 3B:SC=bBibC. 

Was von den Mnltipleii gilt, gilt aach vom aliquoten Teil; denn jede 
GrQCse ist Mnltiplum ihrer aliquoten Teile und selbst aliquoter Teil ihrer 
Multiplen. 

Arnaulds Hauptdefinition der Proportien lautet: Zwei Verhaltni^se 
sollen gleich heifsen^ wenn alle „aliquot€S pareillesl'* der beiden Antecedenten 
gleich vielmal in den beiden Consequenten enthalten sind: d. h. wenn es 
hich am die Proportion handelt b . c :: f . d und x = -^b ist, soil y so 
gew&hlt werden, dafs y = -^Z*; dann sind zim&chst x und y ,/iliqucies 
pareiUeS^ von b und /*; also: 

b , z:: f ,y 
b .f ::x .y; 

wenn nun c : x ^= d : y ist, hat man eine raison de nofkbre d nombre und 
08 ist b , ci' f . d\ diese Proportion gilt auch noch, wenn x zwar nicht 
restlos in c, aber y (und zwar dann auch nicht ohne Best) ebensooft in d 
faufjgeht; dann hat man eine Gleichheit (Proportion) zweier raisons sourdes 
(irrationaler Verhftltnisse). [Es heiflst dies also soviel, um eine modeme 
Ausdrucksweise zu brauchen, dafs der Exponent eines irrationalen Yerh&lt- 
nisses eine Irrationalzahl, aber ein ganz bestimmter, einer und nur einer, 
ist.) Arnauld f&hrt fort: Wenn man den zweiten Fall hat, also der Best 
von X in den ersten Consequenten r heilsen m5ge, der von y in den zweiten 
Consequenten r\ so sind „aliquot^ pareiUes" von x und y gleichoft in r 
und r' enthalten, also: 

x: r = y : r'\ 

es sei die ursprttngliche Proportion 

5:c = f:g 
gleich der folgenden: 

bx: (3rc + ^ ^y • (3y + '''); 
es sei nun 

a''- ^6«*'*. /= fo<*'»; 

1) Das hier in Dmck erschienene d^x, d^y fiir einen Bmchteil von x^ and 
zwar einen kleinen, aliquoten, erinnert lebhatl an das Differential dx , sollte dieses 
franzOsische d'a; Leibniz bei der Wahl seiner Bezeichnong VorgeBchwebt sein? 
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^^^ behaupte, dafs, wenn x' m r 7mal + ^i g®^t> *uch y' Tmal +**i' i° 
^li r' gehen mnfs; es wird die Proportion 

X : r = y : r' 

jetzt 

10a;': (7a;'+ri) = 10/: (Ty'+O, 

die erste Proportion lautet jetzt, da ft = 50a;' (da c = 30a; ' + r und 
r= 7a;' + r^, also c =» 37a;' + ''i), 

50a;': (37a;'+ri) = 50/: (37y'+r/); 

wtlrde diese Proportion nicht gelten, so w^rde sie auch die Unrichtigkeit 
der als richtig yorausgesetzten 

b .c:: f ,g 
zur Folge haben; also muis 

05 : r = y : r' 
seizL 

Fdr ,;r(HSon8 de nambre d nombrd" l&fst sich der Beweis also positiv 

f&hren; ftb: irrationale Verhaltnisse dagegen nur apagogisch. 

Es schlielsen sich hier bekannte Satze tlber Proportionen an, z. B.: 

Die Sxunine oder Differenz der Antecedenten in einer Proportion verh&lt 
sich znr Summe bezw. Differenz der Consequenten wie ein Antecedent zu 
seinem Consequent. 

Eine Proportion bleibt bestehen, wenn man auf beiden Seiten die 
Samme oder Differenz eines Antecedenten und seines Consequenten ver- 
gleicht mit denselben Consequenten. Diese Operation heifst in der ersten 
Auflage Componendo bezw. Dividendo. 

Der Hauptsatz fiber geometrische Proportionen: Das Produkt der 
Sufseren Olieder ist gleich dem der innem, wird Mr die Gleichheit zweier 
,^ai8ons wu/rdes^* besonders bewiesen unter Zuriickgreifen auf die Definition 
der Proportion. 

Ftbr die bei Proportionen m5glichen Vertauschungen der Olieder giebt 
Arnauld folgende Tabelle: 

1) h.ciif.g] Principak, 

2) f .gizb . c) Equivalente, 

3) e .b ::g . f] PermutaHon, 

4) g . f :: c .b] Equivalente, 

5) b , f :: c .g] Alterne, 

6) e .g lib , f ) EqmvcUente, 

7) f ,b:: g . c} PenmUatian de V Alterne, 

8) g .0 ::f .b] Equivalente. 

Davou sind drei fOr den Geometer wiohUg: 1), 3) und 5). 
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Buch m handelt Tom zusammengesetzten Verh&ltnis {Des raisons com- 
poshes), Arnauld versteht das Produkt von Verhftltnissen daranter. Es 
werden hier viele Satze, die man jetzt nicht mehr in Worten auszuisprechen 
pflegt, er5rtert und bewiesen, z. B.: 

Das Verhaltnis einer GrdDse mehrerer Dimensionen zu einer homogenen 
Gr5Iise (von ebensoviel Dimensionen) ist zusammengesetzt aus den Verhalt- 
nissen jeder Dimension der ersteren Grofse zu der entsprechenden Dimension 
der anderen Grdfse. 

Wir heben folgende Satze hervor: In einer stetigen Proportion ist das 
Verhaltnis zweier Terme eine raison doupUe, iripUe u. s. w. des VerhSltnisses 
zweier onmittelbar sich folgender Terme, je nachdem jene ersteren durch 
einen Term (d. h zwei Intervalle) oder zwei Terme getrennt sind, z. B. ist in 

X a ^' b b / , J J J b\ 

-^ a .0 , c, — =-j=— . - [ratson douplee von — ) • 
^ c c^ c c \ ^ c / 

Das Produkt zweier GrSfeen ist mittlere Proportionale zwischen iliren 

Quadraten. In einer geometriscben Progression verhalten sicb die Cuben 

zweier sich unmittelbar folgender Glieder wie zwei Glieder, zwischen welchen 

drei Intervalle liegen. 

Beweis. Wenn 

^ 6 . c. d . /, 
sa ijst 

bb , cc:\c . f^ 
also 

bbf=ccc und bbb : bbf= b : f, 
also 

bbb : ccc = b : f, 

Auf diesem Wege ist man zur Wiirfelverdoppelimg gelangt. Denn wenn 
der gegebene Wilrfel bbb ist, hat man f = 2b zu nehmen, wenn man nun 
zwischen b und f zwei mittlere Proportionalen einschiebt, so dafs -H-b .c ,d .f\ 
so ist der Cubus der ersten mittleren Proportionale das Doppelte des 
Cubus von b. 

Allgemein kann man genannten Satz so aussprechen: Die Cuben zweier 
beliebiger Glieder einer stetigen geometriscben Proportion verhalten sich 
wie zwei Glieder derselben Proportion, zwischen denen dreimal soviele Inter- 
valle liegen wie zwischen den beiden erstgenannten Gliedem. 

Aus den folgenden Satzen mdge noch der herausgegriffen werden, weil 
er f(lr die Art des Aussprechens von Satzen charakteristisch ist, die wir 
heute einfach mechanisch nach den Regeln der Multiplikation und Division 
in Anwendung zu bringen pflegen: 

Zwei gleiche ,fgrandeur8 planes" (Produkte zweier Faktoren) sind 
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imiiier reciprok; d. h. die beiden Dimensionen der einon sind die ttufseren 
Glieder einer Proportion, deren innere Glieder die Dimensionen der andem 
bilden (Dimension ist der eine Faktor des Produkts). 

Von zwei Verh&ltnissen heifst dasjenige grdfser, welches der raisofi 
d'4gal%U (der Einheit) nHher kommt. Hier hat Arnauld offenbar nur 
ecbte Brttche im Sinn. 

Zur Vergleichung der Yerh&ltnisse hinsichtlich ihrer Grofse lehrt Ar- 
nauld weiier das VerfiEkhren auf gemeinsamen Nenner zu bringen. 
Damit schKefst in der Ausgabe von 1667 das m. Buch. 
Der Titel des IV. Buches lautet: Dts Grandeurs Commensurahles et 
^^ncamimensurables. 

Inkommensnrabel heifsen zwei GrOfsen, wenn sie sich nicht verhalten 
^^^G zwei Zahlen. Wenn zwei GrSfsen inkommensurabel sind, dagegon ihre 
Qn&drate oder Cuben kommensurabel, nennt Arnauld diese Grofsen „in- 
^^*^*»»»»WfW«raWe» en eUes mSmes, en longeur" oder Jineairemenf*. Die teiler- 
u'exnden Terme des rcduzierten Bmches, durch welchen ein Verhaltnis 
(»^<»«ofi de nanibre d nombre) gemessen wird, heifsen „Exposans de cette 
f^^sot%'*, Hier betont Arnauld nochmals den Unterschied bei der Stellung 
^^ix Ziffem und Buchstaben. Erstere sind nebeneinander gestellt addiert, 
^^^^tere multipliziert. 

Man darf bei Zi£fem die Beihenfolge nicht andem; im Produkt der 
»^clistaben ist sie gleichgiiltig. 

Durch zwei nebeneinandergestellte gleiche Buchstaben wird eine Quadrat-, 
^^irch drei eine Cubikzahl bezeichnet. tl^berhaupt stellt jede Nebeneinander- 
stellimg von Buchstaben, welche genau in zwei gleiche H&lften zerlegt werden 
V^hinen, eine Quadratzahl dar, z. B. })hccddy die Wurzel derselben ist bed. 
Dftraos folgt ohne Bcweis, dafs das Produkt zweier Quadratzahlen wieder 
OBe Quadratzahl ist, ebenso fElr Cubikzahlen. 

Urn eine Grdfse zum Zweck der Vergleichung mit einer andem auf 
ebensoTlele Dimensionen zu bringen, ftlgt Arnauld eins, zwei u. s. w. i 
hinza, einen Buchstaben, den er zur Bezeichnung der reellen Einheit re- 
seniert. Zwei Grr5fsen, die, beide zum Quadrat erhoben, sich verhalten 
wie zwei Zahlen, die nicht Quadratzahlen sind, stehen in keiner raison de 
nombre d ncmbre (unter nombre wird immer eine rationale Zahl verstanden), 
femer: Zwei GrOfsen, deren raisofi doupUe oder tripUe (d. h. das Verhaltnis 
ihrer Quadrate oder Cuben) nicht gleich ist einem Verh&ltnis, dessen Ex- 
posans beide Quadrat- oder Cubikzahlen sind, stehen in keiner raison de 
nombre d nombre; umsomehr verhalten sich GrSfsen nicht wie (rationale) 
Zahlen, wenn sohon ihre Quadrate oder Cuben sich nicht verhalten wie 
(rationale) Zahlen. Zwei Grofsen dieser Art heifsen inkommensurabel. 
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Wenn drei GrOfsen in stetiger Proportion stehen und die erste und dritte 
nach Yollzogener Bedaktion nicht wie zwei QuadratzaMen sich yerhalten, 
so ist die erste und zweite und die zweite und dritte Grdfse linear in- 
kommensurabel; ihre Quadrate dagegen kommensurabeL 

Beweis. Das Verhaltnis der ersten zur dritten ist zusammengesetzt 
aus den Verh&ltnissen der ersten zur zweiten und der zweiten zur dritten. 
Da diese beiden letzteren Verh&ltnisse aber gleich sind, so kdnnen sie keine 
raisons de nombre d noi/nbre sein, wenn ibre Multiplikation nich^ das Ver- 
haltnis zweier Quadratzablen ergiebt; es sind also raisona gourdes. Zwei 
Grdfsen sind inkommensurabel oder bilden eine raisan sourde, ist aber 
gleichbedeutend. 

In Zeichen: , , 

:: k.l .m 

k . mi: S . 4: 

m I tn I i» ' 

k k I k I 

da — = -J- ' — = T ist, so kann -r und — nicht das Verhaltnis zweier 

k* k 
(rationaler) Zahlen sein; dagegen j^ = — = f , also k^ und ? kommen- 

surabel. 

Wenn das Verh&ltnis der ersten zur dritten Grdfse sich nicht dureh 
zwei (rationale) Zahlen darstellen lafst, so ist die zweite und dritte, und 
die erste und zweite linear und quadratisch inkommensurabel. 

Wenn vier stetig proportionale GrOfsen gegeben sind und die erste 

zur yierten sich verhftlt wie eine Cubikzahl zu einer anderen Cubikzahl, so 

verhalt sich die erste zur zweiten wie die erstere Cubikzahl zur Wurzel 

aus der zweiten X dem Quadrat der Wurzel der ersteren Cubikzahl , und 

die dritte GrSfse zur rierten wie das Produkt der Wurzel der ersteren 

Cubikzahl in das Quadrat der Wurzel der zweiten Cubikzahl zur zweiten 

Chibikzahl. 

■IT b , c , d . f 

8 . 27 
XXX yyy 

also ~rh.c . d . f 

-H^ 8 . 12. 18. 27 



.f::[ 



::- XXX . xxy . yyx . yyy. 

Wenn die erste und vierte sich nicht wie zwei Cubikzahlen yerhalten, 
so ist die erste und zweite, die zweite und dritte, sowie die dritte und 
vierte linear [und quadratischj inkommensurabel, und erst deren Cuben sind 
konunensurabel. 
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Denn wenn 

~k .1 .m .n und ^ . n : : 3 . 4 , 

so ifft 

k k I tn 

n I m n ^ 

und da -^ = — = — ist, kann keines dieser drei VerhSltnisse rational 

k* V m* k 
sein. Daireffen tt = — r = -r = — rational. Wenn endlich das VerhSltnis 

der ersten zor vierten 6r5lse eine raison sowrde ist, so sind die Verh&ltnisse 
der zweiten zur dritten, der ersten zur zweiten und der dritten zur vierten 
irrational; linear und cubisch inkommensurabel jene Grdfsen selbst. Wenn 
zwei quadratische Grdfsen sich nicht verhalten wie zwei rationale Zahlen 
oder wenigstens nicht wie zwei Quadratzahlen, so sind ihre Wurzeln in- 
kommensurabel. 

Wenn drei Grdfsen eine stetige Proportion bilden und die grOfste der 
Smnme der beiden andem gleich ist, so sind sio absolut inkonunensurabel. 

Eines der Glieder ist, wenn die drei Gr5Iisen sich wie Zahlen ver- 
halten yrtlrden, nach mOglichster Reduktion jedenfalls ungerade, die beiden 
andem gerade, oder beide ungerade. Die auferlegte Bedingung schliefst 
also aus, dafis die drei Gr5ljsen, zu je zwei ein Yerhftltnis bildend, sich wie 
(rationale) Zahlen verhalten k5nnen. 

Den letzten Abschnitt des vierten Buches bilden S&tze tLber Quadrat- 
zahlen, welche die Sunune zweier Quadratzahlen sind, also die Konstruktion 
rationaler rechtwinkliger Dreiecke erm5glichen. 

Arnauld giebt in der ersten Auflage folgende Begel: Die grdfsere 
H&lfte einer ungeraden Quadratzahl ist die Wurzel eines Quadrats, welches 
gleich der Smnme zweier Quadrate ist. 

Beweis: (5 -[- 1)* ^ 5* -{- 25 + ^ ist jedenfalls dann Sunmie zweier 
Quadrate, wenn 2&-j-l Quadratzahl ist; seiner Form nach ist aber 2&-{-l 
imgerade; 6 + 1 nennt Arnauld gr6fsere Hftlfte von 2h -f- 1. 

Arnauld giebt zur Berechnung rationaler rechtwinkliger Dreiecke 
folgende Tabelle bei, deren erste Eolonne eine arithmetische Progression 
der Differenz 4 enthalt; die zweite Kolonne fiillen die Triangularzahlen 
der ersteren; in der dritten stehen dieselben Triangularzahlen je um Eins 
vermehrt. 

Die vierte Eolonne bringt die natUrlichen ungeraden Zahlen, beginnend 
mit 3; die fdnfte die Quadrate der Zahlen der vierten, die sechste die 
Quadrate der Zahlen der zweiten; die siebente Eolonne endlich die Quadrate 
der Zahlen der dritten; also: 

Abh. s. Ctotoh. d. m«th. Wisseiuoh. XIV. 17 
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n 


in 


IV 


V 


VI 


VU 


4 
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16 


25 
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12 


13 
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25 


144 


169 


12 


24 


25 
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49 


576 


625 


16 


40 


41 
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81 


1600 


1681 


20 


60 


61 


11 


121 


3600 


3721 


24 


84 


85 


13 


169 


705e 


7225 


28 


112 


113 


15 


225 


12544 


12769 


32 


144 


145 


17 


289 


20736 


21025 


36 


180 


181 


19 


361 


32400 


32761 


40 


220 


221 


21 


441 


48400 


48841 



Die Zahlen in der fUnften Kolonne sind die Summe der entsprechenden 
in der zweiten irnd dritten; die der siebenten die Sunune der entsprechenden 
in der fUnften und sechsten Kolonne. 

In der ersten Ausgabe folgt noch ein Kapitel „De la Proportion entre 
les aUquotes de la meme grandeur"', in welchem die Verh&ltnisse von Quo- 
tienten zu Quotienten besprochen werden. 

Hier werden die geometrischen Beihen 

1 4- -L 4- JL . . . 

2 14 18 

1 -4- i _L X . . . 
« I 9 1 27 



i + re + ii'" n- s- w. 



ins Unendliche fortgesetzt und ihre Smnmen zu 1, ^7 s^ u. s. w. bestimmt. 
Zum Beweise tragt Arnauld bx = jhe von einem festen Anfangspunkt 
aus auf einer Geraden ab, femer tragt er be = jbe anf; dann verhSlt sich 

ex = J be J man hat also ca; in 4 gleiche 



6ic : ftc = I : J = |, also ist 



Teile zu teilen und drei zu behalten, um ^bz zu bekommen, da ex = i^b0 
b 



z 



dfx 



Fig. 2. 



ist, also \cx = ^be ^ i^bz'^ nun heifse jcrc cd; dann ist dx = ^cx 
ein Drittel von cd'^ Wart man so fort, teilt entsprechend dx in vier gleiche 
Teil^, sodafs ^dx = df^ so ist zunftchst df^=^dx = ^cd = \'\bc = ^bz; 
um das nftchste Glied der geometrischen Reihe zu erhalten, hfttte man fx 
in vier gleiche Teile zu teilen und fg = \fx erg&be das Glied -^^bz der 
Reihe. Man sieht, dafs die Werte 6c, bd^ bf, bg u. s. w. (die Partial- 
summen) alle unter bx bleiben und erst nach ^subdivisions infinies" die 
Stelle X erreichen. Mit dieser Kenntnis wird sich Arnauld genau des 
Sophismas bewuTst, welches der sogenannte Achilles des Zeno enthftlt. Denn 
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wema die Schildkrdte eine Meile Vorspnuig hat und Achill zehmual so 
schxiell lanft, so betrftgt die Summe der Strecken, welche die Schildkrote 

mitclit, J (einer Meile) = ^ + iJo "f~ iwo "t" ^^ ^^^- ^^^ Achill wird ^^ 
zurCcklegen, wfthrend jene ^ kriecht, also wird Achill sie am Ende des J 
der zweiten Meile einholen. Eine verwandte Aufgabe schliefst Arnauld 
anr Wenn eine Uhr Stunden- und Minutenzeiger hat, alle Punkte zu be- 
zeiclinen, wo die beiden sich begegnen. 

Er (Arnauld) giebt die LSsung 1 + n, 2 + n» ^ "h n ^- s. w. bis 
11 -Hit = 12. 

Wir sind bisher der ersten Ausgabe gefolgt. In den spftteren sind 

die Bftcher II, HI, IV ziemlich umgearbeitet und etwas vermehrt. An der 

Spitae des 11. Buches sagt Arnauld dort: Nichts sei in der Geometrie 

bisHer schlechter behandelt worden als die Proportionen. Wirklich waren 

ja im Munde der Zeit die Proportionen der zweite Fleck neben der Pa- 

raXlelenlehre, welche den sch5nen Leib der Geometrie entstellten. Auch er 

(A^rnauld) sei von dem, was er in der ersten Auflage seines Buches zura 

I^TOck gegeben, nie so ganz befriedigt gewesen. Unterdessen babe ihm ein 

^^^ttJSndischer Edelmann Mons. de Nonancourt eine Abhandlimg zu lesen 

^©g^ben, deren Urheber jener sei: Eudides logisHcus sive de roHone Eudidea; 

^^se habe ihm so gefallen, dafs er manches davon in sein Buch libemommen 

"*be. Nicht alle Leute waren der Ansicht, dafs die spateren ZusStze vor- 

^^Ihaft waren, und auch wir mtissen, nachdem wir beide Versionen kennen 

fiT^lernt haben, der ursprtLnglichen Elarheit der ersten Ausgabe den Vorzug 

^"^H. Hervorheben woUen wir aus den spUteren Fassungen nur den Beweis 

^^ die Gleichheit zweier Verhaltnisse unter der notwendigen und hin- 

^^^^henden Bedingung, dafs alle cUiquotes pareilles der Antecedenten gleich 

^^ in den Consequenten enthalten sind. Er lautet: Waren die beiden 

^^hlLltnisse unter obiger Bedingung auch nur um eines Haares Breite 

'^•^leich, so kdnnte man im Nenner des grolJseren -^ ®i^® Grofse Z ad- 

^^I'en, welche die Gleichheit mit j^ herstellen wiirde. Dann kdnnte man 

^^ aliqaoten Teil X von B so wahlen, dafs er in Z enthalten wftre, und 

^*^H wftre X in C7 mindestens einmal mehr enthalten wie der „aliqtiot€ 

^^^eiUef' Y von jp' in 6r. Damit ist die Annahme der Ungleichheit der 

"^iden Yerhftltnisse unter erflillter obiger Bedingung ad absurdum gefiihrt. 

In den spftteren Auf lagen sind die Satze dber Quadratzahlen vermehrt. 

Zuerst wird der Satz (hh — cc) = (h -\- c) {b — c) in Worten aus- 

gosprochen. 

Hieran schliefst sich die Aufgabe, die Quadrate zu finden, welche eine 

gegebene Differenz h besitzen. 

17* 



^^ 



w 
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L 5 sung: Der Quotient aus h und einem beliebigen Boiner Idler itt 

q = —'^ nimmt man als Wurzel der einen Quadratzahl j rf + 15» ^ 

Wurzel der andem \d — |g, so gentigt die Differenz der Quadrate dies^ ^ 7v^ 
Werte der Aufgabe. 

Speziell kann man als Teller d auck die Einheit benfltieiL %r 

n. Aufgabe: Alle Zahlen zu bestimmen, deren Quadrat Sonune xw0i^ ^ ^^ 
Quadrate ist. v 

Ldsung: Jede Zahl, welche selbst Summe zweier (verschiedai^^^ 
Quadratzahlen ist, hat die Eigenscbaft, dais ihr Quadrat Summe zwei^^'^ 
Quadrate ist. 

Beweis. Es sei bb -{- cc eine solche Zahl, dann ist 

{bb + ccy = ft* + c* + 2bbec 
{bb — ccy = b^-\-(^ — 2bb cc, 

*^®^ {bh + ccy = Ubcc + {bb — ccy; 

bier ist aber Abbcc sicher Quadratzahl, well sie sich in genau zwei gleiche^^^ 
Faktoren 2 be zerspalten l&Dst. 

I. Corollar: Im speziellen kann cc = l sein; also jede Quadratzahl i^^'^ 
-{- 1 hat die Eigenschaft, dafs ihr Quadrat Summe zweier Quadrate ist; ^ ^ *^ 
die Wurzel des einen dieser Summanden ist die .ursprflngliche Quadratzahl ^^^_ 
— 1, die des andem die doppelte Wurzel der ursprflnglichen Quadratzahl « 

{bb + ly = 4.bb + (66 — 1)«. 

n. Corollar: Das Quadi*at der grdfseren H&lfte einer ungeraden Quadrat — 
zahl ist die Summe zweier Quadrate. 



£51 



(n + iy = n* + 2n+l 

und (n + 1)* ist Summe zweier Quadrate, wenn 2n + 1 «= AA ist. 

Es k5nnte nun jemand den Einwand machen, es kdnute auTser den 
Zahlen, welche Sunmie zweier Quadrate sind, noch andere geben, welche 
die verlangte Eigenschafb besitzen. Arnauld sagt: Ich leugne die Folge. ^ 
Dann mtUste es unter den grdfsQren H^lften ungerader Quadratzahlen aueh 
solche geben, welche nioht Summe zweier Quadrate sind. 

Diesen Nachweis, dafs wirklich alle grofseren Httlften ungerader Qukdrat- ^^ '' 
zahlen Summe zweier Quadrate sind, kann man aber so ftihren: 

Eine jede ungerade Quadratzahl (2 a -f- 1)^ hat die Form 2fi -|- 1, also: 

2n+ l = (2a+l)« = [(a + l)— a]» + 4a(a + l) 

- i +4a(a + l) i 

n =2a(a + l), / 
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also 

endlicb 



n + 1 — 2a(a+l) + l = 2a* + 2a + 1, 

II + 1 = a* + (a*+ 2a+ 1) = a« + (a + 1)1 

Die grdfsere H&lfte der ungeraden Quadratzabl l&M sicb also dar- 
stellen als Stunme der Quadrate der grSfseren und der kleineren Hftlften 
der Wurzel der ungeraden Quadratzabl. 

m. CoroUar: Das Doppelte einer Zahl, welche Summe zweier Quadrat- 
z&liJen ist, ist ebenfalls Summe zweier Quadratzahlen; namlich des Quadrats 
d^ir Summe der Wurzeln der beiden Componenten der ursprtingliclien und 
des Quadrats der Differenz jener Wurzeln. 

2{hh + cc) = 2&6 + 2cc = (& + cY + (& — c)*. 
IV. CoroUar: Dasselbe gilt ftir die Halfte 

Hieran schliefsen sicb Probleme zur Auffindung von Zablen, welcbe in 
"^^stimmter Ordnung aufeinanderfolgen. 

1) Wird die Summe einer arithmetiscben Progression bestimmt, wenn 
^^an den ersten und letzten Term und die Anzabl der Terme kennt. 

2) Wird die Sunune einer geometrischen Progression bestimmt. 

Im m. Problem behandelt Arnauld die Triangular- und Pyramidal- 
^ahlen. 

Wir finden eine Tafel derselben in Gestalt eines Recbtecks: 
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Es bandelt sicb darum, die Summe beliebig vieler Terme eines Bandes 
(einer Zeile) zn finden: Ex definitione ist es dasselbe, z. B. die Summe der 
10 ersten Triangnlarzablen oder die zebnte Pyramidalzahl anzugeben. Um 

dieselben zn finden, bat man den Ansatz — ; — - — r— • Arnauld sagt, dafs 

er die Begd MerfUr van einem sehr geschickten Manne habe (que je Hens 
d'un fori habile homme). Damit ist wieder Pascal gemeint; denn 
Pascal bat dieselbe gcfunden; sie wurde nacb Pascals Tod im „Triamgle 
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arithmdtiqu€*' Pascals im Jahre 1665 publiziert. Wir kdnnen hierfOr 
M. Cantors „Vorlesun^en*' Bd. 11 S. 751 verweisen. Wir braucben 
folgenden die von M. Cantor angewendet« Scbreibweise. 

Allgemein heifst die von Arnauld gegebene Begel fOr die Berecbnujo^ 
von (r)jr (JSTte Zelle der rten Zeile): 

M ^ K(K+ 1)(K+ 2)    (K+r-2) 
v)k 1 . 2 • 8 • . (r — 1) ' 

wahrend die Vorschrift im Triangle arUhmdtique lautet: 

(A ^ r(r + l )(r + 2) -.^ (r+g-2) 
v)k 1  2 . 8 ..- (iT— 1) 

Die Verscbiedenheit der beiden Vorscbriften ist erklart durcb das Gesetz 

Als ersten Satz tiber Triangularzablen giebt er in obiger Bezeicb> 
nungsweise: (%+(%_, = [(2) J«, 

nacb Arnaulds Begcl ist: 

\^)k = -T . 2~" ^^ ^^^if- 1 ~TT2"~ ' 
folglicb: 

also: 

(3)^+(3)^_i==^* 

in (r)j^ wird fttr r = 3 ja (r — l)j^=(2)j^, und bier wird speziell 
(2)„=J£', also: 

Die zweite Eigenscbaft dieser Zablreiben 
wird ea; definitione gefolgert. 

K K—l 

1 1 

also* 

(»-)x-W^-i = ('--l)r. 

Eine dritte Eigenscbaft bestebt darin, f&brt Arnauld fort, dais in 

obiger Reibe der natiirlicben Zablen jede ungerade Quadratzabl — 1, die 

durcb 8 teilbar ist, 8 sovielmal entbalt, als die kleinere H&lfte der Wurzel 

jener Quadratzabl durcb ibrc Triangularzabl Einbeiten angiebt; mit der 

[(2)^1 * — 1 

vorber angewendeten Bezeicbnung. = (S);^ , wenn K die Form 

bat 2 ;i + 1 [da (2) = K und (2)^ = k istj. 
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Der erste Satz fiber die Triangularzahlen (so genannt bei Arnauld, 
sonst gewdhnlich Triagonalzahlen) wird benfitzt, am die Suinme der m ersten 
Quadrate abzuleiten. Diese mufs die entsprechenden Triangularzahlen je 
z^weimal enthalten, aoTser der letzten, welcbe sie nur einmal enihftlt. So 
oxgiebt sich aus der allgemeinen Begel fOr die Bildung der mten Pyramidal- 
z&hl, welche die Suinme der m ersten Triangularzahlen darstellt: 

1« + 2« + 3» + . . . m« = 2"^^"^ + ^^^*^-i-^-^- - --^"^-^ ^^- . 

1 • 2 • 3 j 1*2 

ies l&fst sich schreiben: 

m{m + i) r2(w + 2) 



[m4-l)r 2(w + 2) -1 

1 . 2 L 3 -^ J ' 



J" ist aber gleich: 

(2w_+ 1)+ 3 2m + 1 , 

2m + 1 
Iglich der Ausdmck in der eckigen Klammer ^ — und die Summe 

mr m ersten Quadrate: 

1 « _L <)« _L It* J_ *M« = ^^'"^ + l) (2w + 1) 
1+2+3H m= 1 . 2^8 

Urn ans der Summe der ersten m nattlrlichen Zahlen die der ersten 
Quadrate abzuleiten, hat man die erstere — - — ^r— - mit dem Faktor 

1 • a 

HI + 1 

— ^ — zu multiplizieren. Auch die Ableitung der Summe der ersten 



Cuben wird von Arnauld mit Hilfe seiner Tafel gelehrt. 
Es ist: 

(3)^ - (%-i == [(2)J, 
*"^ [(3), + (3),_ ,] [(3), - (3),_ ,] = [(2),]» 

^^ [(3)J*-[(3),_xr = [(2U. 

• 

IMit Hilfe dieser Relation bestimmt Arnauld durch successive Substitution 
^er Cuben die Summe der ersten m Cuben. 

[(3)J'=[(2)J»+|(3)„_J» 
r(3)„_J'=[(2)„_.]' + [(3)„_,]'' 
[(3)„_,]» = [(2)„_,]*+[(3)„._,]' 

[(3),]« = [(2),]» + [(3)J> 
[(3)i]* = [(2),]' + [(3),]*, 
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Oder, da allgemein [(2) J* = JST* ist, anfsteigend: 

l. + 2» + 3» + ...(m-l)» + m» = [(3)J« = [^!^^^]* 

[in der gebrauchlicheren Form -jwi'(wt + 1)*]; bierans folgt: 

1« + 2» + 3» H m» = [1 + 2 + 3 . . .m] [1 + 2 + 3 • . . m]. 

A maul d giebt das spezielle Beispiel m = 6, die Triangolarzahl von 
m schreibt er wi, also: 

6» j6' [4* '3* |2' [1 
6» = !+ + + 1+ + + 

* I* I* lik !• I 

5« = (4«=(3*=[2* = |l*=|0. 

Urn die Triangularzahl einer beliebigen Zahl zu finden, giebt Arnauld 
folgende Regeln: l) wenn die nattirliche Zahl ungerade ist, multipliziere 
man sie mit ihrer grSlseren Halfte; wenn sie also die Form hat (2n -f- 1), 
so ist: 

2M^l = (2n + 1) (n + 1) = (^'^ + j^.f + '> . 



2) ftii* eine gerade nehme man die H&lfte und multipliziere damit die ur- 
sprongliche, zu der man 1 addiert hat, d. h. 

«r /o I ^N 2n(2n+l) 

2« = n(2« + 1) = — \.Z 

im Einklang mit der allgemeinen Kegel. 

Wir kehren zur ersten Ausgabe von 1667 zurtlck. Mit dem V. Bnche 
beginnt die eigentliche Elementargeometrie; wie schon die ersten Wort€ 
anzeigen: ,yNous avons parlS jmque icy de la grandeur en g4n6ral, U fatU 
maintenant descendre d se$ especes", Jede Grfifse ist entweder conHniie 
(stetig) wie Zeit, Bewegung, Kaum, oder unstetig wie die Zahl. Letztere 
Auffassung ist insofem bei Arnauld konsequent, weil er unter den Zahlen 
nur rationale versteht, die ja kein Continuum bilden. 

Das Kontinuierliche ist entweder ein aufeinander Folgendes (mccessive) 
oder ein nebeneinander Beharrendes (^perm(mente\ wie der Baum. Durch 
Abstraktion gelangt man zu Gebilden von weniger als drei Dimensionen. 
Man gelangt zu den surfaces, diese unterscheiden sich in surfaces caurbes 
und surfaces plates = pla/ns (Ebenen). Man gelangt weiter zu den Ugnes 
courbes und lignes droites. Der Punkt wird als Grenze der Geraden defi- 
niert; er ist unteilbar (indivisible), Ebenso ist die Linie Grenze der Flftche, 
und die Flftche Grenze des KSrpers. 

Der Begriff der Ebene und der Geraden erscheint Arnauld als durch 
nattlrliche Anschauung gewonnen so einfach, dafs man ihn nur verdunkeln 
wlirde, wollte man eine Definition geben; man braucht sich dafOr nur auf 
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das normale Bewufstsein zu berufen. (,J^ou$ n'avons point defini la ligne 
draU^, parce que Vidie en est trh claire d'eUe m6me, et que tons les hommes 
can^vent la mSme chose par ce motJ") Man kann aber gewisse Eigon- 
schaften, welcbe in jener Anscbauocg entbalten sind, erklarend anfubren, 
z. B. Arcbimeds Axiom, dafs die Gerade die kdrzeste Entfemung zweier 
Punkte sei. Als 11. Axiom wird die Bestimmtbeit einer und nnr einer 
Gcraden dnrcb zwei Pimkte angefCLbrt. \ Als Axiom m bedinge die Ein- 
facbbeit der geraden Linie ibre onendlicbe Yerlangerbarkeit. 

Im Axiom lY wird festgestellt, dafs zwei Gerade ganz zusammenfallen, 
wenn sie eine Strecke gemein baben. 

Axiom Y: Zwei Gerade scbneiden sicb in einem und nur einem Punkte. 

Das YI. Axiom fftUt seinem Inbalt nacb mit der berdcbtigten fUnffcen 
Fordenmg Euklids zusammen: „T)eux lignes droites qui estant prolongies vers 
un meme costi s'approchent peu d peu se couperont d la fin," Am a aid 
fftgt binzu: „Eu elide prend cette proposition pour un principe et avec raison: 
car eUe a assez de clart^ pour s'en contenitr et ce seroit perdre de temps 
inutUement que de se rompre la tSte pour la prouver par un long circuit." 
Die Nutzlosigkeit der Beweisversucbe bat also Arnauld klar durcbscbaut, 
aber von der Geltung der Fordenmg ist er tlberzeugt. 

Im zweiten Abscbnitt dieses Bucbes wird die Entstebung der Kreislinie 
durcb Drehung (Bewegung) einer Strecke um den einen festen Endpunkt 
definiert 

Daraus fliefst sofort die Eigenscbaft eines Kreises von einer „€ntiere 
uniformiti" (von einer vollstandigen Gleicbfbrmigkeit, d. b. von flberall 
gleicber Krtkmmung zu sein), woraus viele Eigenscbaften des Kreises obne 
weiteres folgen, z. B. Bogen fiber gleicb langen Sebnen desselben Kreises 
sind gleicb. 

Der dritte Abscbnitt bandolt von den Senkrecbten. Wenn eine Gerade 
eine andere so scbneidet, dafs sie gegen die eine Seite der zweiten (inbezug 
auf den Scbnittpunkt) sicb nicbt mebr neigt als gegen deren andere Seite, 
so soUen die zwei Geraden senkrecbt zu einander beifsen {perpendiculaires 
I'une d Vaut/re). 

Man darf Neigung (ohliquii/) nicbt mit Krftmmung (curvit^ ver- 
weebseln, erstere bSngt von der Lage, lotztere von der Natur dor Linie ab. 

Eine genauere Definition der Senkrecbten, welcbe bier wiedcrbolt wird, 
baben wir scbon iii Arnaulds LogiJc kennen gelemt. Namlicb: wo zwei 
Punkte einer Geraden von zwei festen Punkten einer zweiten Geraden je 
gleicben Abstand besitzen, liaben alle Pxmkte der erstoren diese Eigenscbaft. 
Er legt grofses Gewicbt auf diese Definition, da sie einen wesentlicben 
Bestandteil bilde f&r die natiirlicbe Ordnung der S&tze; dcnn obne dieselbe 
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mtLfste man Winkel beizieben, und diese werden als flacbenhafte Gebilde 
erst viel spater eingefabrt. 

Alle Geometer sind von der Evidenz dieses Satzes tiberzeugt. Die 
Bestimmtheit einer Geraden durcb zwei ibrer Punkte ist ftbr A ma aid 
auTser jedem Zweifel; woUte man zum Beweise jenes Satzes Dreiecke beran- 
zieben, so wiirde man die Eigenscbaften von Linien durcb kompliziertere 
flacbenbafte Gebilde zu beweisen sucben, was wieder ein grober Verstofs 
gegen einen natiirlicben Aufbau wftre: ,JSoit done de justice ou de grace, 
nous demandons qu'on nous accorde cette proposition, qui donne un moyen 
irbs facile de demonstrer les Problemes suivans sans se servir des triangles 
comme fait Eu elide.*' 

Es folgen die Anfgaben: 

1) Von einem Punkte auTserbalb auf eine Gerade ein Perpendikel 
zu f&llen. 

2) in einem Punkte einer Geraden eine Senkrecbte auf derselben zu 
erricbten, 

3) eine gegebene Strecke zu b&lften, 

die alle mit Hilfe von Kreisbogen gelost werden. 

I. Tbeorem: Die Senkrecbte ist die klirzeste von alien Geraden, die 
von einem Punkte nacb einer Geraden bin gezogen werden kdnnen. 

n. Tbeorem: Aus einem Punkte kann man nur ein Lot auf eine Gerade 
f9.11en und in einem Punkte einer Geraden nur eine Senkrecbte auf ihr er- 
ricbten. 

Das I. Tbeorem wird durcb Verlangerung der Senkrecbten aus dem 
gegebenen Punkte um sicb selbst nacb der andem Seite der Geraden unter 
Zubilfenabme einer beliebigen scbiefen Transversalstrecke nacb der gegebenen 
Geraden bin und Yerbindung des Scbnittpunktes mit dem andem Endpunkt 
der Senkrecbten auf Grund des Arcbimediscben Prinzips bewiesen. Der 
Beweis des zweiten Satzes ist indirekt. 

Die Senkrecbte ist also das natiirlicbe Mafs des Abstandes eines Punktes 
von einer Geraden. Aus dem zweiten Tbeorem wird die Folgerung ge- 
zogen, dafs zwei Gerade, welcbe auf derselben Geraden senkrecht sind, 
keinen Punkt gemein baben kdnnen, da es sonst einen Punkt geben . w^rde, 
von dem sicb zwei Senkrecbte auf eine Gerade fallen lieHsen. 

Ziebt man von einem Punkte auTserbalb eine beliebige Scbnittgerade 
(oblique) gegen eine andere Gerade, so fftllt das aus jenem Punkte berab- 
gelassene Lot auf die Seite der zweiten Geraden, gegen welcbe die scbiefe 
Scbnittgerade (oblique — inbezug auf deren Scbnittpunkt) geneigt ist. 
Andemfalls wftre die Senkrecbte und das Lot nicbt mebr ideniisch, sondem 
dieses a fortiori oblique. 
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m. Theorem: Die onbegrenzte Senkrechte, welche den Abstand zweier 
Punkte halbiert, ist der Ort aller Punkte der Ebene, welche von jenen 
beiden Punkten gleiche Abst&ade besitzen. 

Der yierte Abschnitt ist ilberschrieben: ,J)e$ li^es droUtes obliques". 

Unter oblique versteht Arnauld jede Gerade, welche eine andere 
schneidet, aufser der senkrechten. 

Urn ohne Hilfe yon Winkeln die Lftnge einer oblique zu beurteilen, 
d. h. die Strecke zwischen dem Punkte, den sie mit der Senkrechten gemein 
hat, and ihrem Schnittpunkt mit der Geraden, gegen welche sie „obUqu€!" 
ist, nennt Arnaald l) jene Lange „oblique'* schlechthin (d. h. die Hypotenuse 
unseres entstehenden rechtwinkligen Dreiecks); 

2) die Eathete, welche mit der geschnittenen Geraden zusanmienf&llt: 
„^loign€ment du perpendictdel" \ die andere Eathete heifst ,fperpendiciUaire". 

Nun helGst sein Satz (in modemer Aussprache): Die „oblique8" ernes 
BCLschels, welcher eine gegebene Gerade aus einem Punkte projiziert, sind 
urn so ISnger, je gr^^fser das „^loigneinent du perpendiculef' ist. 

Auch dieser Satz wird mit Hilfe eines gebrochenen Linienzugs nach 
dem Archimedischen Axiom bewiesen, indem die Senkrechte um sich selbst 
yerl&ngert wird. 

Sieht man aber die geschnittene (projizierte Gerade) als Senkrechte 
an (d. h. dreht man die Figur um 90^), so ergiebt sich, dafs unter den 
obliques, die durch einen Punkt einer Geraden hindurchgehen, diejenige die 
l&ngste ist, welche die grQfste ,jperpendicula%re^* besitzt. 

Die Eongruenzsatze am rechtwinkligen Dreieck: 

Die Gleichheit 1) der Hypotenusen und einer Eathete; 

2) der beiden Eatheten 
bedingen die Gleichheit der dritten Seite^ werden so ausgesprochen: „Des 
trois Ugnes que nous avons dit se devoir considerer dans les lignes obliques: 
la perpendiculaire, Viloignement du perpendicule, et V oblique mSme, deux ne 
peuveni estre Sgales que la troisiinx^ ne le soU aussy" Die Beweise werden 
aber nicht durch ,,zur Deckung bringen" gefOhrt. Arnauld nennt dies 
„une preuve grossiere et materieiUef*. 

ALb GoroUar: Es ist unmSglich, dafs ein Punkt von drei Punkten 
einer Geraden gleichen Abstand besitze. 

Es werden weiter die Falle untersucht, wenn nur Gleichheit in einem 
Bestunmongsstilcke herrscht. 

Als letztes Theorem dieses Buches erscheint mit den Bezeichnungen 
obliques u. s. w. der Satz, dafs in kongruenten schiefwinkligen Dreiecken 
die H5hen gleich sind. 

Es ist Arnauld also gelungen, mit Hilfe der Axiome und gewfthlten 
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Bezeichnnngen diese Sfttze ohne Hilfe yon Winkeln tmd Dreiecken, die bei 
ihm immer als begrenztes Stuck einer Ebene gelten, wie wir vorgreifend 
bemerken („0n appeUe figure dans ces eUmens de G4omitne une surface 
plaUe iermmie de ious costeg" Anfang yon Bach XII) abznleiten, ans- 
zusprecben nnd zu beweisen. 

Bnch VT ist den Parallelen gewidmet: Des lignes paraUdes. Die 
Parallelen konnen auf zwei Arten deiiniert werden. 1) negatiy: Es sind 
Gerade (dafs sie in einer Ebene liegen, wnrde schon im Y. Buche yorans- 
gesetzt: „Lors que Von compare plusieurs lignes ensemble, on les suppose 
toujour s dans ces dSmens comme estant posies, ou dicrUes sur un mSme 
plan c'est d dire sur une mime super fide platef', und dadurch Arnaulds 
Nouveaux Elimens als Planimetrie gekennzeichnet), die bis ins Unendliche 
yerl^ngert sich nie schneiden; 2) positiy: Parallel beilsen Gerade, die 
iiberall denselben Abstand besitzen. Die erste Definition, die negatiye, nennt 
A man Id eine notwendige Folge der positiven. Dafs die positiy e Definition 
die unendliche Verlangerbarkeit inyolyiert, wird yon Arnauld atf^rucklich 
heryorgehoben. 

Die drei Fnndamentalsatze ^ber Parallelen lauten: 

1) Wenn zwei Gerade dnrch eine dritte geschnitten werden, welche 
anf beiden zugleich senkrecht ist, so sind alle Punkte der geschnittenen 
einen gleichweit yon der andem entfemt und umgekehrt. 

2) Wenn zwei Punkte einer Geraden gleichen Abstand besitzen yon 
einer anderen Geraden, so sind alle Punkte einer jeden gleichweit entfemt 
yon der andem Geraden. 

3) Zwei Strecken, welche zwischen zwei Geraden liegen, kdnnen unter 
der Bedingung, dafs sie sich nicht kreuzen, nur dann gleich und je eine 
auf je einer der begrenzenden Geraden senkrecht sein, wenn alle beide auf 
beiden einschliefsenden (begrenzenden) Geraden senkrecht sind. 

Corollare: 1) Die Umkehrung der positiyen Definition (alle Lote 
zwischen Parallelen sind gleichlang). 2) Transyersalen beliebiger Steigung 
(les obliques entre paraUeles) sind l&nger als das Lot. Zum Beweise dieser 
Satze schickt Arnauld acht Lemmen yoran: 

1) Wenn die Geraden x und e yon einer andem geschnitten werden, 
welche zu x senkrecht, zu z aber schief ist, so sind alle andem auf x 
Senkrechten ebenfalls schief zu z und umgekehrt. 

2) Die beiden Geraden m6gen wieder yon einer zu x Senkrechten, zu 
z Schiefen geschnitten werden, so sind alle andem fthnlichen Transyersalen 
(JL zu X und schief zu z) ungleichlang. 

3) Jede zu x Senkrechte (zu z Schiefe) und jede zu z Senkrechte (zu 
X Schiefe) sind, wenn sie innerhalb x xmd z keinen Punkt gemein haben, 
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wechselseitig verglichen ongleich lang (n&mlich die Streckeu innerhalb x 
and iT, und diese yersteht Arnauld iinmer unter den Transversalen). 

4) Falst die beiden vorhergehenden Hilfssatze in einen zosammen: 
Zwei scwischen zwei Geraden liegende Strecken, von denen je eine auf einer 
beliebigen jener beiden Geraden senkrecht ist and die sich nicht kreuzen, 
kOnnen nor dann gleich sein, wenn beide anf beiden Geraden zugleich 
senkrecht sind. 

5) Wenn eine Transyersalstrecke senkrecht ist zn beiden Geraden, so 
ist jedes Lot, das yon einem Ponkte der einen Geraden auf die andere 
gef&llt wird, gleich jener ersteren Senkrechten, und folglich sind die Lote 
nnter einander gleich. 

Der Beweis yrird indirekt mit EUlfe des Satzes, dafs aas einem Ponkte 
nor eine Senkrechte gef&llt werden kann, gefilhrt. 

6) Wenn eine Gerade senkrecht ist zu zwei andem, so sind alle Ge- 
raden, welche zn der einen senkrecht sind, zu beiden senkrecht, denn gUbe 
es auch nor eine, welche senkrecht wftre zur einen und schief zur andem 
Geraden, so mtLflsten nach dem 1. Lemma auch alle andem zur einen senk- 
recht, schief zur andem sein, was der Voraussetzung widerspricht. 

7) Die Ponkte einer Geraden sind yon einer zweiten entweder alle 
gleich weit entfemt oder alle ungleich weit. 

8) Die Punkte zweier sich schneidender Geraden sind — alle der 
einen — ongleich weit entfemt yon der andem, ond die ktirzesten Ab- 
stftnde sind die in der Nfthe des Schnittpunkts. 

An die genannten Haopts&tze schliefst sich die Aufgabe: Dorch einen 
Punkt eine Parallele zo einer gegebenen Geraden zo konstroieren; sie wird 
yon Arnauld aof drei Arten in Angriff genommen. Zoletzt niit Hilfe der 
inneren Wechselwinkel an einer beliebigen yon dem Ponkt aosgehenden 
Transyersalen. Die Aossprache ist aber eine andere, da Arnaold den 
Winkel ja Hberhaupt noch nicht eingefOhrt bai Er begrtLndet seine Losung 
dorch den frflher abgeleiteten, im Anschlufs an Euklid hier ausgesprochencn 
Satz, dafs in kongroenten Dreiecken die H5hen gleich sind. Den SchluiJs 
des YL Boches bilden dreizehn weitere Satze iiber Parallelen. Z. B. durch 
einen Ponkt kann zu einer gegebenen Geraden nur eine Parallele golegt 
werden; gleich geneigte Transyersalstrecken zwischen Parallelen sind ein- 
ander gleich und die am starksten geneigten sind die langsten. Gleich 
geneigte nach derselben Seite (der Ebene) sind selbst parallel. 

Die Abschnitte gleich geneigter Transversalstrecken auf den Parallelen 
Bind gleich. Ungleich geneigte Transversalstrecken zwischen Parallelen 
kdnnen nioht gleich lang sein. 

Hier wird das Parallelogramm eingefUhrt durcb den Satz: „Qiuitre 
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lignes ne se joignant qu'aux eodr^mitez, si les apposSes sani 4gdles eUes sant 
paraUdes" 

Der elfbe Satz lautet: Wenn eine Gerade zwei andere schief scbneidet 
und gegen beide nach derselben Seite (der Ebeue) geneigt ist, so sind alle 
zur Schnittgeraden parallelen Transversalstrecken zwiscben jenen beiden 
Geraden ungleicb lang. 

1. Corollar: Zwei derart gescbnittene Gerade kdnnen nie parallel sein. 

2. Da sie sich nacb der Seite, nach welcher die dritte schneidende 
Gerade geneigt ist, annahem, so werden sie sich, unbegrenzt yerl&ngert, 
endlicb einmal scbneiden (V, 11). 

Der Gedankengang zum n&chsten VII. Bucb kntipfk an die Begrenzung 
der Transversalen durcb die Parallelen an, das VIE. Bucb fObrt also die 
Bezeichnung: Des lignes terminSes d tme circonference, 

Es sind: 1) Sebnen, 

2) Sekanten (secantes interieurs et exterieurs)^ 

3) Tangenten. 

Dazu kommt ein vierter Abscbnitt vom Parallelismus von Kreislinien. Ar- 
nauld verstebt darunter konzentriscbe Kreise. 

I. Von den Sebnen. 

1. Satz: Eine Gerade, die eine Sebne scbneidet, kann drei Lagen haben, 
die sicb auszeicbnen: 

1) senkrecbt sein zur Sebne, 

2) die Sebne balfben, 

3) durcb den Kreismittelpunkt geben. 
Zwei dieser Eigenscbaften bedingen die dritte. 

Wenn z. B. die beiden ersten Eigenscbaften erfCQlt sind, entb&lt die 
Mittelsenkrecbte alle Punkte, welcbe von den Endpunkten der Sebne gleicben 
Abstand besitzen, das Centrum des Kreises ist aber ein solcber Punkt. 

1. Corollar: Ein Kreis ist durcb drei Punkte oder durcb einen Punkt 
und das Centrum vollstandig bestimmt (natUrlicb dtbrfen jene drei Punkte 
nicbt in einer Geraden liegen). 

2. Corollar: Haben zwei Kreise drei Punkte gemein, so fallen sie 
ganz zusammen ; denn sie baben dann das Centrum und einen Radius gemein. 

3. Corollar: Drei Kreise k5nnen sicb nicbt in mebr als zwei Pnnkten 
scbneiden. 

2. Satz: Eine Mittelsenkrecbte einer Sebne b&lftet aucb die beiden 
Bogen, welcbe die Sebne stiitzt; denn sie entbalt alle Punkte, welcbe von 
den Endpunkten der Sebne gleicbe Abstande besitzen; da diese Abstande 
aber wieder Sebnen sind fiir die beiden Durcbscbnittspunkte der Mittel- 
senkrecbten mit dem Kreis, und gleicbe Sebnen gleicbe Bogen st&tzen im 
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gleichen Ereise, so sind die von der ursprtlnglichen Sehne gestdtzten beiden 
Bogen beide durch die Mittelsenkrechte jener Sehne gehalftet. 

Das dritte Theorem giebt die Umkehmng des zweiten. 

4. Theorem: Gleich weit vom Centrum abstehende Sehnen in gleichen 
Kreisen sind gleich und umgekehrt. 

An sich ist das klar fOr Durchmesser, da sie alle dem Centrum gleich 
nahe sind, d. h. durch dasselbe gehen. 

Auch ist ein Durchmesser grSfser als eine andere Sehne, wie aus dem 
Archimedischen Prinzip folgt, wenn man die Endpunkte der Nichtdurchmesser- 
sehne mit dem Centrum verbindet. 

6. Theorem: In gleichen Kreisen sttltzt die grSfsere Sehne den grSfseren 
Bogen; denn tr&gt man die kleinere Sehne in den Kreis parallel zur grSfseren 
ein, so kdnnen die beiden sich nie schneiden, also liegt der kleinere Bogen 
ganz im grdfseren. 

Es folgt die Definition des Sinus, fiir Bogen < y , sowie des Sinus 

versus an der Figur. Eine zweite Definition ist: Der Sinus ist die HSlfte 
des Sehne des doppelten Bogens. 

6. Theorem: Bogen gleichen Sinus sind gleich. 

7. Die Gleichheit zwoier Sinus bedingt die Gleichheit ihrer Sinus 
versus. Die gr^fseren Sinus geben die gr^fseren Sinus versus. 

Die Definition des Sinus wird in einem Avertissement auf Bogen 
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> a > — atisgedehnt. Denn das Complement (heute Supplement) eines 



solchen Bogens wrrd dann durch den Sinus gemessen. Der Bogen aber ist 
der grOfsere, welcher das kleinere Complement hat. 

8. Theorem: Hat man ein System konzentrischer Kreise und zieht vom 
Centrum aus unbegrenzte Radien, so stehen die zwischen zweien liegenden 
Bogen aller Kreise, ein jeder zur ganzen Peripherie, der er angeh5rt, im 
gleichen Verh&ltnis. Zwei derartige Bogen heifisen ^^oportianelkment ^gauaf', 
oder schlechthin ,yigavtaf\ wfthrend gleiche Bogen gleicher GrSfse ^yimd- 
igauaf' genannt werden. Anschliefsend wird die 
Sexagesimalteilung des Kreises gelehrt. 

Be we is: Die aliquoten Teile von BD seien 
X genannt; zieht man nach den Teilpunkten 
Badien, so wird, behaupte ich, auch hd m „ali' 
quotes pareUleg" durch diese Radien geteilt. Es 
genflgt, zwei x zu betrachten, BF und FG. 
Zieht man cF und cG, so mufs also hf=fg 
sein. Denn fllllt man von F ein Lot auf Be 
und ebenso auf (?c, so sind die Lote Fp und yig. 3. 
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Fq Sinus gleicher Bogen, also gleich, und die Sinus versus Bp und Gq 
sind es ebenfalls, also auch pb = qg. Folglich auch Fh «= Fg als „oWt- 
gwes", deren ,perpendiculaires'* iind „€loigfwm€n$ du perpendicule" gleich 
sind. Also giebt es auf Fc zwei Punkte F und c, die gleichen Abstand 
Yon den Endpunkten der Sehne bg besitzen, also ist Fc Mittelsenkrechte 
Yon Sehne bg und hftlftet den Bogen bg^ den die Sehne bg st&tzt. Das- 
selbe kanh man natCLrlich jetzt fur alle aliquotes von BD und bd beweisen, 
indem man ein nachstes x hinzunimmt; es also mit einem der beiden, fOr 
die der Beweis schon gefiihrt wurde, kombiniert. Wenn also X das Mais 
bedeutet, mit dem man die grdlisere Kreisperipherie milst, und dieses mit 
oder ohne Best so imd so oft in der grdlseren Kreisperipherie aufgeht, so 
ergiebt sich, nachdem die Kadien nach den Teilpunkten gezogen sind, ein x 
als ,/iliquote pareille^' der kleineren Kreisperipherie, und nach der Definition 
der proportionalen Gr5fsen ist 

BD grOfserer Ereismnfang 

bd kleineren Kreisumfang 

9. Theorem: Wenn die Kreise, deren Bogen proportional gleich sind, 
verschieden grols sind, so sttitzt sich im grdfseren Kreis der Bogen auf 
die grfilsere Sehne. 

Das zehnte und letzte Theorem lautet im ersten Abschnitt des 
Vn. Buches: 

Die Sehnen in demselben Kreise wachsen durchaus^ nicht proportional 
den Bogen, sondem die grofsten Bogens (immer < jt gedacht) haben ver- 
haltnismafsig kleinere Sehnen als die kleinsten Bogen. 

Der Beweis ist sehr leicht. Halbiert man einen Bogen, so ist die 
Summe der Sehnen der halben Bogen grQfser als die Sehne des ganzen 
Bogens (nach dem Axiom Archimeds). Also ist die H&lfte der Sehne 
des ganzen Bogens kleiner als die Sehne des halben Bogens. 

Auf den mm folgenden Zusatz glauben wir besonders aufimerksam 
machen zu mtlssen, weil er den Satz enthalt, den man heute zu schreiben 
pflegt: Die Differenz eines unendlich kleinen Bogens imd seiner Sehne ist 
unendlich klein dritter Ordnung (allgemein). 

Sein Wortlaut ist bei Arnauld: 

De Id U s'ensuit que plus les arcs sont grands, plus la difference est 
grande entre la longeur de Varc et ceUe de la corde, et qu'au contraire plus 
les arcs sont petits plus cette difference diminue. Be sorte qu'on peut 
prendre un si petit arc que cette difference sera plus petite que 
quelque ligne qu'on ait donn4e (kleiner als jede, noch so kleine, be- 
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liebig vorgegebene Strecke), Mn fUr diese frUhe Zdt aufserst sch&ner und 
praeiser Ausdruck fUr den Grenziibergang!^) 

Der zweite Abschnitt von Buch VII behandelt die Sekanten. Die 
Sekante eines Btischels k, die durcb das Centrom c gebt — Arnauld 
nennt sie immer kg — , ist die llUigste, wie mit Hilfe des Arcbimedischen 
Prinzips gezeigt wird, nacbdem der betreffende Hilfsradius gezogen wurde. 
Die kOrzeste ist kf, d. b. der iLuTsere Abscbnitt jener langsten; dafs Ar- 
nauld diesen Abscbnitt als besondere Sekante des Bfiscbcls rechnet, kommt 
daher, daHs er den Mittelpunkt des Biiscbels aucb innerbalb des Kreises 
liegend zal&fist (secantes vnteriewres), 

3. Satz: Werden von k aus Sekanten nach Pnnkten bin gezogen, 
welcbe von f oder g gleicb weit entfemt sind, so sind diese Sekanten 
gleicb lang. 

4. Satz: £in Ereis mit dem Mittelpunkt k und dem Radius kf^ sowie 
ein Ejpeis mit dem Radius kg und dem Mittelpunkt k beriibren den ur- 
sprQnglicben Ereis (Centrum c, Radius eg) in einem Punkte, obne ibn zu 
scbneiden. 

7. Tbeorem: Ein Kreis (*, Radius kx^ wobei kf<ikx<,kg) scbneidet 
den Ejreis (c, Radius cg)^ innerbalb dessen k liegt, in zwei von f und g 
gleicb weit abstebenden Punkten X, a;, der Bogen Xx des ursprUnglicben 
Kreises, dessen Mitte g ist, liegt auTserbalb des Kreises (A;, Radius kx), 

Dieser Abscbnitt scbliefst mit dem CoroUar: Die binreicbende und 
notwendige Bedingung dafur, dafs man von einem Punkte k drei gleicb 
lange innere Sekanten zieben kann, ist, dafs k mit dem Centrum c des 
Kreises znsammenf ftllt. % 

Der dritte Abscbnitt von Vil bescb&ftigt sicb mit den Tangenten. 

Jede Senkrecbte im Endpunkt eines Radius ist Kreistangente. Dieser 
Endpunkt ist BerCLbrungspunkt (point de Vattoucfiement). 

2. Satz: Zwiscben der Peripbcrie und Tangcnte kann man keine Gerade 
durcblegen; dagegen eine unendlicbe Anzabl von Kreisen, welcbe nur den 
BertLhrongspunkt gemein baben. Heifeen die Punkte des Beriibrungs- 
radius cf alle a;, so ist jeder Kreis vom Centrum x und Radius xf zu 
jenen gebdrig. An dieser Stelle ist fOr uns bemerkenswert die Bezeicbnungs- 
weise der Punkte einer Geraden durcb denselben Bucbstaben, welcbe sicb 
auch bei Pascal findet. 

Daran scblieisen sicb die Aufgaben: In einem gegebenen Peripberie- 



1) Eine &bnlicb scbarfe (nocb frubere) Definition der Grenze findet sicb nacb 
der Bemerkong yon I. Timscbenko in der Btbl Mathem. 1900 S. 611 bei Gre- 
goriuB ▼. St. Vicentius (1647). 

Abh. B. Qmch. d. math. Wiasensch. XIY. 18 
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pnnkte die Tangente zu konstruieren und von eiuem Punkte attfserhalb 
Tangenten an den Kreis zu legen. Arnauld legt fiir die L5sang der 
letzteren einen zum gegebenen konzentrischen Kreis durch den gegebenen 
Punkt kj legt ferner im Durchschnittspunkt f von kc und dem gegebenen 
Kreis c die Tangente mn an den gegebenen. Dann ti^gt er den Bogen 
des Hilfskreises tnh tiber dieser Tangente mn von k aus nach beiden Seiten 
ab auf dem Hilfskreise und behauptet, kb und kd seien die verlangten 
Tangenten. 

Er begrftndet sein Verfabren so: Da Bogen mn = 6A; = kdj so ist 
auch Sebne mn = kd = kh. Also sind die beiden Sehnen kb und kd 

um den Radius cf von c entfemt. Zugleich ist 
aber dieser Radius _L zu ibnen (d. b. seine 
L&nge), da er sonst nicbt ihren Abstand von c 
messen wfb*de. Also sind kb and kd Tangenten 
des gegebenen Kreises. Sie bertlbren ibn in den 
Scbnittpunkten mit den Badien cm und en des 
Hilfskreises. Denn da A; den Bogen mn b&lftet, 
so balftet aucb m den Bogen kb und n den 
Bogen kdy also Radius mc J^ za kb und zwar 
yj" ^ mittelsenkrecht^ wenn also h der Durchscbnitts- 

punkt Yon kb und mc ist, so mufs h auch der 
FuTspunkt des Radius ch des urspriinglichen Kreises sein, denn aus c l&fst 
sicb nur eine Senkrechte auf kb fallen. 

Aus dieser Konstruktion folgt, dafs man zwei und nur zwei Tangenten 
von k aus an^den Kreis legen kann; zugleich sind die Abschnitte bis znm 
BerOhrungspunkt als HUlften gleicher Sehnen gleichlang. 

Der letzte Abschnitt dieses Buches ist betitelt: Des cireanferences pa- 
raUeles. 

Der Abstand eines Punktes von einem Kreise wird durch die ktlrzeste 
Linie gemessen, die von ibm aus nach dem Kreise gezogen werden kann. 
Ihre Veriangerung geht stets durch (fen Kreismittelpunkt. 

Ferner ist eine Gerade senkrecht zu einem Kreise, wenn sie auf der 
Tangente des Schnittpunktes mit dem Kreise JL ist. 

I. Theorem: Zwei konzentrische Kreise sind parallel. Sind zwei Kreise 
nicht konzentrisch, so ist nur die Gerade, welche beider Centren verbindet, 
senkrecht zu jedem der beiden Kreise. 

Auf dieser Geraden liegt der grSfste und der kleinste Abstand der 
beiden Kreise. 

Wenn zwei Punkte des einen Kreises gleich weit abstehen von einem 
Endpunkte seines Durchmessers, der durch das Centrum des andem geht, 
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so sind sie (jene Ponkte) auch gleich weit entfemt von der Peripherie des 
letzteren Ereises. 

Daraus ergeben sich drei bemerkenswerte Unterschicde des Parallelis- 
mus Yon Ereisen und Geraden. 

1) Das negative Merkmal, bei Geraden sich niemals za schneiden, ist 
ftbr den Parallelismus von Kreisen nicht ausreichend. 

2) Zwei Gerade sind parallel, wenn sie eine gemeinsame Senkrechte 
besitzen, dagegen giebt es zwischen den beiden Kreisen zwei Strecken, 
welche za beiden senkrecht sind, ohne den Parallelismus der Kreise herbei- 
zoflOiren; dieser ist erst bedingt durch drei solcher senkrechten zwischen- 
liegenden Strecken. 

3) W&hrend zwei sich nicht kreozende Gerade parallel sind, wenn 
zwei Pnnkte der einen gleichen Abstand besitzen von der andem, bedarf 
es bierzu bei zwei Ereisen dreier solcher Punkte, w&hrend unendlich viele 
Ponkte paarweise gleichen Abstand vom andem Kreise zeigen kOnnen. 

Wir gehen zmn Vm. Buche fiber: Des Angles RecUHgnes, 

Wir haben Amaulds Definition des Winkels oder besser seines Winkel- 
raumes schon in der Eoklidkritik seiner Logik kennen gelemt. Der Winkel 
iflt ihm wesentlich eine fl&chenhafte Grdfse (tenant qudque chose de sur- 
face). Die Winkelschenkel heifsen „C08tesf\ Die Verbindungslinie derselben 
in zwei Pnnkten heilist «^ hasef* oder ,JUi sontenanie de VangUf*. Heifst 
die Basis spezieU carde, so versteht man daronter eine Basis, die gleiche 
Winkelschenkel abgrenzt. Ist die Basis J_ auf dem einen Winkelschenkel, 
80 ist sie Sinus des Winkels. 

Der Bogen, der den Winkel mifst, ftihrt die Bezeichnung ,ii'arc que 
comprend VangUf'. Der Fundamentalsatz dber das Mafs des Winkels lantet: 
Alle Bogen zwischen den Schenkeln, dcren Centrum mit dem Scheitel 
{sommei) zosanmienfallt, bestimmen dieselbe Winkelgrofse (da sie propor- 
tional sind, d. h. zu den zugehdrigen Peripherien sich gleich verhalten). 

Der rechte Winkel wird stets durch die H&lfte des Ualbkreises ge- 
messen, also ist sein Complement ihm gloich. 

Jede Senkrechte erzougt zwei rechte Winkel, donn sie halftet den 
HalbkreiSi dessen Mittelpunkt ihr FuTspunkt ist. 

Es folgt die Definition des spitzen und stumpfen Winkels. Die- 
selben werden durch die ^obliques** gebildet, jetzt gleichsam an ihnen 
entdeckt 

Scheitelwinkel {opposds au sommet) sind einander gleich. 

Da man hier die L&nge knunmer Linien nicht kennt, mufs man oft 

za andem WinkelmaTseu greifen, aber immer mit Bezug auf den Bogen, 

welcher das einzige natilrliche Winkelmafs ist. 

18* 
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L Die Sehne; ein durch sie begrenzter Winkel heifst isoscde (heute 
der der Basis gegentlberliegende im gleichscbenkligen Dreieck). 
Zwei von den Gleicbbeiten: 

1) Gleicbheit der Schenkel {eqmlateres entr'eux) 

2) Gleicbheit der Sebnen (isocordes) 

3) Gleicbbeit der Winkel selbst 
bedingen die dritte. 

1st nur l) erfiillt, so liegt der grofseren Sebne der grSlisere Winkel 
gegentiber u. s. w. 

n. Der Sinus als Winkelmaijs. Wir begegnen hier den Bezeichnimgen 
tJSinus eines Bogens** und ,yAntismus** (ist die Differenz zwischen Radius 
und Sinus versus), d. b. der beutige Cosinus im Einbeitskreis. 

Gleicbbeit des Winkelradius (d. b. der Hypotenuse) und des Sinus 
bedingen die des Antisinus; iiberbaupt zwei der Gleicbbeiten: 

1) L'4gdlit4 des rayons, 

2) U6gdl%U des sinus, 

3) L*4gaUt6 des angles mimes 
bedingen die dritte. 

Ein weiterer Abscbnitt bandelt von den Winkeln zwiscben Parallelen. 

Hier wird der Sinus mit dem Lot identifiziert zwiscben den Parallelen. 

Hier tritt zum ersten Male der Ausdruck Parallelraum auf {espa^^e 
parailele) fiir zwei Parallelen und den zwiscben ibnen liegenden Sti*eifen 
der Ebene. 

Der Satz von der Gleicbbeit der inneren Wechselwinkel lautet: Totde 
oblique entre deux paralleles fait les angles aitemes sur ces paraUeks ^aux; 
denn die Winkel besitzen gleicben Radius (die Transversalstrecke) and 
gleicben Sinus. 

Hier tritt als neunter Corollar der Satz von der Winkelsumme im 
Dreieck auf in der Form: — Toui angle plus les deux angles que font ses 
costez sur la base sont 6gaux d deux droits; denn ziebt man durcb die 
Spitze eine Parallele zur Basis, so bat man nacb dem Satze von den 
innem Wecbselwinkeln die drei Dreieckswinkel an dieser Parallelen neben- 
einander. Die Summe dieser Winkel aber ist zwei Recbten gleicb. 

Der zebnte Corollar bringt anscbliefsend den Satz vom AuTsenwinkel. 

Elfter Corollar: Zwei Winkel sind gleicb, wenn die Winkel an der 
Basis des einen bezw. denen an der Basis des andem gleicb sind. 

m. Als drittes Winkelmals auTser dem Bogen erscbeint die Basis obne 
spezielle Bedingung. Ibre Anwendung ist nocb enger begrenzt als die der 
Sebne und des Sinus. Sie vermittelt die Gleicbbeit zweier Winkel nur, 
wenn je ein Scbenkel des einen je einem des andem Winkels gleicb ist. 
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Interessant ist das Ayertissement, welches den SchluTs von Bnch Vlll 
bildet. Die zuletzt aufgefdhrten Winkelmafse zeigen wohl an, wenn zwei 
Winkel gleich sind, auch welches der grSfsere oder kleinere ist, aber das 
wahre Verhftltnis der 6r6fse der beiden Winkel stellt ihr Quotient nicht 
dar; dieses ergiebt nur das Bogenmafs; darauf ist die Unlosbarkeit der 
Trisektion des Winkels zuruckzufiihren. Lassen wir Arnauld selbst sprechen: 
Et c'est d'oiH vient la difficult^ de la irisection de I'angle parce 
qu'il ne suffit pas pour cela de couper la corde en trois: ce qui 
seroit facile, mais il faut couper Varc en trois; ce qui ne se peut 
par la gSom^trie ordinaire, c'est a dire en n'y employant que des 
lignes droites et circulaires. 

Das folgende IX. Bnch fahrt den Titel : Des Angles qui ont leur sommet 
hors le centre du cerde, dont les arcs ne laissent pas de les mesurer. 

In der Einleitung dazu sagt unser Autor: Wenn man bisher zwei 
Winkel vergleichen wollte, wobei der Scheitel des einen nicht mit dem 
Centrum des Mafskreises zusammenfiel, muTstc man lange SchluDsreihen mit 
Hilfe von Dreiecken anwenden und deren' Vergleichung, wodurch die Vor- 
stellungskraft durch die Masse von in Betracht kommenden Strecken aufser- 
ordentlich ermlidet wtbrde; ein Nachteil, den man ffir das Studium der 
Creometrie m5glichst zu vermeiden suchen mtisse. 

Das IX. Buch nun solle lehren, wie man mit wunderbarer Leichtigkeit 
jeden Winkel durch den Bogen eines beliebigen Kreises messen konne, sei 
es, dafs sein Scheitel 

1) auf der Peripherie, 

2) innerhalb des Kreises, doch nicht im Centrum, 

3) aufserhalb des Kreises liege, wenn seine Schenkel den Kreis 
schnitten oder beriihrten. 

Yorans werden einige Erkl&rungen und Hilfssfttze geschickt. 

Der nnd der Bogen mlTst unter diesen Bedingungen den Winkel, heifst, 
er wttrde ihn messen, wenn der Winkel im Centrum des Mafskreises mit 
seinem Scheitel liegen wtLrde. 

m. Lemma: Wenn 

A = a + b-i-c-i-d 

ist, so ist . , , 

^ A " _L_ _L_ ^ t ^ 

Y = Y -f- Y -f- Y -f- Y' 

und wenn ^ , i 

A = b -\- c, 

^^ A_2c_ b__c^ 

2 2 2 2 ' 

Diese Beziehungen werden flir die folgenden Theoreme von Arnanld mit 
sehr groDser Gewandtheit gehandhabt. 
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Im vierten Lemma werden die Satze liber die Winkelsumme im Drei- 
eck und den AuTsenwinkel nochmals in Erinnerong gebracht. 

Zunachst werden die Peripheriewinkel eingeteilt in vier Arten. Sie sind: 

1) Der Sehnen-Tangentenwinkel, 

2) ein Peripheriewinkel, dessen einer Schenkel Sehne, dessen anderer 
Verlangerung einer Sehne tiber den Kreis hinaus ist, 

3) der eigentliche, durch zwei Sehnen gebildete Peripheriewinkel, 

4) ein Peripheriewinkel, dessen beide Schenkel Verl&ngerungen von 
Sehnen sind. 

Arnauld will sie in drei sehr einfachen Sfttzen erledigen, wovon die 

beiden letzteren eigentlich nur Corollare des ersten, alle aber so fruchtbar 

seien, dafs darans viele wichtige S&tze, besonders auch tiber Proportionen 

von Strecken als einfache Corollare sich ergaben, welche die frohere Ele- 

mentargeometrie nur auf hochst miihsamen Umwegen habe beweisen k5nnen. 

I>k Winkd zweiter Art hahe UherJiaupt vor ihm noch niemand hetradttet. 

Der Sehnen-Tangentenwinkel heifst angle du segment, angulus segmenti, 

Der eigentliche Peripheriewinkel omgle da/ns le segment, angulus in 

segmento. 

Die beiden Abschnitte, die durch eine Sehne am Kreis erzeugt werden, 
petU segment und grand segment, 

Ein in ein Segment eingeschriebener Winkel („angtdus in segmento'* 
dieses Segments) sttitzt sich (est appuy^ auf den Bogen des gegen^ber- 
liegenden Segments. 

I. Theorem. Der a/ngulus segmenti wird gemessen durch die Halfte 
des Bogens seines Segments (d. h. desjenigen, gegen welches bin der Tan- 

gentenschenkel gerichtet ist). 

Beweis. Der anguliis segmenti sei 
mFG und kK^LFG:, femer Pc ±kK 
und deshalb Pc -\- FQ, Der Durch- 
messer IcK halftet die Bogen der beiden 
Segmente FG und ffj?'; Winkel Fch wird 
gemessen durch Bogen A;^, Winkel FcK 
durch Bogen FK. 

Wenn also ^mFG^-^Fck, so 
ist der Satz richtig. 

Zunachst ist -^PcF^^cFG als 
innere Wechselwinkel {aUernes^ zwischen 
Parallelen. Femer Winkel mFc = R ; ebenso ^ kcP, Zieht man auf 
beiden Seiten die gleichen inneren Wechselwinkel ab, so folgt 

<^ mFG = ^ Fck ; q. e. d. 




Fig. 5. 
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Ebenso fiihrt man den Beweis fur den angidus segmenti des gegenuber- 
liegenden Segments, nur addiert man dort die inneren Wcchselwinkel. 

1. Corollar: Der angtUus semicirculi ist ein Rechter. 

2. Corollar: Wenn zwei Kreise, die ineinanderliegen, sich bertihren, 
so sttltzt jede Sehne, die vom Benihrungspunkt nach der Peripherie des 
gr5Iiseren Kreises hingezogen wird, in beiden Kreisen propoi*tional gleiche 
Bogen; denn diese messen beide denselben Winkel. 

n. Theorem. Die Winkel zweiter Art werden gemessen durch die 
Summe der H&lften der Bogen, welche der einc Schenkel und die Sehnen- 
yerl&ngerung des andem Schenkels stUtzen. 

Beweis. Man zieht in JT die Ereis- 
tangente mn. Dann zerf&Ut der betrachtete 
Winkel FKa in die beiden Winkel FKn 
und nKQ, Setzt man an Stelle von FKn 
seinen Scheitelwinkel mKD^ so hat man 
den gegebenen Winkel FKG in zwei 
anguli segmenti zerlegt. Diese werden ge- 
messen: -^mKD durch \KJ) imd ^nKQ 
durch jGKy also der gegebene ^FKG 
durch \[Gk + KD] ; q. e. d. 

Als Corollar folgt der Satz von der Gleichheit von Peripheriewinkeln 
fiber demselben Bogen. Er wird mit Hilfe des vorhergehenden Hauptsatzes 
ftb: ihre Nebenwinkel bewiesen. 

in. Theorem: Tout angle dans un segment a pour mesure la moUie de 
I'arc du segment oppose (der Pehpheriewinkel ist gleicb der HWte des zu- 
gehdrigen Centriwinkels). 

Beweis. Man zieht wieder die Tangente im Scheitel. Die Winkel 
fiber derselben sind in Summa = 2B; die beiden angtdi segmenti rechts 
und links werden durch die Summe der Halften der Bogen iiber den 
Schenkeln des angulus in segmento gemessen. Das MaHs aller drei Winkel 
ist der Halbkreis, also bleibt fOr den dritten Winkel nach Lemma III die 
H&lfke des noch ^brigen Bogcns d. h. desjenigen, fiber dem er steht. 

Durch Yerlangerung des einen Schenkels des cmgulus in segmento 
kdnnte man den Beweis auch nach dem zweiten Hauptsatze ffihren. 

Der dritte Hauptsatz wird in siebzehn COrollaren naher ausgefflhrt; 
wir heben folgende hervor: 

5. Corollar: Bertihren sich zwei Kreise innerhalb, und zieht man vom 
BerQhrungspunkt aus im grofseren zwei Sehnen, so sind die zwischen 
beiden liegenden Bogen beider Kreise proportional gleich; denn ihre Hftlften 
messen denselben Winkel. Dasselbe findet statt, wenn das Centrum des 
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zweiten Kreises auf der Peripherie des ersten liegt, doch gilt die Beziehnng 
dann zwischen dem Bogen des zweiten und der H&lfte des Bogens des 
ersteren. 

8. Corollar: Alle angtUi in segmento eines Segments sind gleich dem 
angulus seffmenti des gegendberliegenden. 

9. Corollar: Der Winkel im Halbkreis ist ein rechter. 

10. Corollar: Die Summe je zweier angtUi in segmento gegendber- 
liegender Segmente sind gleich 2R. 

13. Corollar: Die Halfte der Basis eines angtUus in segmento ist sein 
Sinus, wenn er spitz, der seines Complements (bei Arnanld!), wenn er 
stnmpf ist. 

14. Corollar: Man sagt, ein Segment fafst einen Winkel (est capable 
d'un td angle)^ wenn alle anguU in segmento dieses Segments jenem Winkel 
gleich sind. 

16. Corollar: Der Halbkreis fafst den rechten Winkel. 

16. Corollar: Wenn man von der Spitze eines Winkels eine Gerade nach 
der Mitte der Basis zieht, und diese Verbindungsstrecke gleich der Halfte 
der Basis ist, so ist der Winkel ein rechter. 

17. Corollar: Wenn zwei gleiche Sehnen sich schneiden, so ist je ein 
Abschnitt der einen je einem Abschnitt der andem gleich. 

Es folgen filnf Aufgaben, eine weitere Tangentenkonstruktion for den 
Kreis; die Aufgabe, ein Segment an gegebenem Ereise abznschneiden, 
welches einen gegebenen Winkel falist. Sie wird mit Hilfe einer beliebigen 
Tangente and der Sehne im Bertlhrungspunkt, welche mit der Tangente 
den gegebenen Winkel bildet, auf Grand des 8. Corollars gelds t Die ftinfte 
Aafgabe heifst: Man kennt die Abst&nde dreier Punkte a, b, c und von 
einem vierten weifs man, nach welcher Seite er liegt; man kennt femer 
die Winkel ex a and axb] der Punkt x ist zu konstruieren. 

L 5 sung: Man konstruiere fiber ac den Bogen, welcher den Winkel ex ay 
Uber ab denjenigen Bogen, welcher axb fafst; der Schnittpunkt dieser 
Bogen ist der gesachte Pankt. 

Der zweite Abschnitt von IX behandelt die Winkel, deren Scheitel im 
Kreise liegt, ohne mit dem Centrum identisch zu sein. 

Man verlangere die Schenkel, sodafs man es mit zwei sich schneidenden 
Sehnen zu than hat. 

IV. Theorem: Ein Winkel, der durch den Darchschnitt zweier Sehnen 
gebildet ist, wird gemessen diurch die Summe des halben Bogens, ^ber dem 
er steht, and des halben gegentlberliegenden Bogens. 

B e w e i s. Betrachten wir ^ fKg. 

^fKg = ^cfd + ^fdg. 



fiesprechong von AmaolcU mathematischen Werken nnd deren Bedeutong. 281 



Diese sind aber angi4U in seffmento and werden gemessen: '^cfd durch 
^cd, ^fdg durch ^fg, also ^fKg durch ^[cd + fg]. 

Der dritte Abschnitt dieses Buches handelt 
von den Winkehi, deren Scheitel anfserhalb des 
>Ia£skreises liegt. 

Die Schenkel eines solchen Winkels k5mien 

1) entweder beide den Kreis schneiden, 

2) Oder beide den Kreis beriihren, 

3) Oder der eine ihn schneiden, der andre 
berOhren. 

Der erste and zweite Fall wird dorch das 
Leorem V zosammengefafst. Es lantet: Der 
'^^inkel anter l) and 2) wird dorch die Differenz der Hftlften der (inbezug 
ckxif den Scheitel) konkaven and konvexen zwischen den Winkelschenkeln 
liegenden Bogen des Bezagskreises gemessen. 

Beweis von 1). Der betrachtete Winkel sei fKg. Zieht man die 
mifssehne fd^ so ist nach dem Aafsenwinkelsatz ^fKg=^fdg — ^Kfd^ 
diese beiden Winkel sind aber angtUi in segmento] also ist Winkel fKg zu 
messen dorch Bogen \ [fg — dc]. 

K 




Fig. 7. 





Fig. 8. 



Fig. 9. 



Beweis von 2). Der Winkel, dessen Schenkel Tangenten sind, sei 

^^^^er dorch fKg bezeichnet; man verlangere Kg uber g hinaos; dann ist 

'^'^ fKg=^ '^hgf — ^gfK^ dann ist der gegebene Winkel in die Diflfe- 

^^*^ zweier anguU segmenti zerlegt ond wird entsprechend ^ fKg dorch 

% \fg — gf] gemessen. 

Nicht ohne Interesse ist das folgende VI. Theorem. Ein Winkel babe 

^^en Scheitel aoTserhalb des Bezagskreises; wenn der eine Schenkel den 

^J^is schneidet ond in dem Endponkt eines Dorchmessers ihn wieder ver- 

^^bi, aof welchem der andere Schenkel senkrecht ist, welch letzterer den 



282 



Zweites Kapitel. 




Fig. 10. 



Kreis Schneiden, beruhren oder ganz aulserhalb liegen kann, so wird der 
Winkel gemessen durch die Halfte des Bogens, welchen der Abschnitt 
des erstercn Winkelschenkels stiitzt und zwar des kleineren Bogens. Der 

Satz wird auf vier Arten bewiesen, 
um zn zeigen, wie yerscbieden man 
die bisher abgeleiteten Besnltate be- 
niltzen kann. 

Wir geben den drittenBeweis wieder. 
Der betxachtete Winkel sei Winkel ^ /, 
oder die ihni gleichen Winkel ^ m 
oder ^ n. Man ziebe die Hilfslinie 
cd A. Kg^ dadorcb entstehen die beiden 
gleichen Bogen cK und Kd. Der 
Winkel bei c ist aber gleich den Win- 
keln bei ^, m oder n als Scheitelwinkel 
ihrer (Uternes (innere Wechselvrinkel zwi- 
schen Parallelen), der Winkel Kcd wird 
aber als angtdtis in segmento gemessen 
durch jKd] also die ihm gleichen 
-^ Klf, ^ Kmg und ^ Knh durch die Halfte von Bogen cK. 

Die Winkel, deren Schenkel Tangenten sind, werden nochmals wieder 
aufgenommcn. Sie werden angles circonscripts genannt. 

Das Vn. Theorem fafst ihr Mafs in andere Worte: Es ist dasselbe 
gleich dem halben Mafskreis minus dem konvexen Bogen zwischen den 
Winkelschenkeln. 

Daran schliefsen sich sechs Corollare. 

Der sechste heifst beispielsweise: Die demselben Kreise umschriebenen 
Winkel sind gleich, wenn ihre Scheitel gleichweit vom Centrum entfemt sind. 
Den Schlufs des Buches IX bildet eine htLbsche Tabelle der betrachteten 
Winkel und ihrer MaJfee durch die Bogen des Bezugskreises je nach ihrer 
Lage zu demselben. Da wir die einzelnen Theoreme wiedergegeben haben, 
glauben wir von der Reproduktion der Tabelle absehen zu dtLrfen. 

Im X. Buche ist die Rede von don Proportionen von Strecken. Da 
dieselbe von den Parallelen und Winkeln abhangt, kann sie erst hier in 
ungezwungener Weise erSrtert werden. 

Voran gehen zehn Hilfsstttze. Die Definition des ebenen Parallel- 
raumes, des ,JLots dieses Raumes** werden in Erinnerung gebrachi Winkel 
sollen fthnlich helTsen, wenn sie gleich sind imd je einer der Winkel an 
der Basis des einen je einem an der Basis des anderen gleich ist. 

Zwei Strecken sind ,^oportioneUes** zweier andem, wenn sie die Ante- 
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cedenten bilden und letztere die Consequenten dcr Proportion. Wir kUrzen 
Parallelraum im Folgenden immer dorch PR ab. 

Wenn zwei Strecken in zwei PR gleichgeneigt sind, verhalten sie sich 
wie die Lote dieser PR and die ehignemens du perpendictde stehen im 
gleichen Vorhttltnis. 

Den Beweis fOhrt Arnauld wieder mit Hilfe der cUiquotes pareiiies, 
indem er das Lot des einen Raumes in beliebig viele gleiche x teilt und 
dorch Parallelen zu den Grenzen dcs PR dorch die Teilponkte beliebig 
viele sehr kleinc PR erh&lt, die onter sich gleich sind. Dadorch zerf&llt 
die Transversalstreckc in ebensoviele kleine gleiche Teile. Denn geht er 
mit dem x an die TeHong des Lots des zweiten PR; nach der Definition 
f&r Proportionen fin den dann die behaupteten drei YerhUltnisgleichheiten 
statt. Arnauld ist sehr stolz auf seinen Beweis: „dont je ne croy pas que 
jamais personne se soit avisiy Aus diesem Fundamentalsatz warden die 
Proportionen an Transversalstrecken und ihren Abschnitten zwischen Parallelen 
hergeleitet. 

Das n. Theorem enthftlt die Proportionen bei ahnlichen Winkeln (Drei- 
ecken). 

Wir finden z. B. als dritten Corollar den Satz: Bei ahnlichen Winkeln 
(Dreiecken) verhalten sich die Basen wie die zogeh5rigen H5hen. 

Statt Yon fthnlichen Dreiecken spricht Arnauld konsequent immer 
von Winkeln mit parallelen Basen. 

Das HE. Theorem dieses Buches lautet: Die Schenkel zweier ungleicher 
Winkel sind gleichwohl proportioniert, wenn je ein Winkel an der Basis 
gleich, im andem Paar der Winkel an den Basen einer das Complement 
des ihm entsprechenden ist. 

Der Beweis wird mit Hilfe eines anliegenden gleiclischenkligen Drei- 
ecks geftihrt. Als zweiten Corollar des dritten Satzes haben wir die Be- 
hauptung, dafs die Halbierungslinie eines Winkels die Basis in zwei Ab- 
schnitte teilt, die sich verhalten wie die ihnen anliegenden Schenkel. 

Den SchluTs des X. Buches bilden die Aufgaben: Zo drei Strecken die 
vierte Proportionale zo konstruieren ond eine gegebene Strecke in gleiche 
Teile zo teilen. 

Das XL Boch ist tiberschrieben : Bes lignes reciproques; es birgt einige 
interessante Satze. Arnaold selbst sagt: Ce livre cy sera encore de 
la proportion des lignes et contiendra plusieurs choses nouvelles 
que I'on jugera peutestre plus belles et plus gSnSrales, que tout 
ce qu'on a trouv4 jusques icy sur cette matihre des proportions, 
en ne se servant que des lignes droites et des cercles. 
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Zwei Strecken sind reziprok zu zwei andem, wenn sie die ^ufiseren 
Glieder einer Proportion bilden und das zweite Paar die innereiL 

Den eigentlichen Lehrsatzen geht die Definition antiparalleler Basen 
desselben Winkels vorher. Arnanld unterscheidet drei Anordnnngen: 
1) Getrennt zwischen den Winkelschenkeln verlaufende, 2) sich kreiizende, 
3) antiparallele Basen, welche einen gemeinschaftlichen Endpnnkt besitzen. 
Zum Ausgangspunkt aller Beweise dieses Buches dient der Fnndamental- 
satz Yon X. Urn sich nicht zu verwirren, hat man als ersten nnd drittcn 
Term inmier die im gleichen PR liegenden Transversalstrecken anzusetzen 
und als ersten und zweiten die gleichgenelgten in verschiedenen PR. 

I. Hauptsatz. In einem Winkel mit zwei parallelen Basen ist ein 
ganzer Schenkel und sein durch die zweite Basis gebildeter Abschnitt 
(gegen den Scheitel) reziprok zum andem Schenkel und dessen entsprechen- 
dem Abschnitt. 

Wir geben von den Beweisen den der zweiten Anordnung. 

Beweis: I und <2^ liegen im 
gleichen PR, der A hei£sen m5ge; P 
und (^ im gleichen Parallelraum JE7, 
also, da T und <2^in ihren ParaUel- 
raumen gleichgeneigt sind und P und 
<^ ebenso in den Raumen A und E, 

I : (sT = ^ : P. 




Fig. 11. 



n. Hauptsatz: Wenn zwei Scheitel- 
winkel antiparallele Basen besitzen, so 
sind die Abschnitte des einen Schenkels, die durch den andem gebildet 
werden, reziprok zu den Abschnitten des andem Schenkels. 

Im folgenden wird der Plan des ganzen XI. Buches entwickelt. Es 
soil sich um die Aufstellung von Paaren reziproker Strecken handeln. 

Dazu sind immer antiparallele Winkelbasen notwendig. Eennt man 
also einen allgemeinen Weg zur Herstellung solcher, so bereitet die Sache 
keine Schwierigkeiten. Dazu verwendet Arnauld einen Kreis, ohne welchen 
man ja auch die mittlere Proportionale zwischen zwei gegebenen Strecken 
nicht auffinden kann. 

Dabei sind die MOglichkeiten, dafs der Scheitel des Winkels, welcher 
antiparallele Basen besitzt, 

1) auf dem Ereise, 

2) auJ&erhalb, 

3) innerhalb desselben 
liegt. 
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Notwendig sind dazu die Sutzo fiber die anffuU segmenti, in seg- 
mento u. s. w. des IX. Buches; dieselben werden deshalb als Lemmen noch- 
mals hierhergestellt. 

Arnanld will sich im folgenden nicht damit begntLgen, dafs, wenn 
je ein Winkel an antiparallelen Basen gleich ist, anch nach dem Satz yon 
der Winkelsimune im Dreieck der andere ubereinstimmen muTs, sondem er 
will fdr jeden den Nacbweis positiv erbringen. Ebenso immer ohne Mittel- 
glied direkt nachweisen, dalis zwei Paare (binaires) von Strecken zu ein- 
ander reziprok sind, um daran speziell den Vorzug des direkten Boweises 
zn erkennen. 

Hier scbliefst sich in der Ausgabe von 1667 ein Satz an, dem Ar- 
nanld den Namen „Theoreme anomal" giebt. 

fJHe Schenkel eines eingeschriebenen Win- 
kds sind reziprok zu der Sehne auf der HcU- 
bierungslinie dieses Winkels und deren Abscfiniti 
zwischen ScheUd und Bcisis des eingeschriebenen 
Winkels." 

Beweis: '^KkE ist nicht nur gleich, 
sondem auch ahnlich dem ^ Kk$] denn 
-^kEi'j =^^kK$ als Peripheriewinkel fiber 
demselben Bogen und ^kcE wird gemessen 
(nach Buch IX) durch \{kE -\- Kg) und ^ K$k durch ^kK-, da aber 
kk^kE+ EK und EK = Kg ist, so wird 

^kK'=\[kE+KlS]y 

also anch 

^Eck^^KMk, 

also nach dem ersten Satze 

kEikK=kciki. 

[Um die antiparallelen Basen vor sich zu haben, h&tte man nur um 
die Winkelhalbierende umzuklappen.j 

Der allgemeine Fall, dafs der Scheitel auf der Peripherie liegt, er- 
fordert die Hinzunahme einer geraden Linie. Dadurch ergiebt sich ein 
aUgem^ner Satz, wdcher vieUeicht der sch6nste und umfassendste iiber Pro- 
partianen von Strecken sei: 

„Zieht man vom Endpu/nkt eines Durchmessers, welcher senkrecht ist zu 
einer Geraden y, welche ifirerseits den Kreis schneidet, berHkrt oder aufser- 
halb Uegi, O^ade nach der Geraden y hin, so sind alle diese Geraden, 
d. h. die Strecken, welehe von der Kreisperipherie oder von y begrenzt werden, 
und ihre Abschnitte gegen den Endpunkt des Durchmessers hin, welche durch 
y bezw. die Kreisperipherie gebUdet werden, reziprok zu jeder von ifmen und 
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und deren entsprechenden Ahschnitt, und mittlere Proportionale ewischen einer 
solchen Strecke und jenem Ahschnitt ist die Strecke des Buschds nach dem 
Schnittpunkte hin der Geraden y und des KreisesJ" 
Arnauld unterscheidet jene drei Falle: 

1) y ist Sekante, 

2) y ist Tangente, 

3) y verlftuft ganz auTserhalb. 

In 1) unterscheidet er wieder drei Unterfdlle: 

a) zwei Strecken werden verglichen, die beide zuerst von y getroffen 
werden. 

b) zwei solche, die zuerst den Kreis schneiden; 

c) die Eombination von zwei Strecken der beiden Arten, 
sodals man fur 1) die Figuren hat: 




Pig. 13. 

Es wird nun nachgewiesen , dafs inimer die Basen cd und fg antiparallel 
sind; und infolgedessen: 

Kf:Kd = Kg : Kc. 

Im Satze Kf : KE = KE : Kc sind wieder Ef und Ec antiparallele Basen. 
(Fig. a.) 

Fttr 2) und 3) ergeben sich nachfolgende Figuren. 

In der ersteren ist 
der Durchmesser JT^ selbst 
mittlere Proportionale zwi- 
schen Kc und Kf oder 
Kd und Kg, Die Basen 
Ef und Ec^ sowie cd 
und fg sind wieder anti- 
parallel. 

AndiesemScftzehat wohl 
Arnauld Eigeniumsrecht 
Wir gehen zum zweiten Falle iiber: Der Durchschnittspunkt der beiden 
Geraden liegt auliserhalb des Kreises. 




Fig. 14. 
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Das Y. Theorem enth&lt den Sekantensatz. 

Beweis: eg und df sind antiparallel, denn <^ /*= <^ ^ als Peripherie- 
winkel fiber demselben Bogen. ^ Tccg aber ist gleich kdf\ denn beide 
werden gemessen durch \{gd -{• dc -\- cf) nach Buch IX, also sind eg 
und df antiparallel and kf:kg = kd: he, 

Anf gleiche Weise, mit Hilfe des Antiparallelseins der eE und fEy 
wird im VI. Theorem der Tangentensatz bewiesen. 

Beweis: ^KfE wird gemessen durch jEc^ dieser Bogen bildet 
aber auch das Mafs des angulus segmenti KEe ; und <^ KEf besitzt als 






Wg. 15. 



Fig. 16. 



Pig. 17. 



Mafe \\Ec + c/*]; ein Bogen, der auch Mafs des Winkels KeE ist, also 
fExm^ Ee antiparallel und Kfi KE = KE : Ke. 

Das Vn. Theorem lehrt und beweist den Sehnensatz. eg und df sind 
antiparallel, also Kf\ Kg = Kd : Ke. Wir haben hier den dritten Fall, 
wo der Schnittpunkt innerhalb des Ereises liegt. 

VIU. Theorem. Wird eine der Sehnen halbiert, so ist ihre Halfte 
mittlere Proportionale zwischen den Abschnitten der andem. 

Das DL Theorem bringt die drei Satze fiber die mittleren Proportio- 
nalen am rechtwinkligen Dreieck. 

Das X. Theorem lautet: Wird die Hypotenuse eines rechten Winkels 
durch eine Senkrechte geschnitten, welche auch einen Schenkel schneidet, 
so ist die ganze Hypotenuse und ihr Abschnitt gegen jenen Schenkel hin 
reziprok zu diesem Schenkel und seinem Abschnitt gegen die Hypotenuse. 

Das letzte Theorem dieser Art ist die Umkehrung der bisherigen und 
lautet: Hat ein Winkel zwei Basen und stehen die Schenkel beztlglich 
dieser Basen in Proportion, so sind die Basen parallel oder antiparallel. 
£s folgen Aufgaben uber die yorhergehenden Theoreme, z. B. wenn man 
die drei ersten Strecken einer geometrischen Progression kennt, die iibrigen 
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Fig. 18. 



bis ins Unendliche zu konstruieren. Die gegebenen drei Glieder seien Kc^ 

KL^ Kd. Man errichtet uber Kd einen Halbkreis, trage Kc von K aus 

BxdKd ab, errichte 
in e eine Senk- 

rechte; verbinde 
KL durch eine on- 
endliche Oerade x-^ 
die Verlftngerung 
Yon Kd sei Z'^ dann 
errichte man ab- 
wechselnd in d aof 
Zy in m auf a;, in 

f wieder auf z u. s. w. eine Senkrechte. iTw, Kf^ JTn, Kg in inf. sind 

die weiteren Glieder der Progi*ession. 

V. Aufgabe. Eine gegebene Strecke nach dem goldenen Schnitt (en 

moyetme et extr^e raison) zu teilen. 

b — x:x = xib, 
das X heifst vnediane. 

Man beschreibe mit -^ als Radius einen Kreis; nachdem man im End- 

punkt eines Durchmessers eine Senkrechte gleich b errichtet hat, ziehe man 
durch den andem Endpunkt von b eine Durchmessersekante. Ihr Abschnitt 
aufserhalb sei x. 

Die ganze Sekante ist a; -f- ^i ^ ^^ Tangente, also: 

X : b = b I X -{■• b 

b : x = X -{' b : b (penmUando) 

b — X : X = X : b (dividendo). 

Wenn man einer so geteilten Strecke ihre Mediane anfCLgt, erhlLlt 
man wieder eine im ftuTsern und innem Verh&ltnis geteilte, deren Mediane 
die urspriingliche Strecke ist 

b — X : X = x:b 

b : X = X -^ b :b (componendo)^ 

also ist 5 -f- ^ durch b nach dem goldenen Schnitt geteili 

Auch teilt der kleinere Abschnitt, die Mediane (den grSfseren) einer 

so geteilten Strecke, wieder „en moyenne et extreme raison" \ der kleinere 

Abschnitt moge y heifsen, die Mediane a:, die ganze Strecke b. Zu be- 

weisen ist: 

x — yiy = yix. 



ksprechting Ton Amatilds matheinatischen Werken und deren Bedeutung. 289 

^M!an hatte aber , 

y : X = X : y -\- x 

h 

permutando x : y = y -{- x : x 

dividetido x — y : y = y : x. 

Hat man also eine so geteilte Strecke, so kann man daraus eine 
00 Menge grofserer und kleinerer ebenso geteilter ableiten. 

Das sei ein neuer und sehr schoner Beweis fttr die Teilbarkeit einer 
Strecke ins Unendliche. 

Hier hat Arnauld in schdner Weise dU funf Jahre vorher durch 
Pascal enideckte Meihode der voiistdtidigen Induktiofi gehandhM}) 

Die secbste Aofgabe heifst: Wenn man die Lange der Schenkel eines 
Winkels kennt, welcher die Halfte eines jeden Winkels an der Basis sein 
soil, die Basis zn konstruieren. 

LOsung: Man beschreibe mit der gegebenen Schenkellange als Radius 
einen Kreis und teile den Radius nach dem goldenen Scbnitt. Die Kreis- 
sebne, welche gleich dem gr^fseren Abscbnitt des Radius genommen wurde, 
ergiebt die verlangte Basis. Also die Konstruktion der 
Zebneckseite. 

Beweis: Es sei c der Teilpunkt des Radius; man 
yerbinde c und d; man hat nun nachzu weisen , 1) dafs 
^^K=^cdh\ 2) dafs < cdh = |-^ hdK ist. 

Ex construct, ist be : bd = bd : bK^ also sind die 
beiden Basen cd und Kd des ^ b antiparallel und 
folglicb ^K^^bdc. 

2) Die Abschnitte be und cK der Basis bK des „. ,., 

/ Fig. 19. 

Winkels bdK verhalten sich wie die Schenkel dieses 

Winkels, da Kd = Kb und bd = cK ist; also ist Winkel bdK halbiert 

durch cd. 

Den Schlufs des XI. Buches bilden einige Beispiele inkommensurabler 
Strecken. 

1) Seite und Hypotenuse im gleichschenkligen rechtwinkligen Dreieck. 

2) Wenn die Hypotenuse und eine Kathete sich wie x : z (ganze Zahlen) 
verhalten, soil man beurteilen, wann das Verhaltnis der Hypoteniise und 
der andem Kathete rational ist. Die Bezeichnungen entnehmen wir aus 
der Pigur 




1) Nach brief licher Mitteilung von Prof. G. Vacca in Turin an Herm 
Geh. Hofrat Cantor besafs MaurolycuB Hchon 1575 die vollstSLndige Induktion 
alii Methode und erkannte veil deren Wert. 

Abh. M. Getch. d. math. Wissensch. XIV 19 



290 



Zweites Kapitel. 



-:: // . r . k und :: h ,d ,1^ 



also 



femer 



also 



h 

c 

h 
~k 



X 



X' 



rS ) 



I = h — lc\ , = 



I 
h 



h — k 






I 
~h 



X* — z^ 



Oder hil = x^ \{3i? — je?*) , 



ist also x^ 




Z" Quadratzabl, dann verhalten sich h und I wie zwei 
Quadratzablen zu einander und dann ist h und d 
komraensurabel. 

3) Wenn eine Kathete aliquoter Teil der 
Hypotenuse ist, so sind Hypotenuse und zweite 
Kathete inkommensurabel. 

Den Gegenstand des XII. Bucbes bilden die 
Figuren im allgeraeinen binsicbtlicb ihrer Win- 
kel und Seiten. Wir baben Arnaulds BegriiF der Figur scbon oben 
kennen gelemt, die Seiten €ind ibm Begrenzung. 
Inbezug auf dieselben bat man einzuteilen in 

1) rectilignes 

2) curviligfies (krummlinige) 

3) mixtes (gemiscbtlinige). 

Arnauld macbt bier auf eine Art Dualitllt aufmerksam: ein Winkel 
erfordert zwei Gerade; an einer Seite der Figur liegen zwei Winkel. 

Die geradlinigen Figuren unterscbeidet er in solcbe „qui ant qu^lque 
angle rentrani*\ das sind Vielecke mit einspringendera Winkel, und andere 
„dont tons les angles sont saiUanis**. 

I. Tbeorem: Jedes w-Eck kann in n — 2 Dreiecke aufgelost warden. 

IT. Tbeorem: Die Summe der Winkel im w-Eck ist (2n — 4) Recbten gleich. 

Die Figuren werden eingeteilt in „equiangles" und „equilateres** . Die 
mit beiden besondereu Eigenscbaffcen beifsen „reguUeres** \ dazu gebort 
der Kreis. 

Kongruente Figuren beifsen Jout-egales**, Dieselben sind ein spezieller 
Fall der ,fiemblahles'\ Ftir letztere gilt der Satz: Die Perimeter ilbnlicber 
Figuren verbalten sicb wie bomologe Seiten derselben. 

Sind die Perimeter zweier Figuren gleicb, so beifsen sie „is(>perim€tres** . 

Im folgenden werden besonders ein- und umgescbriebene Polygene 
untersucbt. Dafiir gilt zunScbst der Satz: Une figure inscritte au cercle 
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ne sqauroit Hre equiangle qu'elle ^le soil equilateraie ou dbsolument ou dlter- 
naiivcmefU; et en ce dernier oris, U fa id que le nombre des cosiez sait pair. 

Bemerkenswert ist im Beweise die Wendung: Car afin que . . . il 
faut et il suffit (ist notwendig und hinreichend). Fiir die umgeschnebenen 
Piguren gilt der Satz: Eine umgeschriebene Figur kann nur gleiehseitig sein, 
wenn sie zagleich gleichwinklig ist, sei es absolut oder alternativ. 

Als vierten Satz iinden wir: Jedes regulare Polygon kann einem 
Kreise ein- oder umgeschrieben werden. Zum Beweise wird durch drei £cken 
der Figur ein Kreis gelegt und nacbgewiesen , dafs successive die Ver- 
bindungsstrecke jeder folgenden Ecke mit dem Centrum dieses Kreises dem 
Radius desselben gleich sein mufs. 

Es wird sodann gelehrt, wie man den Polygon winkel einer regularen 
eingeschriebenen Figur bestimmt. 

Die Geometer betracbten den Kreis als regulSres Polygon unendlicb 
grofser Seitenzahl. Der Bogen fiber einer Seite ist demnacb unendlich klein, 
infiniment petit Der Polygonwinkel ist demnacb 180®. 

Bemerkenswert filr die Frage des Contingenzwinkels ist bier die Stelle: 
Aussy il est vray que Vatigh du raion sur la circonference d*un cercle est 
droit en sa maniere, puisque le raion coupe perpendiculairement sa circon- 
ference; et que si cet angle est plus petit qu*un droit ce n'est que Vespace 
qui est entre la tangente et la circonference qui est plus petit que tout angle 
aigu quoiqu'U n*y ait point d* angle aigu qui ne puisse estre divise en une 
infinite de plus petits. 

Der n&chste Satz beifst: In zwei regularen >i-Ecken stehen die Radien 
der ein- und umgescbriebenen Kreise, die Perimeter und Seiten (also raion, 
raion droit, circuit und coste) im gleicben Verbaltnis. Als zweiter Corollar: 
Kreisumfllnge verbalten sicli wie die betreffenden Durchmesser. 

HUbsch sind bier wieder die Grenzbetracbtungen : Car plus ces poly- 
ganes ont de costez, moins il y a de differetKX entre la circonfercfwe du 
cercle et leur circuit. Et ainsy quelque petite que soit une ligne donnie, 
quand ce ne seroit que la centmillieme partie de Vepaisseur d*une 
feuille de papier, on peut concevoir un polygonc de tant de costez 
inscrit dans I'un et dans I'autrc cercle, que la difference de son 
circuit d*avec la circonference de ces cercles sera moindre que 
cette ligne donnee. 

Or de quelque grand nombre de costez que soient ces poly- 
gones, leurs circuits sont toujour s en memc raison que les diatnetres. 

Done on doit eoyiclure par une analogic ires certaine, que les 
drcanferences sont aussy en meme raisoti que les diatnetres. , 

Filr die Konstruktion der regularen w-Ecke giebt Arnauld die Regeln: 

19* 
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1) Kann man die n-£ckseite konstruieren, so kann man es auch fHr 
die vw-Eckseite; wo die v von v = 2 an in geometrischer Progression 
des Quotienten 2 aufeiuander folgen. 

2) Kennt man die Konstruktion des eingeschriebenen w-Ecks {une cer- 
tuifie espece d'une figure reguliere)^ so kennt man das umgeschriebene n-Eck. 

Zum Schlusse wird die Konstruktion der Quadi*at-, der Sechseck-, 
Dreieck-, Zelineck-, Fiinfeckseite , endlich der Ftlnfzehneckseite als Differenz 
der Zehneck- und Ftlnfeckseite gelehrt. 

Im Xni. Buch werden speziell Vierecke und Dreiecke behandelt. 
Da die Seite eines jeden Dreiecks Basis des gegeniiberliegenden Winkels 
ist, so konnen die fur Winkel und deren Basis abgeleiteten SStze unmittel- 
bar auf das Dreieck angewandt werden. 

ZunHchst wird der Satz iiber die Winkelsumme rekapituliert. ^) 
Jedem Dreieck lafst sich ein Kreis umschreiben. Daraus ersieht man 
unmittelbar, dafs der grSfsten Seite der gr^fste Winkel gegeniiberliegt; 
denn diese stiitzt den grofsten Bogen des umgescbriebenen Kreises, welcher 

eben jenen grofsten Winkel mifst. 

Der Satz, dafs die Winkelbalbierenden sich 
in einem Punkte schneiden, wird so bewiesen: 

Die Halbierungslinien der Winkel bei c 
und d rp und dq mogen sich in r schneiden; 
icli behaupte, dafs br den Winkel b halbiert. 
Da Winkel d halbiert ist durch dq, so ver- 

halt sich 

db : bq = dc : cq, 

betrachtet man dq als Basis des Winkels bei c, 
der durch cr halbiert ist, so gilt ebenso: 

cd : cq = dr : qr, 

^^^'^ dbibq --- driqr, 

und demnach halbiert br den Winkel bei b. Dabei ergeben sich noch die 
weiteren Proportionen fiir Winkel b: 

br : rs =^ bd : ds 

br : rs = be : cs 




1) Der Beweis Arnaulds ist im neunzehnten Jahrhundert von M. A. Transon 
in den Comptes rendm hebdomaires Tom. 73, 1871 gegen die Nicht - Euklidische 
Geometrie ins Feld gefiihrt worden. Wir haben die Stelle eingesehen. 

Tjansons Verweis auf Arnauld wird von Paul St&ckel in eeinem 
Buche: Die Theorie der ParalleUinien Leipzig 1896 p. 231 erw&hnt. 
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fllr Winkel c: , , 

cr : rp = cd : dp 

or : rp = cb ibpj 
far Winkel d: 

dr: rq = db : bq 

dr : rq = dc : cq. 

iiiiiige Konstruktionsaufgaben folgen. 

Unter der tlberachrift: „Triangl€S compares^' erscheinen die vier Kon- 
gruenzsfttee. Sie werden mit Hilfo des umgescbriebenen Kreises und Parallel- 
rftumen bewiesen. Die nUchsten SUtze betreffen abnlicbe Dreiecke; sie 
werden mSglichst eingescbr&nkt nnd bierf^ auf die beiden Bucher fiber 
proportionale Starecken verwiesen. Arnaulds Einteilung der Dreiecke baben 
wir bei Besprecbung der Logik wiedergegeben. 

Das nftcbste Theorem ist das vom gemeinsamen 
Schnittponkt der Perpendikel aus den Ecken auf die 
gegenftberliegenden Seiten (Hohenpunkt). Zwei der 
Perpendikel dm und en m6gen sich in p schneiden; 
ich bebanpte, daijs auch bo^ die Gerade durch den 
Schnittpunkt jp jener, A_ zu dc ist Die Dreiecke cbn 
nnd dbm haben einen Winkel gemein; aufserdem 
sind sie recbtwinklig; also -^ ben und <^ bdm 
gleicb, folglich sind auch die Dreiecke bdm und cpm ahnlich (weil equi- 

angles)^ also 

dm : mc = mb : mp , 
altemando 

dm : mb = mc : mp , 

also sind die Dreiecke bmp und dmc ilhnlich, weil zwei Seiten in Pro- 
portion steben und der eingeschlossene Winkel ein rechter ist, also 
'^mbp = '^mdc\ femer sind die Winkel mpb und opd als Scheitel- 
winkel gleich; also Dreieck mpb ahnlich dcm Dreieck opd\ aber '^pmb 
ex const. = K also auch <)i^pod] q. e. d. 

Durch die Perpendikel entstehen zwolf Dreiecke, sechs grofse, die zu 
Hypotenusen die Seiten des urspriinglichen besitzen, die sich gegenseitig 
teilweise tiberdecken, und sechs ganz getrennt liegende, deren Hypotenusen 
die Abschnitte der TransversaJen gegen die Ecken bin sind. Diese zwdlf 
Dreiecke sind zu vier und yier ahnlich. 

Dabei ergeben sich einige bemerkenswerto Proportionon. 

1) Ein Schenkel eincs Winkels und sein Abschnitt gegen den Scheitel 
sind reziprok zum andern Winkelschenkel und dessen entsprechendem Ab- 
schnitt 
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2) Die Abschnitte einer Seite, welche durch das zugehSrige Perpen- 
dikel gebildet werden, sind reziprok zum ganzen Ferpendikel und dessen 
Abschnitt gegen die S^eite bin. 

Der nacbste Passus lautet: Des triangles rectangles, Wir flnden hier 
den Satz: Im recbtwinkligen 'Dreieck, wo einer der spitzen Winkel =30® 
ist, ist die ibm gegenilberliegende Katbete die Halfte der Hypotenuse, und 

diese Katbete ist der Sinus von 30®. 

Der Beweis wird durcb Verdoppelung des Drei- 
ecks gefdbrt, sodafs ein gleicbseitiges entsteht. 

Konstruktionsaufgaben iiber recbtwinklige Drei- 
ecke aus gegebenen Stiicken folgen. 

Fiir gleicbschenklige Dreiecke erw&bnen wir den 
Satz: Wenn zwei Dreiecke abnlicb sind und die Basis 
des einen Seite des andem ist, so ist diese Strecke 
mittlere Proportionate zwiscben der Seite des gleich- 
scbenkligen Dreiecks, dessen Basis sie ist, und der 
Basis der zweiten, wovon sie Seite ist. Denn, da 
die Dreiecke slbnlicb sind, so verbalt sich be : cd 
= cd : df Oder :: be , cd . df, 
Der zweite Abscbnitt von XIII bandelt von den Vierecken. Seiten, 
die demselben Winkel anliegen, beifsen „costez angidaires". 

l) Satz: Jedes Viereck, dessen Summe gegeniiberliegender Winkel 
= 2R ist, kann einem Kreise eingescbrieben werden, aber aucb nur ein 
solcbes. 

Ein Viereck dieser Eigenscbaft sei fbed; icb bebaupto, dais der Kreis, 
welcber durcb cbf gebt, aucb den Punkt d treffen mufs. Denn jeder 

Winkel g mit der Basis fc, der dem Kreise in 
dem Segmente, in welchem d liegt, eingescbrieben 
ist, ergiebt mit <^ b zusammen 2R. Also Win- 
kel fgc = ^ d^ well nacb Voraussetzung '^ d 
mit Winkel b zwei Rechte betrSgt. Also ist 
^ d dem Kreise eingescbrieben. 

Die weiteren Satze bebandeln Parallelo- 
gramme. Den Scblufs bildet die Klassifizierung 
der Parallelogram me in einer Tabelle. 

Den Scblufs des ganzen XIII. Bucbes bildet 
der Satz fiber das „Peni^gone*^ : Zwei Diagonalen 
des regularen Funfecks teilen sicb gegenseitig nacb dem goldenen Scbnitt, 
und der grSfsere Abscbnitt ist gleich der Ffinfeckseite. 

Beweis: Jede Ffinfeckseite sttitzt einen Bogen von 72®. Also ist 
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Fig. 25. 



der Peripheriewinkel, wie z. B. hdc^ der sich auf einen solchen Bogen 

statzt, == 36*^. Und der Peripherie winkel, der sich auf zwei solche Bogen 

stutzt, z. B. bcf, ist 72®. Ebenso ist ^ bgc nach einem im IX. Buche 

bewiesenen Satze und ebenso sein Scheitelwinkel 

= 72®; also b^^= be. 

Also ist der Winkel cbg nach einem friihcr 

bewiesenem Satze ein solcher, dafs die Basis an 

die Seiten (den Winkelschenkel) angefUgt eine 

nach dem goldenen Schnitt geteilte Strecke e]*- 

giebt, d. h. 

bd \bg = bg : gd. 

Das XrV. Buch lehrt die Inhaltsbercchnung 
ebener Fignren {pes figures planes considerces 
selon leur aire). Voraus geht in einer „Idee generah de la niesnre des 
surfaces** die BegrilFsbcstimmung des Inhalts. Wir heben daraus die Satze 
hervor: L&ngen wcrden gemessen durch eine Strecke, die den Abstand 
zweier Punkte liefert; daher k5nnen krunime Linien nur durch Beziehung 
auf geradlinige Strecken gemessen werden. Ebenso konnen krumme Ober- 
flachen nur durch Zuhilfenahme von Ebenen ausgemessen werden. Der 
Inhaltsberecbnung kann man das Parallelogramm zugrunde legen, da dieses 
seine L&nge und Breite direkt liefcre; noch besser das Bechteck; oder 
endlicb das Quadrat; „comme la mesure est dUtiUani phis parfaite quelle est 
plus simplef*. Als Axiome werden ferner vorangeschickt: Quadrate tiber 
gleichen Strecken sind inhaltsgleich: „car U ne pent y avoir de difference 
que de situatiofi** '^ ebenso Recht^cke gleicher Basis und gleicher Hohe. Das 
Quadrat (iber einer Strecke heil'st: ,,puissafwe de cette ligne"\ auf diese 
Axiome wird die Anwendung der Regeln uber die Multiplikation der gran- 
deurs complexes gesttitzt bei Inhaltsberechnungen. Alle. Satze in Euklids 
zweitem Buche seien Anwendungen des Satzes: Das Produkt zweier Grufsen 
ist gleich dem Produkt der einen in die Smmne der Teile des andern. 

Arnauld verifiziei*t diese und ahnliche Satze in geometri.scher Weise, z. B.: 

(6 + c + <i + /-+//)- = 6* + c} + d- + r-+9^ 

+ 2tc + -2b(l + ihf + 2hg 
+ 2frf4- -2cf + '2cg 

+ 2/'(/ 
ferner 

(a + by = a {a + h) + ^(/^ + '>) 

und 

(rt + 2;)2 = «2 -I- i,2 -j- 2a6. 
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Becbtecke gleicher Basis (H5he) verhalten sich ihrem Inhalte nach 
wie ihre H6hen (Basen). „Ahnliche Eechtecke steken mbezug auf ihre 
Inhalte im (msammengesetzien) doppcUcn VerMltnis enisprechender Seiten** 
heifst: Ihre Inhalte verhalten sich wie die Quadrate homologer Seiten. 

In einer ^Application de cdte doctrine generdle d, qudfues lignes parti- 
cidieres qu'on a fait voir cy devant estre proportionelles*' werden der Sehnen-, 
Sekanten-, Tangentensatz und die Satze tiber das rechtwinklige Dreieck in 
Form von Produktensfttzen aiisgesprochen. 

Der pifthagordische Sate wird so bewiesen: Die Hypotennse sei A, ihre 
Abschnitte m und n, die Katheten h and d, also 

^. h .h . m und -:: h , d . n^ 

*^«^' ^* hm = hh und hn = dd, 

^^"^^^ hm + hn = hh, 

«^* ^«* hh = bb + dd 

und ausgesprochen : 

La diagonale d'un rectangle pent (!) autant que les quarrez 
des deux costez, 

Als vierter Corollar erscheint der Satz: Im gleichseitigen Dreieck ver- 
halt sich das Quadrat fiber der Seite zum Quadrat der H6he wie 4 : 3. 

Als sechstes Theorem: Das Quadrat iiber der Basis eines spitzen 
Winkels ist gleich der Sumrae der Quadrate uber den beiden Schenkeln 
vermindert um das doppelte Recbteck aus dem einen der Schenkel, auf 
welchen man vom andern Endpunkt der Basis ein Lot fallt, und dem da- 
durch entstandenen Abschnitt auf dem Schenkel gegen den Scheitel des 
spitzen Winkels bin. 

Beim Beweis unterscheidet Arnauld zwei FSlle: Jener Schenkel, auf 
welchen das Lot gefallt wurde, raacht mit der Basis einen spitzen oder 

stumpfen Winkel. 

Beweis. Erst^r Fall: 

d = X -{- y 

bb =pp -{- yy 

CO = pp -]- XX 

dd = XX -\- yy '\- 2yx. 

bb -\- 2xx -f- 2yx = cc -\- ddy 

x = d — y, 

XX = xd — xy, 

XX -\- xy = dx 
2xx -f- 2xy = 2dXy 
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also 



Zweiter Fall: 



hb = cc -^ dd — 2dx, 



2dy 



also: 



da 



also: 




x = d -{- ij 
pp = cc — XX 
pp = cc — dd — i/y - 
hh=pp-\- yij, 

bh = cc — dd — 2dy 

hb = cc + dd— 2dd — 2dy, 

x = d -\- y 
dd -\- dy = dx und 2dd + 2dy = 2dx^ 

bb = cc -\- dd — 2dx, 

Das VTI. Theorem enthillt den entsprechenden Satz fttr den stumpfen 
Winkel. 

Die beiden folgenden Theoreme sind die CoroUare der beiden vorher- 
gehenden fur einen stumpfen Winkel von 120® und einen spitzen von 60®. 

Das X. Theorem heifst: Das Quadrat fiber der Funfeckseite ist gleich 
der Summe der Quadrate fiber der Zehneckseite 
und der Sechseckseite. 

Zum Beweise weist Arnauld nach: 1) dafs 
die Sechseckseite be mittlere Proportionale zwischen 
der Ffinfeckseite bd und deren Abschnitt br ist. 
(Denn -^ rcb = 54®; also Dreieck bdc und brc 
gleichschenklig und ahnlich.) 

2) Die Zehneckseite dg ist mittlere Propor- 
tionale zwischen der Ffinfeckseite bd und deren 
kleinerem Abschnitt dr. (Da r ein Punkt der 
Mittelsenkrechten von gd ist, so ist rg = dr^ also die Dreiecke dgb und drg 
gleichschenklig und ahnlich; daraus nach einem im frfiheren bewiesenen Satze 

db : dg = dg : dr, 

db ' dr = dg^ und nach l) db ' br = 6c*; 

da db = dr -\- rb ist, so mrd [nach der Formel 

(dr + rby = \dr + rb\dr + \dr + rb] rb = db^] 

^b db 

db^ = dg' -{- bc^ q. e. d.) 

Das XL Theorem lautet: Ist eine Streeke nach dem goldenen Schnitt 
geteilt, so ist das Quadrat fiber einer Streeke, welche die Summe der Halfte 
der ursprfinglichen und deren grofserem Abschnitt ist, ffinfmal dem Quadrat 
fiber der Halfte der ursprfinglichen gleich. 




Fig. 28. 



also 
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Es sei eine gegebene Strecke d^\ der grofsere Abschnitt 6, die Halfle 
von d gleich m, der kleincre Abschnitt c, dann ist 

dc = hb und dd = bd -^ cd = bd -{- 66, 

dd = imm und 2mb = bd^ 

*^®^ (m + by = mm + bb + 2mb 

= mm -\- bb -\- db 
= WW -f- dd 
= WW -f- 4ww 
= 5 WW q. e. d. 

Xn. Theorem: Une ligne cstant divisee en moyennc et extreme raison, 
la U{fne camposee de la petUe portion et de la moitie de la plus grande 
petit 5 fois le qiiarree de la moitie de la plus grande, 

Der dreizehnte Satz endlich ist: In einer nach dem goldenen Schnitt 

geteilten Strecke ist das Quadrat iiber der ganzen Strecke vermehrt um 

das Quadrat des kleineren Abscbnitts dreimal dem Quadrat iiber dem 

grofseren Abschnitt gleich. 

Beweis: 

d = b -j- c und -i! d . b , c, 

dd = bb -^ cc -\- 2cb 

dd + cc = bb -{- 2cc + 2cb 

2cc + 2cb = 2bb 

^* cc-{-cb = bb (da bb = cd\ 

also 

dd -{- cc = Sbb q. e. d. 

Den Schlufs des Buches bilden Aufgaben: Quadrate zu vereinigen, 
d. h. ihre Summe zu bilden; Rechtecke in Quadrate zu verwandeln; eine 
Strecke so zu teilen, dafs das Quadrat tiber dem grSfseren Abschnitt zum 
Rechteck aus der ganzen Strecke und dem kleineren Abschnitt in gegebenem 
Verhaltnis steht (w : n). 

Man hat 

1) eine Strecke zu konstruieren, welche sich zu d wie w zu n verhalt; 
sie sei c; 

2) die mittlere Proportionale zwischen c und d zu konstruieren, sodafs 
cd=p^; 

3) eincn Kreis zu konstruieren mit c als Durchmesser und p als Tan- 
gente; die Sekante an denselben vom Endpunkt von jy aus liefert durch 
ihren aufseren Abschnitt x den gesuchten Abschnitt x der gegebenen 

1) Man hat zu beachten, dafH bei Arnauld z. B. dc bald eine Strecke dc 
bedeutet, bald da« Rechteck rf  c; hier ist das letztere gemeint. 
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denn 

femer 
also auch 

und 



q. e. d. 




PiR. 29. 



Strecke d, Es ist leicbt zu beweisen, dafs 

x^ : dy = m : n , 
d — X = y ^ also cd — ex ^= cy ^ 

cd = p^ und p^ = x^ 4" ^•'*> 
x^ -\- ex = cd 
x^ = cd — ex = cy 

cy : dy = c : d 
c : d = m : n^ 

*^^^ a?\dy = m : n, 

Im siebenten Probleme wird die 
Wurzel der Gleicbungen: 

1) y^=h^ + yd, 

2) x^ = h^ — xd, 

3) y^^yd — h^ Oder j^=^xd — 
konstmiert. 

Beweis fiir y^ = ft^-|-2/^- ^ diesem 
Falle ist die ganze Sekante die yerlangte 
Strecke y\ 

denn ^ = x + ^ 

tf = yx + yd 

b^ = xy 
also 

y' = b' + yd. 

Beweis fiir x^ = b^ — xd. Die gesucbte Strecke x ist bier der ftuTsere 
Abscbnitt der Sekante; 

^enn x : b =- b : x -\- d, 

X* + xrf = b^ Oder x^ = b^ — xd, 

Fiir y^ = yd — b^ zeicbnet Arnauld die nacbstehende Figur. 

Ftir b ^ - ist die Konstruktion unmoglicb. 

X and y gendgen beide der Aufgabe; 

denn 

d ==^ X -{- y und xy = b^ 

XX -\- xy = xd' und yy -\' J^y = yd^^ 

also 

XX = xd — xy oder xx = xd — b^ 

yy = yd — xy oder yy = yd — b'. 

Der Titel des XV. und letzten Buches beifst: „De la mesure de Vaire 
de$ par aUdogr amines, des Mangles et d'antres polyyones". 




Fifg. 80 
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Hier interessiert uns besonders, was Arnauld von der nenen fyGeo- 
meirie der IndivisihUien*' sagt. 

„Ohwohl die Geometer einig darin sind, dafs die Gerade nicht aus 
Punkten, die FlUche nicht aus Linien, noch der KOrper aus Flrichen bestehf, 
so 1i<it man dock seit kurzer Zeit cinen Kunstgriff aufgefunden, um eine 
Unmassc von Dingen zu beweisen, indem man die Oherfidchen als aus 
JAnieti, den Korper aus Fldchen zusammengesetzt betrachtet. Ich habe nichts 
darUber Geschriebenes zu Gesicht bekommen, hier aber seize ich auseinander, 
wie ich mir die Sache zusammenreime, indem ich mich auf Fldchen beschrdnke. 

Die Grundlage dieser neuen geometrischen Methode isf, den Inhalt eines 
Fldchenstilcks als die Summe der Linien anzusehen, welcfie es erfiillen; 
sodafs zwei Fluchenstiicke als gleich angesehen wcrden, tcenn beide von der 
glcichen Summe gle'whartigcr Linien crfiillt sind; sci es, dafs eine jede der 
einen Summe gleich ist einer jeden der andem Summe, oder dafs ein Aus- 
gleich stattfindd, sodafs zwei derselben Summe, welche untereinander ungleich 
sein kofinen, zusammcngenommen zweien aus der zweiten Summe gleich sein 
kiynnen, die wieder unter sich gleich sein mOgen. 

Um aher nicht zu viclen Widerspriichen Anlafs zu geben, in welche 
man leicht verfdllt, wcnn man sich dieser Methode bedient, hat man eu 

m 

bemerken: 

1) Damit Linien als einen Raum erfilllend angesehen werden dUrfen, 
miissen sic alle untereinander parallel sein, sei es, dnfs sie Gerade sind, 
welche cinen geradUnigen Raum erfiillen, sei es, dafs sie als Kreise Kreis- 
fl/ichen oder Teile von solchen einnehmcn. Der Grund davon ist leicht ein- 
zusehen. Man mufs sich also sehr hiiten, anderc als solche Gerade in An- 
wendung zu bringen, welche in der einen oder andem Art paraUd sind. 

2) Damit man sagen kann, dafs eine Summe von Linien einer andem 
gleich sei, darf mnn nicht annehmen, dafs inan die Zahl der Linien angeben 
kann, tcelche den Raum erfiillen; denn es giebt keinen noch so kleinen ebenen 
Raum, der nicht von einer unendlichen AnzaJd erfilllt ist; sondem darin 
liegt das Wesen der Sache, wenn man sagt, dafs zwei Liniensummen gleich 
seien, dafs die eine Gesamtheit sowohl als die andere zwei gleiche Strecken 
lotrecht schneiden; denn es liegt kein Grund vor, anzunehmen, dafs man 
durch eine der glcichen Strecken mchr Gerade senhrecht hindurchgehen lassen 
konne als durch die andere. Denn aliquote Teile der einen werden bis ins 
Unepidliche immer gleich sein denselben Aliquoten der andem, und man wird 
durch die TeUpunkte hilhen und driiben gleich viele unter sich paraUele 
Gcraden Ziehen kDnnen, welche hilben und driiben einen gleichen Parallelraum 
begrenzen werden, Hiervon hdngt die Wahrheit dieser Methode ab (sie 
besteht nicht darin, dafs das Continuum aus Indivisibilien zusammengesetet 
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set, wie einige hehaupten); und dies hat Veranlassung gegeben, diese Methode 
^Geometrie des UnendlkhetC mi hnfsen** 

Wdrtlich aus den Nauvemix Eleinens. 

In filnf Theoremen setzt Arnauld nach der neuen Methode die 
Gleiehheit von Parallelogram men gleicber Basis und Hohe, von Dreiecken, 
ihr Inhaltsverhilltnis bei gleicher Basis (H5he) auseinander. Wir geben nur 
das Mnfke, als das interessantesl:e, wieder: Der Kreis ist an Inhalt gleich 
einem rechtwinkligen Dreieck, dessen eine Kathete dem Radius, dessen 
andere dem Kreisumfang gleich ist. 

Be we is. Der Kreis sei uni d mit Radius db beschrieben. Die Tan- 
gents in h sei dem Kreisumfang gleich. Zieht man durch alle Punkte des 




Fig. 31. 

Radius konzentrische Kreise, so werden sie die KreisflJiche erf&llen; sie sind 
alle parallel und werden durch den Radius lotrecht geschnitten. Zieht 
man durch die Durchschnittspunkte des Radius Parallelen zu he,, so werden 
diese das rechtwinklige Dreieck erfiillen. Die Summe der konzentrischen 
Kreise und dieser Parallelen ist aber dieselbe, denn durch jeden Punkt des 
Badins, durch welchen einer der konzentiischen Kreise geht, kann man 
eine Parallele ziehen und umgekehrt. Der durch einen und densel])en 
Punkt gehende Kreis und die zugehorige Parallele sind aber an Llinge 
gleich, wie man sieht, wenn man einen ganz beliebigen prUft, z. B. den 
durch /*; denn 

Kreis durch h . Kreis(umfang) 
hd . df\: 



durch f 



he . fg 



(in &hnlichen Dreiecken aber audi: 

^ Kreis(lange) durch h : Kreis(lange) durch f = he : fg. 

altemando: j^^^j^ ^^^y^ h:he = Kreis durch fifg, 

nach Yoraussetzung ist aber Kreis durch h = he^ also mufs Kreis durch f 
auch =» fg sein. 

Auf den letzten Seiten (S. 311 — 323) des ganzen Werkes wird die 
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Inbaltsberecbnung in der herkommlichen Weise gelehrt („Methode commune'*). 
Wir finden die bekannten Satze ilber den Inbalt der Parallelogramme, Drei- 
ecke und Ubnlicben Figuren. Z. B. abnliche Figuren verbalten sicb ibrem 
Inbalte nacb wie die Quadrate bomologer Seiten. Wir beben die Verallge- 
meinerung des pytbagorHiscbeif Satzes (^proposition des quarrez) hervor. 
Konstruiert man fiber den Katbeten und der Hypotenuse abnlicbe Figuren, 
so ist die Summe der ersteren gleicb dem Inbalte der Figur iiber der 
Hypotenuse. Der Inbalt einer regularen Figur ist dem Recbteck aus dem 
balben Perimeter und dem Radius des eingescbriebenen Kreises (raion 
droit) gleicb. Die Quadratur des Kreises wird nacb Arcbimeds Verfabren 
mit Hilfe der ein- und umgescbriebenen regul&ren Polygone nocbmals ent- 
wickelt. 

Regulare Figuren derselben Art verbalten sicb ibrem Inbalte nacb wie 
die Quadrate der Badien der eingescbriebenen Kreise. Kreisflacben verbalten 
sicb wie die Quadrate ibrer Radien. 

Abnlicbe eingescbriebene Figm*en verbalten sicb ibrem Inbalte nacb 
wie die Quadrate der Kreisradien. 

Den Scblufs macbt die Verwandlung einer Figur von n Ecken in eine 
inbaltsgleicbe von n — 1 Ecken. 

Am Scblufs des ganzen Wcrkes beifst es: „Outre que n*ayant entrepris 
ces Elemens que pour donner un essay de la vraie meiliode qui doU traitter 
les choses simples avant les composees et les generates avant les partiaUieres, 
je pense avoir satisfait d ce dessin et avoir montrS que les Geomeires ont eu 
tort d'avoir neglige cet ordre de la nature en sHmaginant qu'iU n'avoient autre 
chose a observer, sinon que les propositions precedents servissent d la preuve 
des suivantes; au lieu quil est clair, ce me semble par cet essay que les EHe- 
mens de Geometric estant reduits sdon Vordre naturel, peuvent etre aussy solide- 
ment demonstrez et sont sans comparaison plus aisez d concevoir et a retenir.*' 

Diese zuversicbtlicben Worte konnte nur der sprecben, dem ein Pascal 
ruckbaltslose Bewunderung gezoUt batte. 

Die Quadrati magico • magici angeregt darch Pascal. 

Mit der Geometric Arnaulds vereinigt erscbien eine Abbandlung iiber 
magiscbe Quadrate. Wir geben bier zunacbst einen kurzen Riickblick fiber 
die Gescbicbte dieses zablentbeoretiscben Problems. 

Ein magiscbes Quadrat beifst eine Anordnung von w* Zablen einer 
aritbmetiscben Progression in die n^ Zellen eines Quadrats derart, dafs die 
Summe jeder Zeile, jeder Kolonne, sowie jeder der Diagonalen ein und 
dieselbe konstante Grdfse ist. 
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Die magiscben Quadrate sollen ihren Ursprung in ludien besitzen. 
Sicber ist, dafs das erste im Abendland auftretende magiscbe Quadrat sicb 
auf dem ,Jdelencolia'* genannton Kupfersticb Albrecbt Diirers befindet. Es 
bildet bier ein Symbol der grttbelnden Vernunft, speziell aucb der Wissen- 
scbaft der Zabl. Jener Kupfersticb wird nacb Angabe des bekannten 
Kunstscbriffcstellers Nagler in das Jabr 1514 verlegt. In den nUcbsten 
Jabrzebnten bedienten sicb M&nner wie A grip pa von Nettesbeim und 
Tbeopbrastus Paracelsus von Hobenbeim der magiscben Quadrate zu 
astrologiscben und niediziniscb - mystiscben Zwecken auf Amuletten und 
sorgten so zur Verbreitung der Kenntnis dieser Gebilde. Das matbematisebe 
Interesse daran tritt uns bei Adam Riese und in Micbael Stiefels 
1544 erscbienener „ArUhmetka Integra" entgegen. Auf letzteren Scbrift- 
steller werden wir nocb zurQckkommen. In Deutscbland sind von bekannteren 
Namen der Matbematiker, die sicb mit dem Gegenstande bescb&ftigten, nocb 
Dan. Scbwenter in seinen „Delici(ie physico-mathemaUcae" Niimberg 1626 
und Jobann Faulbaber zu nennen. In Frankreicb wandte „(i€r grofse 
Reformatar der unhesiimmten Analytik**, Gaspard Bacbet de Meziriac 
den magiscben Quadraten sein Interesse zu. In seinen „Prohlemes plaisufis 
et ddedables qui se font par les nombres" a Lyon MDCXXIV lebrte er 
eine von ibm gescbaffene bezw. erweiterte Metbode zur praktiscben Kon- 
struktion magiscber Quadrate, welcbe in der Litteratur unter der Bezeicji- 
nung „Terrassenfnethode" bekannt ist. 

Wir sind in dieser kurzen Skizze der Darstellung gefolgt, welcbe Sieg- 
mund GUntber in seinem Aufsatze „Histor%sche Studien Uber die magischen 
Quadrate" Kap. IV seiner „VermiscJU€n Untersuchungen zur Geschichte der 
maiiwnuUischen Wmenschafien" gegeben bat. Dieser Aufsatz ist grund- 
legend geworden und an ihn werden wobl imraer Unt«rsucbungen und 
gerade bistoriscbe ErOrterungen tlber magiscbe Quadrate anzukniipfen baben. 

Nacb der Wiirdigung von Bacbets Verdiensten fabrt Giintber fort: 

„-4n Bachet scheint sich audi Arnauld in semer Geametrie angeleknt 
zu Mben; sicfteriich i.st er nicht weii Uber sein Vorbild hinausgegangen, 
Wegen Mafigels der Quelle konnen wir jedoch den eigentUchen Wert seiner 
Bemilhungen nicht Ubersehen" 

Giintber bat also Arnaulds Arbeit uicbt vor sicb gebabt. Daraus 
wird es erklJirlicb, wenn die wabre Sacblage sicb im Widerspmcb zu 
Gtintbers Bemerkung befindet; daber wird es erklilrlicb, wenn Gtlntber 
in einer Fufsnote beifiigt: ,^rwaweZ, Nouveaux elemens de geametrie, Paris 
MDCCLXVir*, wSbrend wir friiber in unserer Bibliograpbie von Arnaulds 
G4amitrie saben, dafs wobl 1667 die editio princeps, weitere Ausgaben 
1683, 1680 und 1711 erscbieneu, dagegen 1767 keine; die zuletzt er- 



304 Zweites Kapitel. 

schienene in den gesammelten Werken ist von 1783. Die Erw&hnung von 
Arnaulds Arbeit iiber magiscbe Quadrate bei GUntber ist die einzige, 
welcbe sich in der modemen Litteratur findet, und dies veranlafst uns, da 
auch in Frankreicb in den letzten Jahrzebnten d|LS Interesse far magiscbe 
Quadrate sicb wieder neu belebt zu baben scheint, bier in einem Abdruck 
nebst tJbersetzung die Metbode unseres Autors weiteren Kreisen zug&nglicb 
zu macben. 

Recbtfertigt scbon die Seltenbeit und scbwere Zugftnglichkeit des Ori- 
ginals diesen Plan, so lafst eine interessante Bemerkung, welcbe wir beim 
Studium des Verbaltnisses von Arnauld zu Pascal macbten, die Heraus- 
gabe sogar zum dringenden Wunscbe werden. 

In Pascals Gesammelten Werken (Paris 1880 bei Hacbette) findet 
sicb Bd. ni S. 219 in jenera Programme, welcbes Pascal 1654 der ent- 
stebenden Pariser Akademie iiber seine matbematiscben Arbeiten vorlegte, 
folgende Stelle: 

„Deinceps autem, si juvat Deus, prodibunt et alii tractatus 
quos omnino paratos habemus, et quorum sequuntur tituli: De 
numeris magico magicis; seu methodtts ordinandi numeros omnes in 
quadrato numero contentos, ita ut non solum quadratus totus sU magicus; 
sed quod difficilius sane est, ut ablaiis singulis amhUibus reliquum semper 
magicum remaneat, idque omnibus modis possibUibus, nuUo omisso}) 

Diese bisber nicbt beacbtete Stelle ist ein neuer Beweis des Zusammen- 
arbeitens von Pascal und Arnauld auf matbematischem Gebiete; denn 
will man nicbt geradezu annehmen, in der in Rede stebenden Arbeit 
Pascals verlorenen Traktat vor sicb zu baben, so kann man nur an eine 
Parallelarbeit Arnaulds denken, welcbe wieder durcb Pascal angeregt 
war. Sind durcb Edmund Lucas' Aufsatz im Journal de mathem. 4lem. 
1887 „Les carrSs magiques de Fermat" die Arbeiten Fermats auf diesem 
Gebiete aufgebellt worden, so boffen wir durcb unsere Publikation das Bild 
der Leistungen des franzosiscben Dreigestims Perm at — Pascal — Arnauld 
iiber magiscbe Quadrate zu vervollstandigen. 



1) In dem Privilege du Roy, welches nur die erste Ausgabe von 1667 ent- 
h^lt, finden sicb an Stelle des Autors die Initialen par M. D. M. G. B. SoUten 
sie sicb auf Pascals AntiBil an den magiscben Quadraten beziehen und etwa 
zu deuten sein: par M. de Montalte, Geometre bent, brillant, oder dergleicben? 
Herr Paul Tannery, einer der besten Kenner der Geschicbte des XVII. Jabrh., 
ist der Ansicbt, dafs jene Initialen nur die Mittelspersonen bedeuten, welcbe das 
Privilege auswirkten. Wir baben also etwa an den Freund und Bekannten 
Pascals: M. de Montignj, Gentilbomme Brefconnois, zu denken. 
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Solution d'un de$ plus celebres et des plus dif/iciles Problemes d'Arith- 
metique, appelle communement Les Quarrez magiques. 

§ 1, Ce qiie c'est que ce probleme, 

I. Ayant u/n quarr6 de cellules pair ou impair. El Vayant remply de 
chiffres ou selon Vordre naturel des nombres 1 ,2 .3 ,4: etc, Ou de quel- 
qu* autre progression arithmetiqu^ que ce soU, comme 2 . 6 . 8 . 11 . 14 etc. 

Disposer tous ces chiffres dans un autre qu<irr6 de cellules semblables 
a celuy Id, en sorte que tous les chiffres d0 chaque bande saii de gauche a 
droit, soil de haut en bas, soil mesme les deux diagonales} (assent tou jours 
la mesme somme, 

Soient pris pour exemptes les qu<m*ez d'onze pour les impairs et de 
douze pour les pairs, comme on les. pent voir dans les figures qui. sont d la 
fin de ce TraittS. * • 

" * . • ' • ^ . - • 

§2^ Considerations sur-les Quarrez naturels. 

II. J'appelle quarrez fmturels ceux ou les chiffres sont disposez en 
progression arithmdique en comtnencant par les plus petits. 

^ur les .Quarrez impairs. 

III. Dans le milieu du quarre impair il y a une cellule qui en est le 
centre. , le chiffre qui est dam cette cellule soU nomme centre et marque par c, 

IV. De tous les autres chiffres' la nioitie sont plus petits et les autres 
plus grands que le centre, Les uns soient, appellez simplement petits et 
les autres grands. ' . .. 

V. Les cellules autour du centre soient appellees T^ enceinte, 
Autour de la premiere enceinte, ^ enceinte. 
Autour de la seconde enceinte, 5* enceinte. 
Et ainsy de suite, 

VI. Les enceintes 1 • 3 • 5 • 7 • 9 etc, soient appellees enceintes im- 
paires, 

Les 2 • 4 • 6 • 8 • 10 ete. enceintes paires. 

VII. II est important de considerer dans chaque enceinte oil sont les 
petits chiffres, et ou sont les grands. Les petits sont premierement dans 
touie la bande d'enhaut, qui est de 3 dans la 1^ enceinte, de 5 dans la 
2^, de 7 dans la 3^ etc. 

SecondemetU dans la bande d gauche les plus hauls jusques d cduy qui 
est vis a vis le centre inclusive. 

Troisiemetnent dans la bande d droit les plus hauls jusques a cduy qui 
est vis a vis le centre exclusive. 
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Sur les Qtmrrez pairs, 

VIIL II n*y a point de ceUule qui soU au centre, Mais on doit 
prendre pour centre la moitiS de la somme que font le premier et le dernier 
chiffre, 

Et cette somme entiere s'appeUera 2 c, 

IX, La moitii des bandes, sgavoir ceUes qui sont les plus hautes con- 
tiennent les petits chiffres, et les plus basses les grands, 

X, Les quatre cellules du milieu font la 1^ enceinte, 
Les cellules autour de ces quatre, la 2^ enceinte, 
Celles autour de la seconde, la 5* enceinte, 
Et ainsy de suitte, 

XI, Les enceintes 1 • 3 • 5 • 7 • 9 cfc. soient aussp appellees les enceintes 
impaires, 

Et les 2 ' 4: ' Q etc, les paires, 

XII, Les petits chiffres sont, 

1, Ba/ns la hande d'enhaut de chaque enceinte, 

2, Au cost4 gauche depuis la hande d'enhaut jusqu'd la hande oin com- 
mencent les grands chiffres, 

3, Et de meme au costi droit, 

§ 3, Preparation, 

XIII, Le plus grand mystere de la solution de ce Prohleme consiste 
a marquer par lettres quelques uns des petits chiffres de chaque hande, 

Quurrez impairs, 

XIV, Dans toutes les enceintes generalement marquer le coin 

d gauche de la hande d'enhaut par e, 

Le coin a droit de la meme hande par o, 

Le milieu de cette hande par m. 

La cellule d gauche qui est vis a vis le centre par a, 

XV, Marquer de plus dans les enceintes paires 

Deux cellules dans la hande d'enhaut igalement distantes, Vune d'e, 

Vautre d*o, par les memes lettres accentUies, 

L'une par h, 

L'autre par b, 

Et la cellule a gauche au dessous d'e par co. 

Et au coste droit celle qui est au dessus de la cellule qui 

est vis d vis le centre par p, 

Dans les Qtuirrez pairs, 

XVI, Ne rien marquer dans les premieres et secondes enceintes, 

20* 
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XVIL Bans totUes les autres genercUement marquer 

Le coin a ga'uche d'enhaut par e, 

A droit par o, 

Le plm bos des petits nombres d droit par a, 

Les plus has des petits nombres d gauche par fi. 
XVIIL Marquer de plus dans les enceinte impair es d commencer par 
la 5* (qui est celle qui a 6 cellules dans la bande d'enhaut) 

4 cellules dans la bande d'enhaut, deux par I / 

et deux par \ 1 

selon ce qui a esti dit supra 15. 

A gattche marquer la cellule au dessous d'e par w. 

El d droit celle au dessus d'a par y. 

§, 4. Maximes pour la demonstration de Voperation, 

XIX, Deux chiffres, Vun petit, V autre grand, Sgalement distans du 
centre, et qui se joignent par une ligne passant par le centre font une somme 
igale d deux fois le centre, 

XX, Quand un petit chiffre est marque par une lettre, son grand soil 
nomme (quand on le voudra exprimer) par la majuscule de la mime lettre, 
quoiqu'dle ne soU pas marquee, 

Ainsy e • E font deux fois le centre, 
Et de meme a . A, ou § , B ou o * 0, 

Seconde Maxime, 

XXL Quafre chiffres dans la meme bande, dont le premier est autant 

distant du 2, que le 3 du 4 sont en proportion arithmetique, 

Et par consequent la somme des extremes est 4gale d la somme de ceu^t 

du milieu. 

Exemples, 

XXII, e • k :\ b ' 0, Done e - o = d - d, 

D'ou il s'ensuit que par tout ou sont ensemble ^ • b, ou bien e - 6, ou 

leurs majuscules E 0, on peut supposer, lorsqu'U s*agit de trouver des ^ga- 
lUez avec d' autres chiffres, que c'est comme si c'estoit e ' o, E ' 0, parcequ^ 
si regality s*y trouve en supposant que c'est e , o, elle ne sera pas troubUe 
en remettant d - d, en leur place, qui valent autant que e • o, 

XXIII, e ' m :: m ' 0. Done e - o = m - m, 

Dans les Quarrez pairs, 

XXIV, e ' CD :: p ' A, Done e - A = ta - fi. 
Pour trouver A. voyez supra 20, 
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Troisieme Mcmme. 

XXV. Lorsque 4 cellules font un parallelogramme, rectangle ou non 
rectangle, leurs 4 chiffres sont en proportion arithmetique, Et par consequent 
la somme des extremes est 6gale a la somme de ceux du milieu, 

Exemples. 
Dans les Quarree impairs. 

XXVI. e ' mw a ' c. Done e - c = m ' a, 

XXVII. m ' \\ a • c. Done m ' c = o - a. 

XXVIII. ca ' m :: c ' p. Done a - p = m - c. 

Dans les pairs. 

XXIX. e ' :: p ' a. Done e - a = o - §. 

XXX. 00 • j3 : : • y. Done oa - y = fi ' o. 

§ 5. Methode pour disposer magiquement le Quarri naiurel. 

XXXI. Cette methode consiste en fort peu de regies; les unes genercUes, 
les autres particulieres , selon lesqueUes U faut transposer les chiffres du 
quarre naturel dans le magique. 

Premiere regie generale. 

XXXII. II faut disposer les chiffres par enceintes, ceux d'tme enceinte 
en Venceinte semblable, et totU le soin qu'on doit avoir d'abord, est de sgavoir 
ou Von doit mettre les petit s nombres de Venceinte, parceque la situation des 
petits donne ceUe des grands selon les deux regies suivantes. 

Seconde regie generale. 

XXXIII. Quand on a placd un petit chiffre dans un coin, U faut 
placer son grand dans le coin diagonalement opposi. Ainsi a estant placi 
dans le coin gauche de la hande d'enhaut, U faudra mettre A dans le coin 
droit de la hande d'embas. 

Troisieme regie generale. 

XXXIV. Hors les coins U faut placer les grands vis d vis des petits 
de la hande opposee. 

Cest pourquog U faut observer de ne mettre jamais deux petits en des 
bandes oppos4es vis a vis Vun de I'autre. 

CoroUaire de ces regies. 

Les chiffres estant disposez selon ces regies, 

XXXV. II s'ensuit 1. Que les chiffres de deux bandes opposies pris 
ensemble, valent autant de fois c qu'il g a de chiffres dans les deux bandes. 
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Car un petit et un grand valent deux fois c. Or U y a autant de petits, 
que de grands. Bone 

XXXVI. II s'ensuit 2, Que lorsqu'on a prouv6 que Its ckiffres d'une 
bande aprds cette disposition valent autant de fois le centre qu'U y a de 
chiffres, cette bande est dgale a son opposSe. 

XXXVII II s'ensuit 3. Que quand U y a autant de petits chiffres 
dans une bande que dans Voppos^e, et que la somme des uns est igale d la 
somme des autres, c'est une marque assurde que la bande est egale d la bande. 

La preuve en est facile sans que je m'arreste d Vexpliquer. 

Quatrieme regie generale. 

XXXVIII. II ne faut se mettre en peine d'abord qus de placer Us 
petits chiffres qui sont marquez par des lettres: car cda fait, le reste se 
trouve sans peine par cette raison. 

Dans la bande d'enhaui, dans qudques quarrez et qudques enceintes 
que ce soil, outre les cellules marquees par des lettres: 

Ou U ne reste rien, 

Ou U reste toujours des cellules non marquees en nombre pairement 
pair; c'est d dire 4 • 8 • 12 • 16 etc. 

Et de plus. Us sont todjours 4 d 4 en proportion arithmetiqu^.. 

Done prena/nt les extremes et les mettant dans une bande, et ccux du 
milieu dans Vopposie, ils ne trouhleront point VegaliU qui y estoit dejd par 
les chiffres marquez de lettres. 

XXXIX. II en est de meme des deux costez droit et gauche. Car les 
petits chiffres qui restent (s'U en reste outre les marquez) sont toAjours en 
nombre pairement pair 4-8-12-16 etc. et de 4en4 en proportion ariih- 
metique. 

Done comme cy dessus. 

It n'y a done plus d se mettre en peine que de disposer les lettres. Ce 
qui se fait par les regies particulieres. 

§ 6. Begles Particulieres pour les Quarrez impairs. 

XL. II y a deux regies pour ces quarrez, Vune pour 
les enceintes impaires, et Vautre pour les paires. 

Pour les enceintes impaires. 

Au coin gauche de la bande d*enhuut mettre a 

Au coin droit de la mime bande, m 

A la bande d'emhas en quelque cellule hors les 

coins, e 

Fig. 82. A la bande de coste du coste d'a, o 
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Demonstration. 

XLI. II est requis premierement d demonstrer que dans la hande d'en- 
haut a ' E ' m valent trois fois le centre. D*ou U s'ensuivra qu'elk sera 
e'gale d la hande d'embas par 36. 

Or par (26) e - c = a - m 

Bone e ' c ' E = a * E ' m 

Or 6' C' E=3c par 20. 

Done a ' E ' m = 3c. 

Ce qu*U falloit demonstrer. 

XLII. Requis secondement d demonstrer que 
a ' ' M valent 3 c. 2)'ot* U s'ensuivra que cette jf 
hande sera 4gale a Vopposde par 36. 

Or par (27) a - o = m . c. 




Done 

Or 

Done 



m-c*M=a'O.M. 
m ' € ' M =^ 3e par 20. 
a ' ' M = 3c. 




Four les enceintes paires. 

XLIII. II suffira de les figurer tout d'un coup. 

Demonstration. 
XLIV. Requis premidrement d demonstrer que 
la hande d'emhas M- d-ad- E = 6c. Cest d dire 
qu'eUe vaut ensemble cinq fois le centre. 
Ce qui se prouve ainsy 
Par (27) a-o = mc. 

Done e-d'O = C'm'C. 

Done e-m-C' M- E = da-d-M- E par (22) 
Or e-m-cM-E = 6c par 20 
Done M-d-a-d'E = be. 
Ce qu'U faHoit demonstrer. 
XLV. Requis secondement d demonstrer que dans la hande droitte 
' § ' CD ' E = 6c. Ce qui se prouve ainsy: e - o = m - m par (23) 

e ' ' c = m ' m ' c. 
m ' m ' c = m ' (o ' §. 
m ' c = ca ' p par 28. 
c • • c = m • CO • |3. 
C'E'0 = m'Cii'P'E'0. 
c E' = 6c par 20. 
(0 ' § ' E = 6c. 
Ce qu'il faUoit demonstrer. 




m 



Done 




Or 




Parceque 




Done 




Done 


e* 


Or 


e ' 


Done 


m • 
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§ 7. Four les Quarrtz pairs. 

XLVL On iaisse a part les deux premieres emceimtes, qui ont leur 
regie particuliere. 

Four les autres enceimtes impaires. 
XIjVII. La disposition s'en figure aimsi^. 

Demonstratiom. 

XLVIII. Requis 1. a demonstrer que les six 
chiffres de la bande d'emhaut doni quatre sent pe- 
tits, et deux grands qui vienneni de ^ et d qu'an 
a mis embas, calent six fois ie centre. Ce qui se 
prouve ainsy, 

a'A'0'0'e'E=Qc par (20) 
Or ces six lettres sont e'gales aux six 

(0 ' E - a • • §. 
Car ostant les mimes qui se trouvent de part 
et d'autre, s^avoir a - o - - E U ne restera d'un 
coste que A ' e et de Vautre que o • /3. 
Or par (24) A - e = on - fi. 
Done les six lettres &-EaO'0'§ = ^c. 
Pig. 87. XLIX. Requis 2. a demonstrer que 

(0 ' e ' y = p ' e ' d. 
Car si cela est, les grandes seront aussy egales aux grandes, et le tout au tout 
par (37), 

Supposant done que e • 6 soient e • o (supra 22) et ostant e et e de part 
et d'autre, reste d'une part co • y et de Vautre § • o qui font des sommes 
egales par (30). 

Bone (a ' e ' y = p . e . 6. 

Done la hande egale d la bande par (37). 

Pour les enceintes paires. 

L. La disposition en est tres facile, et se 
figure ainsy. 

Demonstration. 

LL me est si facile par 22, 29 et 37 que 
je ne m'amuse pas a Vexpliquer. 
Pig. 38. Cette enceinte se peut encore faire en transpo- 

sant les coins etc. 
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10 11 


12 


18 
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§ 8. Begle parHculiere pour la premiere et seconde encemte des Qtmrrez pairs. 

LIT, Ces deux enceintes ne sont autre chose que le quarr4 de 4 qui 
fait 16, dans kquel U y a deux sortes de bandes, 

Quatre qui font la seconde enceinte, et qu'on peut 
appelier les bandes exterieures, Et quatre autres qui 
coupent le quarri, et qu'onpeut appelier transversales: 
sgavoir la 2* et la 3* de haut en bos. 

Et la 2* et la 3^ de gauche d droit, 

LIIL Ce qui est cause que ces deux enceintes ne 
se peuvent pas disposer par les regies des autres, c'est 
que les 4 chiffres du milieu faisant en divers sens quatre bandes de deux 
chacune en Ugne droitte, et deux en diagonale, les bandes droittes ne sgauroient 
faire des sommes igdles, mais seulement les diagonales. 

LIV, Or ces 16 chiffres se pouvant disposer en tant de manieres que 
cela est presque incroyable; sgavoir en plus de 20 millions de millions, 

20 : 922 : 789 : 872 : 000. 

II n'y en a proprement que 16 qui soient magiques, c*est d dire ow 
toutes les bandes fassent des sommes igdles (car je ne compte pas pour 
differentes dispositions ceUes qui ne viennent que de la differente situation 
du mSme quarrS), 

Et voicy comme on les trouve. 

LV. II faut prendre toujours les chiffres 4 d 4 en cet ordre, 

1, Les quatre du dedans ou interieurs, 

2, Les quatre coins exterieurs, 

3. Les deux du milieu de la bande d'enhaut, avec les deux du milieu 
de celle d'embas, 

4. Les deux du milieu de la bande d gauche, avec les deux du milieu 
de celle d droit. 

Or chacun de ces chiffres pris ainsy 4 d 4 (et qu'on nommera dans 
la suite par 1 • 2 • 3 • 4^ peuvent. 

Ou estre laissee en leur mime place, ce qui se marquera par o. 

Ou estre transportez en croix S. Andre, ce qui se marquera par c. 

Ou directement de gauclie d droit; ce qui se marquera par g. 

Ou directement de haut en bas; ce qui se marquera par h. 

LVL Suivant ces remarques, et se souvenant de ce que signifient les 
4 nombres (l-2-3*4) et Us 4 lettres (o-c- g-h) les deux tables suivantes 
feront trouver sans peine les 16 dispositions magiques du quarre de 4: 
ou ce qui est la meme chose des deux premieres enceintes de tous les 
quarrez pairs. 
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LVII. De ees 16 dispositions magiqaes du quarri de 4. il y m a deux, 
sgavoir la 1' et la &, oit on ne change que 8 chiffres. 

Deux, sgavoir la 11' et la 16", oil on Us change tous 16. 

Et 12 ow on en change 12. 

LVIJI. Yoicy un exemple de la 6" disposition, et an autre de la 16'. 
On laisse d Irouver les autres. 



Demonstraliott. 

LIX. Chaque bande tant exterteure que transversaie du quarre de quaire 
(ou du quarre compose des 2 premieres enceintes de tous les guarrez pairs) 
est de 4 chiffres en proportion arithmetique. 

Et par consequent la somme des extremes est igale & la somme des 
moyens. 

Soit done par exemple, la somme des extremes de la bande d'enhaut 
appellee b, la somme des moyens qui luy est igale pourra estre aussp ap- 
peUee b. et ainsy tout la bande sera b -\- b. 

Et par la meme raison la bande d'embas pourra estre f -\- f. 

Cela eslant on pent faire ces bandes Agates par deux voies. 

La 1" en transposant les exirSmes de I'une a I'autre sans changer les 
mogens. Car alors I'une deviendra f-\-b. 

Et I'autre b -\- f et ainsg seront 6gaies. 

La 2' en transposant les mogens sans changer les extremes. Car alors 
I'une deviendra b -\- f et I'autre f -^- b et ainsg seront encore 4gaks. 

II ne faut qu'appliquer cecg a chacune de ces 16 dispositions, et Von 
verra que les transpositions que t'on g fait les doivetU rendre magigues. 
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§. 9. Divers Moi/ens de varier les Quarree magiques. 
De ces mot/ens j'omets ceux qui sont trap faeiles d irouver et je n'cn 
marqueraif que deux qui sont plus importans, et qu'on a praHquee dans les 
deux exemples qu'on a donnee de quarree magiques. 



 Moffen. 

LX. Nms avons suppose gu'on transporteroit les chiffres de la pre- 
miere enceinte du quarrd naturel dans la 1'^ enceinte du quarr^ magique; 
et ceux de la 2* dans la 2', et de la 3' dans la 3' etc. Mais cela n'est pas 
neeessaire. Car pour les chiffres marquee de lettres, U suffit dene les transporter 
que d'une enceinte impaire a une autre guelconque qui soit impaire, comme de 
la 5' d la 1"; et d'une enceirUe paire A une paire, comme de la 6* A la 4'. 
Second Moyen. 

LXI. Et pour tons les autres chiffres non marquez de lettres, on les 
peut transporter de qiielgue enceinte que ce soil d quelque autre enceinte que 
I' on voudra; pourvu qu'on en prenne quaire ensemble qui soient en proportion 
arUhmetique, et qu'on ait soin de mettre les cxtrhnes dans une bande, et les 
moyens dans la bande opposee. 

Conclusion. 

LXII. Je pense pouvoir conclure de tout cecy, qu'U n'est pas possiMe de 
trouver une methode plus facile, plus abregee et plus parfaitte pour faire les 
quarrez magiques, qui est un des plus beaux Problemes d'Arithmdique. 

Ce qu'elle a de singulier, c'est 

1. qu'on n'icrii les chiffres que deux fois, 

2. Qu'on ne tdtonne point, mais qu'on est toujours assur^ de ce que Von fait. 

3. Que les plus grands quarrez ne stmt pas plus difficiles a faire que les plus peHts. 

4. Qu'on les varie autanl que I'on veut. 

5. Qu'on ne fait rien dont on n'ait demonstrt^ion. 

G. A quoy on peut ajo&ter, que cette methode est si generaie que sans 
y rien changer on pourroit resoudre sans aucune peine par la mSme voie 
cet autre ProblSme qui paroist encore plus merveilleux. 

At/ant mis dans un quarre naturel tous les nombres que I'on voudra 
en progression geometrique, comme 1  2  i  8  16 etc. les disposer de telle 
sorts dam un quarre sembldble, que tous les 

nombres de chaquc bande multiplier les uns '-l S 

par les aulrea fassent une somme egale d celle _, 

que font les nombres de tout autre bande 
multipliez aussy les uns par les autres. En 
voicy un exemple dans te quarrd de trois. 

Fin de rexplication des Quarrez magiques. 
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QVAItlti: NATVBEL DE XI. 



QVARIli MAGIQVE DE XI. 
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DUknidoi ¥om Anaolds Mrtkode sir Bfldug der 

Qiudnti aagieo-BagicL 

her Tontebimd gegebene Abdmck von Arnanlds Abbandlmig zeigt, 
dar% Arnaold DUrirt wie Bachet einfiu^h magische Qaadrmte bildet. sondern 
lirben ditj Ton denen Pascal an der zitierten Stelle spiicht: magisch-magische. 
J^ne Stelle and Pascal 3 Programm Ton 1654, das beilaufig bemerkt anch 
Leibniz bandscfariftlich Torgelegen hat. er schreibt daruber nnterm 12. Jnni 
1675 an Oldenbnrg in jenem Briefe, welchen wir oben schon zn erwahnen 
batten: Repertum est inter scripta eius (Pascalii) quoddam dtdicatUmis genus^ 
qwi f/pera nua Geomdriea et Xummca Academkie mescio ati Pansinae (id 
etfi cf/nceniui Geometricarum pricaio, iUo tempore cdebri) insaribit,, et scripta 
nua in eo genere absoluta out affecta memorai, quod credo non iliubenter 
leges, inde enim destinata viri liquidius disces. Mittam descriptum, si tihi 
non ingratum fore significahis. Mitierem statim si e cestigio describi posset), 
zeigt zugleicb, dafs Pascal deijenige ist, welcbem diese Quadrate ibren 
Namen verdanken. Znr Bildnng magisch-magiscber Quadrate war 1544 
schon Michael Stiefel gelangt, doch ist seine Meihode vollst&ndig Ter- 
schieden von der Arnanlds. Neaere Schriftsteller, z. B. Ahrens in seinen 
,J^athematischen Unterhaltungen und Spiden", Leipzig 1901, ein Buch, das 
diese Dinge wissenschaftlich beleuchtet, nennt Stiefels Methode durch 
Originalit&t ausgezeichnet. Natorlich konnte Stiefel seine Methode nor an 
einzelnen Zahlenbeispielen darlegen; in neuerer Zeit hat man in der all- 
gemeinen Bprache der Bachstabenrechnung eine Darstellung gegeben (Pontes, 
Assoc, franc. Congrhs de Bordeaux XXIV 1895 1. 11 pag. 248—256). Stiefel 
fand eine Methode, am den „nmlauP (bei Gfinther, ^ambitus" bei Pascal, 
und „enceintef' bei Arnauld) eines magischen Quadrats ^independent' , d. h. 
ohne Zuhilfenahme der tfbrigen zu bilden. GUnther hat sich die Frage 
vorgelegt, wie ist wohl Stiefel zu seinem hochst komplizierten Bildungs- 
gesetz gelangt, und findet im Verlanfe seiner Untersuchung, dafs Stiefels 
Verfahren, d. h. das von ihm gelehrte nicht das primare ist, sondern dafs 

Stiefel von einer der Formen des magischen Quadrats von 3' 
ausging (s. nebenstehend) ; dann hieraus das f&nfundzwanzig- 
zellige ableitete, indem er jede Ziffer des obigen magischen 
Quadrats um 8 erhohte, um die voraus berechnete Mittel- 
zahl 13 zu erhalten; dann setzte er in die leeren Felder 
Zahlen, zuerst empirisch, die ihm ein neues magisches Qua- 
drat ergaben, und fuhr in dieser Weise fort, bis sich ihm das solchergestalt 
unschwer zu erkennende Bildungsgesetz offenbarte (Gtlnther). Ptir die 
eingchcndc Darstellung von Stiefels Methode konnen wir auf Pontes, 
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Gilnther und Ahrens yerweises. Wir wollt«n nnr zelgen, dab auch 
Arnauld dicseii AosgangBpunkt, n&mlich daa tnagische Quadrat (s. nebeu- 
stehead) mit Stiefel gemein bat. 

Dauu aber entferut sich seine Methodo von der StiefeU 
ToUstSndig nnd gelangt zu anderen E^snlt&tea, wia wir im 
folgenden zeigen werden. In Arnaulds Darstellung zeigt 
sich so recht der feine geometnsche Geist der Herren von 3 
Port royal, sie wftre eines Paacal wUrdig: 

§ 1 giebt die genaue Definition des Problems, § 2 erSrtert die Eigen- 
scfaaften der natilrlicben Qiiadrat«. Es giebt in einem nngeraden natOrlichen 
Quadrat eine Mittelzelle, die er Centrum {centre) nennt; dann wird fest- 
gesetzt, dafs der TJmlauf nm diese Mittelzelle erster Umlauf, der nSohste 
Zellengflrtel um den ersten zweiter Umlauf (encemie), der n&ohgte dritter 
Umlauf oder Gflrtel genannt werden soil und so weiter. 

Es wird sodann unzweideutig bestimmt, dais der erste, dritte, fOnfte 
GDrtel u. s. w, nngerade Giirtel genannt werden sollen (enceintes impaires). 

Der zweite, vierte, sechste u. s. w. dagegea gerade Umlfiufe oder Giirtel 
{enceinles paires). Sodann wird genau die Stellung der ZifFern in jedem 
Gitrtel, welche kleiner sind als das Centrum, angemerkt: mit solcben ist 
nilmlicb die obere Zeile, femer die linke Kolonne bis mit der Zelle, welche 
mit der Mittelzelle in einer Zeile liegt, sowie die recbte Kolonne mit Ans- 
schlub der mit dtr Mittelzelle in einer Zeile liegenden (celluk qui est vis 
a vis le centre) erflUlt. 

Anf die geraden Quadrate wird die Definition des Centmms (der Ziffer 
in der Mitt«lzeUe bei den uugei'aden) folgerichtig ausgedehnt. Die Dildung 
dea Centrums geschab dort zu (2n* + 2n -f" l)i ^- l"- ^s ist die Halfte der 
Summe der ersten und der letzten Ziffer des natHrlicUen Qnadrats. Heifst 

die letztere (2m + l)*, so ist das Centrum = -— ~^ —— . Im 

geraden Quadrat giebt es keine Mittelzelle, also eigentlich auch kein 

Centrum, aber es soil als solches der analoge Auadruck ^— gelten, 

wenn 4n* die gerade Zettenzahl, d. h. die Ziffer der letzten Zelle ist. 

Hier sollen die vier Zellen in der Mitte erster GUrtel, die um diese 
vier Zellen liegenden niichsten zwOlf Zellen swelter Umlauf oder Gllrtol, die 
um den zweiten Gtlrtel in Zellenbreite ringsum liegenden Zellen dritter 
Giirtel bei&en u. s. f. 

Die GArtel 1, 3, 5, 7 u. s. w. sollen wie oben nngerade GUrtel, die 
Giirtel 2, 4, 6 u. s. w. gerade genannt werden. Hier erfOllen die Zellen, 
welche kleiner sind ats das Centrum, die gauze obere USlfte des natilrlicben 
Quadrats. 
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§ 3 bringt eine Vorbereitimg der Losung der Anfgabe. 

Arnauld enthullt bier das Gebeimnis seiner Metbode; es bestebt darm 

gewisse Zellen, d. b. die sie entbaltenden Ziffem in jedem Gtirtel dordi 

Bucbstaben zn kennzeicbnen, and zwar solle: 

In den Quadraten ungerader Zellenzabl, in den geraden sowohl als in 

den ungeraden Giirteln 

die linke obere Eckzelle dUrcb e 

die recbte obere Eckzelle dorcb o 

die mittlere Zelle der oberen Zeile dorcb m 

die Zelle vis a vis der Mittelzelle (Centrum) (wir wissen 
bereits, was Arnauld unter vis a vis dem Centrum 
verstebt) in der linken Kolonne jeden Gttrtels durcb a 

tiberdies aber in den geraden Giirteln: 

Zwei Zellen der oberen Zeile, welcbe gleicbweit absteben, die eine tod 
e, die andere von o, 

durcb accentuierte Bucbstaben 

durcb ^ 

bezw. durcb d 

ferner in denselben Gtirtel n nocb weiter die Zelle der linken 
Kolonne, welcbe sicb direkt unter e befindet durcb lo 

und die Zelle der recbten Kolonne, welcbe direkt liber der vis 
a vis dem Centrum gelegenen sicb befindet, durcb fi 

bezeicbnet werden. 

Die Bezeicbnung und Hervorbebung gewisser Zellen in den gerade 

Quadraten ist die folgende: 

Im ersten und zweiten Gtirtel wird iiberbaupt nicbts bezeicbnet. 
In alien ubrigen Giirteln (ob gerader oder ungerader Index) 
die linke obere Eckzelle durcb e 

die entsprecbende recbte durcb o 

die niedrigsten unter den Zablen, welcbe kleiner als das 

Centrum sind, recbts vom Centrum durcb a 

dieselben Ziffem links vom Centrum durcb § 

Aufserdem sind vier Ziffem in der oberen Zeile dieser Quadrate, abc 

nur in den ungeraden Giirteln (also erstmals im dritten, welcber eine secbf 

zellige Zeile oder Kolonne besitzt) 

durcb ( e 

und \6 

durcb I e 

und ' 1 6 

berauszubeben. 
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Des weiteren wird die Zelle unter e 

durch Q) 

die rechts tlber a 

durch y 

bezeichnet. 

§ 4. Grondsatze bei der Losung. 

1) Die Summe zweier Ziffern im natUrlichen Quadrat, wdche auf einer 
durch das Centrum gehenden Geraden und gleichweit vom Centrum abliegen, 
ist gleich dem Boppdten des Centrums, 

Das so definierte Supplement einer durch einen Buchstaben charak- 

terisierten Ziffer soil in der Folge immer durch den entsprechenden grofsen 

bezeichnet werden (la majusctde de la mSme lettre)^ also 

e + E=-2c, 
ebenso 

2) Im natUrlichen Quadrat stehen vier Ziffern, deren erste ebensoweU 
entfernt liegt von der zweiten, me die dritte van der vierten, die aber alle 
derselben Zeile hezw, Kolonne angehdren, in arithmetischer Proportion, 

Also ist die Summe der aufseren der Summe der inneren Glieder gleich. 
Z. B. ex definitione e -{- o = d -{- d. 

(Arnauld schreibt e • o = ^ • d, versteht aber unsere obige Gleichheit 
darunter.) 

Man kann also liberall fiir (d + d), (e + o\ bezw. far (i; + 0), (E + 0) 
substituieren; speziell ist e -|- o = w -j- w». 

3) Wenn im natUrlichen Quadrat vier Ziffern durch ihre Lage ein 
ParaUelogramm oder speziell ein Eechteck bUden, so stehen die vier Ziffern 
in arithmetischer Proportion. (Das heifst die Summen gegentiberliegender 
Ecken sind gleich.) 

§ 5 entwickelt nun das Verfahren, um das nat^rliche Quadrat in das 
magisch-magische iiberzufiihren ; er enthftlt die yier allgemeinen Begeln, 
welche sowohl fiir gerade wie fiir ungerade Quadrate gelten. 

1) Die Ziffern sind gtirtelweise zu ftbertragen, d. h. die eines Giirtels 
von geradem bezw. ungeradem Index in einen ^hnlichen, d. h. wieder in 
den entsprechenden geraden bezw. ungeraden. 

Vorerst konmit nur die Stellung der kleinen Ziffern eines Gflrtels in 
Betracht, d. h. derjenigen, welche kleiner sind als das Centrum; denn die 
Stellung einer kleinen Ziffer involviert das Placement ihrer Supplementziffer 
(oben definiert!) nach den beiden folgenden Regeln: 

2) Hat man eine kleine Ziffer in eine Eckzelle postiert, so ist ihr 
Supplement in die diagonal gegentlberliegende Eckzelle zu stellen. 

Abh. z. Getcli. d. math. Wissenich. XIV. 21 
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3) Abgesehen von den Eckzellen, wird jede Supplementziffer in die der 
zugehorigen kleinen Ziffer entsprechende Zelle der gegentiberliegenden Zeile 
bezw. Kolonne gestellt. 

Zusatz: Wenn die Ziflfem nach dieser Kegel angeordnet sind, so lalst 
sich eine wichtige Folgerung ziehen. 

a) Die Summe zweier gegendberliegender Zeilen bezw. Kolonnen ergiebt 
soviel mal das Centrum als in beiden Zeilen bezw. Kolonnen Zeilen vor- 
handen sind; denn die Summe einer kleinen Ziffer und ihres Supplements 
ergiebt 2 c (zweimal das Centrum) und es sind ebensoviel Supplemente vor- 
handen wie kleine Ziffem, also z. B. 

b) Hat man den Beweis erbracht, dafs die Summe einer Zeile oder 
Kolonne, die nach der dritten Hegel mit Rticksicht auf die gegeniiberliegende 
besetzt wurde, soviel mal das Centiiim ergiebt, als Zeilen vorhanden sind, 
so folgt daraus unmittelbar, dafs diese Summe der Summe in der gegen- 
tiberliegenden Zeile resp. Kolonne gleich ist. 

Es sei ^^£^p^Qj^^j^]^=Qc 

so wird, da 

a + A + e + E'j-p-{-B + y-{-G-{-i-i-Z'j-f+F=V2c 

S^^^^^^^-/ S^^^^^^^-/ S^^^^.^^^m^' S^^^ik^^^^^w/ ^^^^^..i^^^M^ >^^^». .^^^V*^ 

^^^^N^^^^^ ^^^^N^^^^^ ^^^^^^^^^^ ^^^^**^^^^^ ^^^^^^^^^^^ ^^^^*«^^^^^ 

ist, auch f^e + B-{-y + Z-\-A = Qc 

und also 

c) Wenn in einer Zeile oder Kolonne sich soviel kleine Ziffem befinden, 
wie in der gegentiberliegenden Zeile bezw. Kolonne, und noch die Summe 
der ersteren (der kleinen Ziffem) gleich ist der Summe der letzteren, so ist 
dies ein untrugliches Zeichen dafur, dafs die Gesamtsumme in jener Zeile 
bezw. Kolonne gleich ist der Gesamtsumme in der gegentiberliegenden Zeile 
bezw. Kolonne. Denn es bcsteht dann auch Gleichlieit zwischen den beiden 
Summen der Supplemente. 

so ist auch A + E+Z+B = J-{-G-{-(P + M 

und da 

« + ^ + c + i^ + f4-Z+jS + i^ = 8c = ^ + ^ + ^+Z+JB 
und 

d-{-J-{-y-{-G + (p+0 + fi + M=Sc = S-\-^'\-G-\-0-^My 

ist also die Gesamtsumme in beiden Zeilen gleich: 
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a + e + ? + |5 + 2i + G^ + a> + ilf = ft + jK + Z + J? + d + y + 9 + A 

(Die Stellung der Supplemente der Eckzellen ist nach der zweiten Regel 
Arnaulds bei der Anordnung der Summahden mit bertlcksichtigt.) 

Vierte allgemeine Regel: Zuerst hat man nur die kleinen durch Buch- 
staben hervorgehobenen Ziffem des natOrlichen Quadrats richtig in den 
Feldem des magischen zu placieren, denn alles andere ergiebt sich durch 
folgende tJberlegungen. Aufser den durch Buchstaben charakterisierten 
Ziffern bleibt in einer Zeile oder Kolonne irgend eines Giirtels eines sei 
es geraden, sei es ungeraden Quadrats, entweder gar keine ZiflFer iibrig 
oder es bleiben Zitfem verfiigbar in einer durch 4 teilbaren Zahl, also 4, 
8, 12, 16 u. s. w. 

Diese verfiigbar bleibenden Ziffem des nattirlicben Quadrats in einer 
Zeile oder Kolonne — betrachten wir speziell die obere Zeile eines Giirtels, 
welche ex def. nur kleine Ziffem enthSlt (d. h. solche, welche kleiner sind 
als das Centrum) — stchen zu vier und vier in arithmetischer Proportion. 
Wenn man also die ftuliseren Glieder einer solchen nimmt und sie in eine 
Zeile stellt, die inneren Glieder der Proportion aber immer in die gegen- 
iiberliegende , wobei jedoch stets die Zellen f&r die Supplemente nach der 
zweiten Begel verfiigbar bleiben miissen fiir diese Supplemente, so werden 
diese Paare auTserer und innerer Glieder der Proportion nicht storend auf 
die schon vorhandene Gleichheit der Sununen in den beiden gegenliber- 
liegenden Zeilen einwirken. 

Beztiglich der Kolonnen ist es ebenso. Denn die kleinen Ziffem im 
oberen Telle eines Giirtels des natiirlichen Quadrats, welche, nicht charak- 
terisiert, iibrig bleiben, stehen in den beiden gegeniiberliegenden Kolonnen 
nach dem dritten Grundsatz, weil sie Bechtecke bilden, zu vier und vier 
in arithmetischer Proportion. Fiir die tlbertragimg in das magische Quadrat 
hat man also dieselbe tlberlegung wie fiir die Zeilen. Man hat also nur 
die Ubertragung der charakterisierten Ziffem zu kennen und diese wird im 
folgenden Paragraphen in speziellen Regeln gelehrt. 

§ 6. Wir wollen hier nicht die eleganten Beweise Arnaulds, welche 
auf analysis situs gegriindet sind, wiederholen, sondem verweisen auf den 
iranzosischen Text. Die Versetzungen selbst ergeben sich aus den beiden 
nachstehenden Figuren (s. S. 323). 

Die Beweise Arnaulds wollen wir vielmehr in allgemeine Zeichen 

iibersetzen, indem wir die Ziffem mit Hilfe des Centrums und dem Index, 

d. h. der Ordnungszahl k des von innen nach aufsen im Einklang mit 

Arnaulds Definition gezahlten Giirtels darstellen und Arnaulds Beweise 

arithmetisch nachprufen. 

21* 
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FSr Qaadnte ugend«r ZelleBuhl. Fig. l. Das uatOrUche Qnodrat. 



Fig. S. Daa mogiache Quadrat. 
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Ist die Gnmdzahl, d. h. die Wurzel des nattlrlichen Quadrats von tin- 
gerader Zellenzahl 2n + 1, so ist die Ziffer der Mittelzelle, das Centrum, 
gegeben durch 

(2««+ 2« + l). 

Die durch Arnaulds Buchstaben charakterisierten Ziffem stellen sich wie 
folgt dar: 

I. Ftir Quadrate ungerader Zellenzahl 



« = (2n^+2n+l)^ 



k 



^ = (2n2 + 2n + 1) T] {k (2n + 1) + A;) 
J= (2n« + 2n + 1) ~ (A; (2n + 1)) 

^ = (2«* -)- 2« + 1) ~ (A; (2« 4- 1) — Ai) 

CO == e + 2w -f- 1 

= (2n« + 2w + 1) — (A; (2n + 1) + Ai) + (2n + 1) 
|5 = ^ — (2n + 1) 

= (2«* -(- 2n + 1) + (A; — (2w + 1)) 
d = e+ 1 

= (2n« -f 2« + 1) — (A; (2« -f 1) -f A;) + 1 
d = o— 1 

= (2n» + 2n + 1) — (A; (2« -f l) — Aj) — 1 

(Wir vereinfachen die Ausdriicke absichtlich nicht weiter, um ihre 
Bildungsweise hervortreten zu lassen.) 

Es miissen nun folgende Beziehungen gelten (wir setzen hier 
2n* -f- 2» -f- 1 wieder = c). Ftir unsere Zv^ecke hat k die ganzzahligen 
Werte 1, 2, 3 . . . n zu durchlaufen. 

a) in den ungeraden Gurteln 

1) a 4- + ilf = [c — Aj] + [c — A; (2«+ 1) + Aj)] + [c + Aj (2n + l)] 

2) a + E + m = [c — k] + [c + k {2n + 1) + Aj] + [c — Aj (2n + l)] 

= 3c 

Wir sehen, dafs in beiden Summen alle Glieder mit k sich zerstdren; der 
Ausdruck der Summen ist also unabhilngig von A;, d. h. er gilt fUr jedes Aj. 

Da diese Zusammenstellungen aber nur in den ungeraden Gtbrteln Yer- 
wendung finden, so k5nnen wir hier Aj auf die Kcihe der ungeraden Zahlen 
beschranken. 

A; = 1, 3, 5, 7 ... « bez. n — 1 je nachdem n ungerade bez. gerade ist. 

Setzt man in diesen Formeln Aj = 1 und n == 1, so erh&lt man 
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a = 4; ^ = 6 

g= 1; E= 9 

w=2; M=S 

= 3; = 7 
c = 5 

und wenn man diese Ziffem nach Arnaulds Schablone ordnet, so erh&lt 
man jeue bestimmte Form des magischen Quadrats von 3*, von der auch 
Stiefel ausgegangen war. 

b) far die geraden Gtirtel. 

Hier hat man k die geraden Zahlen 2 , 4 , 6 . . . n bez. n — 1 durch- 
iaufen zu lassen, je nachdem n gerade bez. ungerade ist. 

In den geraden Giirteln miissen die Beziehongen gelten: 

1) M+e + a + d-j- E = 

[c + k {2n + 1)] + [c — ^' (2n + 1) — A; + 1] 
+ [c- ^] + [c-k (2n -f 1) -f A; - 1] 
+ [c + A; (2n + 1) + A;] = 5c 

2) JEJ+|3 + 0H-c) + fn = 

[c + k (2n + 1) + k] + [c + fc - (2n + l)J 

+ [c + A; (2n + 1) — A;] + [c — A; (2w + 1) — A; + (2n + l)] 

+ [c — A;(2n+ l)] = 5 c. 

Auch diese beiden Summen sind unabh&ngig von A; und besitzen den 
gemeinsamen Wert 5 c. 

Vergegenwartigen wir uns noch einmal zusammenfassend, wie Arnauld 
fiir die ungeraden Quadrate bei der Bildung des magischen Quadrats vorgeht. 

Der erste (immer von innen nach aufsen gezfthlte) Giirtel besitzt im 
Quadrat ungerader Zellenzahl 3 Zellen; tiber diese verfiigt Arnauld so, 
dafs die Summe der darin placierten Ziffem gleich 3 c ist; der n&chste, der 
zweite Gtirtel, enthalt wieder in einer Zeile bez. Kolonne 5 Zellen; iiber 
diese wird so verfiigt, dafs die Summe ihrer Ziffem 5 c ergiebt. Es bleiben 
also in diesen beiden Giirteln keine weiteren Zellen leer, d. h. verfiigbar; 
der nachste dritte Giirtel enthalt in der Zeile bez. Kolonne 7 Zellen, in 
diesem wird als Gtirtel ungeraden Index' iiber 3 Zellen in der Zeile bez. 
Kolonne verfugt genau so wie im ersten; es bleiben hier also 4 Zellen leer, 
verfagbar. Der nachste Giirtel mit 9 Zellen in der Zeile oder Kolonne ist 
wieder ein gerader, wie der zweite; es wird demnach, wie im zweiten, 
tiber 5 bestimmte Zellen so verfiigt, dafs deren Summe, d. h. die ihrer 
Ziffem, 5 c gleich ist. Es bleiben hier also auch 4 Zellen verfiigbar in der 
Zeile bez. Kolonne. Im nachsten Giirtel von der Zellenzahl 11 pro Zeile 
bez. Kolonne, der wieder seinem Index nach ein ungerader Giirtel ist (er 
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ist der ftlnfte), wird wie im ersten und dritten liber 3 Zellen, so verfiigt, 
dafs deren Summe gleich 3c ist; es bleiben 8 Zellen verfiigbar. tJber ftinf 
Zellen einer Zeile oder Kolonne des nachsten, sechsten Giirtels, die aus 
13 Zellen besteht, wird, wie im zweiten und vierten Giirtel, die Zahl der 
in analoger Weise besetzten Zellen wieder 5 sein ; es restieren 8 leere Zellen. 
AUgemein: Die Anzahl der iibrig bleibenden Zellen wiederholt sich nach- 
einander immer einmal und ist eine durch 4 teilbare Zahl. Da die leeren 
Zellen aber spftter so besetzt werden, dafs ihre Summe der Summe der 
entsprechenden bei der Besetzimg mit den charakterisierten Ziffem leer 
gebliebenen Zellen der gegeniiberliegenden Zeile bez. Kolonne gleich ist, so 
mufs, da die dritte allgemeine Begel, welche die Stellung der Supplemente 
betrifft, eingehalten wurde, die Summe dieser Zellen einer Zeile so vielmal 
das Centrum ergeben als bei der ersten Besetzung durch die charakterisierten 
Ziffem Zellen tihng geblieben waren. Die Ziffem dieser letzteren ergftnzen 
also mit ihrer Summe die Summe der charakterisierten Ziffem zu soviel- 
mal c, als tlberhaupt in der Zeile oder Kolonne Zellen im ganzen vorhanden 
sind; dann ist aber nach unseren friiheren Angaben, n&mlich den Folgerungen 
aus der dritten allgemeinen Kegel, eine Zeilen- bez. Kolonnensumme der 
gegeniiberliegenden gleich; sie ist aber auch der diagonalen Summe gleich, 
da die Eckzellen ja nach der zweiten allgemeinen Kegel immer so besetzt 
werden, dafs die Diagonalsunmie des nachsten inneren Quadrats um 2c 
zunimmt; die Diagonalsumme des ersten solchen Quadrats, nttmlich des 
aus 3^ Zellen bestehenden, ist aber als Summe der Mittelzellenziffer (c) 
und zweier Supplementziffem 3 c gleich. Z. B. im sechsten (von innen ge- 
zahlten) Giirtel, der aus 13 Zellen pro Zeile oder Kolonne besteht, wird 
zun&chst uber 5 Zellen verfCigt, deren Sunmie 5c gleich ist, die 8 Ubrig 
bleibenden Zellen der Zeile bezw. Kolonne werden aber nach dem Gesagten 
so besetzt, dafs ihre Ziffemsumme 8 c gleich ist. Die Diagonalsunmie ist 
von c pro Giirtel immer um 2c wachsend bis zum sechsten auf 13c an- 
gewachsen. Es sind also die magischen Eigenschaften des Glirtels erfullt. 
Wenn alle Giirtel magisch sind, so ist das aus ihnen bestehende Quadrat 
magisch-magisch. Solche Quadrate sind also die von Arnauld gebildeten. 

§ 7 gicbt die Spezialregeln fUr die Cberfahrung eines natlirlichen 
Quadrats gerader Zellenzahl in das magische. 

Man lafst zunftchst die beiden ei*sten (wiederum von innen gezahlten) 
Giirtel ganz beiseite, da diese ihre eigenen Kegeln besitzen. Die Versetzungs- 
regeln ergeben sich aus den beiden nebenstehenden Schablonen flir alle an- 
deren Giirtel. 



Fir Quinto gender ZcllcuaU. Fig. l. Du natSrlicbe Qaadnt 



Fig. 2. Da« mBgisch-magiEche Quadrat. 
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Wir wollen auch hier wieder die Beziehungen, die in den einzelnen 
Gtbrteln gelten mtissen, in allgemeine Zeichen ^bersetzen, indem wir wieder 
Amaulds durch Buchstaben charakterisierte Ziffem mit Hilfe des auch 
fiir diesen Fall durch eingangs erlauterte Definitionserweiterung vorhandenen 
Centrums und der Giirtelordnungszahl Ic darstellen. 

1st 2n die Wurzel und zugleich Zellenzahl der Zeile des naturlichen 
Quadrats, so ist nach Analogie des ungeraden Quadrats 

4w^+ 1 = 2c 

d. h. die Summe der ersten und letzten Zahl des natiirlichen Quadrats bildet 
das (angenommene) doppelte Centrum. Das Centrum im Quadrate von ge- 
rader Zellenzahl 2n wftre also eigentlich 2»* -|- j; da dieser Ausdruck 
aber nicht ganzzahlig ist und deshalb zum Ausgangspunkt der Darstellung 
sich nicht eignet, so nehmen vnr fElr diesen Ausdruck 2«^ -(- 1 (nach Ana- 
logie des ungeraden), wobei wir nattUiich dieser Yeranderung beim Besultat 
eingedenk bleiben mtissen. Es ergiebt sich dann fClr die durch Arnaulds 
Buchstaben charakterisierten Zahlen in allgemeiner Form folgende Tabelle: 



11. Ftir gerade Quadrate: 

u = [2«« + 1 
A = [2n« + 1 
e = [2n^ + 1 
^=[2n»+ 1 
== [2n^ + 1 
= [2n« + 1 
o = c + 2n 

= [2n^ + 1 

SI = [2«* + 1 

|3 = [2n^ 4- 1 

B = [2n^ + 1 

y = a — 2« 

= [2n« + 1 

r=[2w«+ 1 



— (w — A;) — 1 
+ {n-k) 

— [A; (2n + 1) — n] 
+ [A; (2n + l) — n] — 1 

— [A; (2n — l) — n] — 1 
-f [A; (2» — 1) — n] 

— [A;(2n+ 1) — n] -f 2n 
+ [A; (2n + 1) — n] — 2n — 1 
-{n + h) 
+ (n + A;) - 1 

— (» — A;) — 2n — 1 
+ (» — A;) + 2n 



endlich 



d = o — 1 
6 = — 2 



^ = e-f 1; 

e = eH- 2; 

Wir sehen, dafs immer ein Buchstabe, z. B. a, und sein Supplement 
das Arnauldsche 2c= 2 (2n*-|- 1) — 1 ergiebt. Wir sehen femer, dafs 
alle in der rechten H^lfte des natiirlichen Quadrats stehenden Buchstaben 
Arnaulds in unserer Darstellung mit — 1 versehen sein mtissen. 
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Es bestehen nun folgende Gleicblieiten: 

a) Fiir die ungeraden Gftrtel ist: 

0, = [2w^ + 1] — fA; (2n + 1) — «] + 2« 
E = [2n^ + 1] + [k {2n + 1) — n] — 1 
a = [2n^ + 1] — [n — A;] — 1 
= [2«2 ^ 1] _ [^ (2n — 1) — n] — 1 
= [2n2 + 1] + [A; (2n — 1) — n] 
|5 = [2n2 4- 1] — [n + k] 

c) + jE;+a + o + + |3= 12n* +6 — 3. 

Es zerstoren sich oben alle Glieder bis auf 

12n^ + 3 = 3 (4n* + l) = 3 • 2c 
also 

1) c) + ^+a + o + + |5 = 6c 

wie Arnauld bewiesen hat (s. den franz5sischen Text) (ftir jeden Giirtel, 
da die Summe von k nicht abhangt). 

2) wollen wir die Beziehung verificieren 

G,+ 6 + y=3[2n* + l] — 2[A-(2» + l) — n] — (« — A;) — 1 

/J + e-+tf- = 3[2n2+l] — [A:(2w+1) — n] — (« + A:) — [A;(2« — 1) — «] — 1 

oder vereinfacht: 

a, + c + y = |3 + (? + d = 3 [2n^ + 1] — 1 — 4 A^n — A; + « 

Diese Gleichheit bedingt aber die Gleichheit der Supplementensummen 
^ -{- E -{- r und B -{- E -{- nach der dritten allgemeinen Regel ; nacb 
den FolgeruDgen aus dieser sind dann aber auch die beiden Summen der 
gegenuberliegenden Kolonnen gleich, nSmlich: 

wenn diese aber gleich sind, so folgt, da sie nach der dritten Eegel an- 
geordnet sind, dafs der ihnen gemeinsame Wert 6 c betragt, nUmlich soviel 
mal c als Zellen besetzt sind. 

k hat in diesen Summen der Arnauldschen durch Buchstaben charak- 
teiisierten Ziifem die Werte 3, 5, 7 . . . bis n bez. n — 1 zu durchlaufen, 
je nachdem n ungerade oder gerade ist. 

b) Fiir die geraden Giirtel: hier hatte k die Werte 4, 6, 8 bis « — 1 
bez. n zu durchlaufen, je nachdem n ungerade bez. gerade ist [doch gilt 
unsere Darstellung der Ziflfern dos naturlichen Quadrats selbst noch, wenn 
A; = 1 oder = 2 ist]. 

Fiir k = 1 geht ^, wie es sein muTs, in o iiber und d in e, [Fiir die 
t^bertragung in das magische Quadrat folgen aber die Arnauldschen durch 
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Buchstaben charakterisierten Zablen anderen Stellungsregeln als in den 
iibrigen GUrteln, wie im n&chsten Paragraph eri&utert wird.] Die Smnmen- 
beziehungen, die hier gelten miissen, sind filr die Zeilen an sich klar, in- 
dem E-{-d-j^d'\-0^d&]a,d'^d = e'-\-o ist, Somme zweier Zahlen 
und deren Supplemente ist, also 

femer 

denn 

E = [2n« + 1] + [A; (2n + l) — n] — 1 

|5 = [2n«+l]-[n + ^•] 
A = [2n^+ l] + \n — k] 
= [2n^ + 1] — [^ (2n — 1) — n] — 1 
jeder einzelne der Summanden ist mit k variabel; aus der Summe aber hebt 
sich k heraus; dieselbe ist also konstant, d. h. fiir jeden Gtb:iel gleich 

(8n« + 4) — 2 = 2 (4n» + l) = 4c 

Wir wollen kurz rekapitulieren: 

Das Verfahren zur Herstellung magischer Quadrate gerader Zellenzahl 
hSllt genau denselben Gang ein, wie das Mr solche ungerader Zellenzahl. 

Es wird in den Giirteln von ungeradem Index zunHchst durch Place- 
ment von 6 bestimmten der durch Buchstaben charakterisierten Ziffern in 
der oben angegebenen Stellung pro Zeile oder Kolonne iiber 6 Zeilen ver- 
fQgt, ebenso in den Giirteln geraden Index' dber 4 Zeilen nach den ge- 
gebenen Spezialregeln, die aus den Figuren ersichtlich sind. Es bleiben 
dann zunachst im vierten und fiinften Giirtel je 4, im sechsten und siebenten 
je 8, im neunten und zehnten je 12 Zeilen pro Zeile oder Kolonne ver- 
fiigbai*; die Anzahl der zun&chst leer bleibenden Zeilen ist also immer eine 
durch vier tcilbare Zahl; nun werden die nicht herausgehobenen Zahlen des 
natUrlichen Quadrats, welche kleiner sind als das Centrum, zu Quadrupeln 
zusammengefafst, so, dafs jedes Quadrupel eine arithmetische Proportion 
bildet; werden dann die Sufseren beiden Zahlen der arithmetischen Pro- 
portion in zwei solche Zeilen einer Zeile oder Kolonne eingesetzt, welche 
vorhin verfftgbar geblieben waren, und die beiden inneren Glieder der Pro- 
portion in zwei noch nicht besetzte Zeilen der gegentlberliegenden Zeile 
bezw. Kolonne des magischen Quadrats, wobei aber imimer die Stellung der 
Supplemente nach der dritten allgemeinen Regel zu bertlcksichtigen ist, so 
folgt aus jener Regel, sowie den im Zusatz daraus gezogenen Folgerungen, 
dafs die Summe in einer Zeile oder Kolonne gleich ist der Summe in der 
gegeniiberliegenden Zeile oder Kolonne; zugleich sind aber die Kolonnen- 
und Zeilensumme desselben Giirtels einander gleich, da sie beide sovielmal 
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c (das Centrum) betragen als Zellen in der Zeile oder Kolonne dieses Gtlr- 
tels Yorhanden sind; dafs auch die Diagonalensumme damit iibereinstimint, 
ergiebt sicb aus der Bildungsweise bezw. Zuwachs pro Giirtel. 

§ 8 erklart die Begeln der Besetzung der beiden innersten Gfirtel 
(A; =1,2) der Quadrate gerader Zellenzabl; dieselben sind genau die der 
Bildung der magischen Quadrate von 4^ In diesen giebt es nach Arnanld 
zwei Arten von Zeilen bezw. Kolonnen, die vier &ulseren, und vier, welche 
das Quadrat durchsetzen, Transversalen: Die zweite und dritte von links 
nach rechts, und die zweite und dritte Zeile. Dafs dieses Quadrat sich 
nicht nach den allgemeineren Kegeln behandeln lafst, ergiebt sicb, wie 
Arnauld richtig bemerkt, daraus, dafs die vier Zellen in der Mitte vier 
Streifen bilden, zwei Diagonal en und eine Zeile und Kolonne; es kdnnen 
daher nur die Diagonalen in ihren Summen iibereinstimmen (denn, w^de 
auch eine Zeilen- bezw. Kolonnensumme damit tibereinstinunen, so kame 
dieselbe ZiflFer zweimal vor, was ex def. ausgeschlossen ist). Die 16 Ziffem 
von 4^ lassen sich nach Arnauld auf 
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also auf mehr als zwanzig Millionen millionenmal verschiedene Weise an- 
ordnen, wobei aber nur sechzehn magische Formen vorhanden sind; Ar- 
nauld schliefst die durch LagenHnderung eines dieser magischen erzeugten 
von der Z&hlung aus. 

Sodann giebt er cine Tabelle zur Bildung der sechzehn Formen; 
darin heifst: 

1®): Die vier inneren Zahlen. 

2®): Die Zahlen der vier Eckzellen. 

3^): Die beiden mittleren Zahlen der oberen Zeile und die beiden ent- 
sprechenden der unteren Zeile. 

4®): Die beiden mittleren der linken Kolonne sowie dieselben der 
rechten. 

Femer bedeutet: 

o) man solle ein solches Quadrupel (1®, 2®, 3® oder 4®) an seinem 
Platze lassen; 

c) man solle es fibers Kreuz vertauschen; 
g) direkt von rechts nach links vertauschen; 
• h) direkt von oben nach unten die Vertauschung vomehmen. 

Wir glauben Arnaulds instruktive Tabelle liier nochmals folgen 
lassen zu soUen, da im nachsten Paragraphen darauf Bezug genommen 
werden muls. 
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Von diesen sechzehn Formen sind zwei, namlich die I. und VI., so 
gebildet, daTs nur acht Zahlea des natiirlichen Qaadr&ts ibre Stellimg ge- 
&ndert haben, w&hrend in XI und XVI alle secbzehn aadera placiert nurden. 
Ss folgen die Formen VI und XVI, gebildet init den Zablen Ton 4* als 
Beispiele. Den Beweia fQbrt Arnautd endlich ao: Jede Zeile oder Ko- 
lonne, gleichviel ob KuTsere oder transversale des Quadrats von Tier, oder 
des Quadrats, welches aus den beiden innersten GUrteln eimes Quadrate 
gerader Zelleuzabl besteht, enthitlt Tier Zablen (im natiirlicben Quadrat), 
welcbe eine aritbmetiscbe Proportion bilden. £s sei die Somme der iLuTseren 
Glieder der oberen Zeile b, die Snmme der inneren Glieder, welche ja jener 
gleich ist, ebenfalls 6, sodaTs die Gesamtsumme dar Zeile b -{- b ist, und 
ebenso in der untersten Zeile f-\-f. Man kann in beidon Zeilen Summen- 
gleicfabeit erzielen, l) wenn man die SuTseren Glieder der einen tauscbt mit den 
fiurseren Gliedem der anderen, ohne an den inneren Gliedem zu rOhren oder 

2) indem man die inneren vertauscht und die ^uiseren an ibrer Stelle 
liifst. In beiden Fallen wird die gemciosame Snmme in einem jeden Bande 
(f-j- b). Dies bat man nur auf jede der sechzehn Formcn der Tabelle 
anzuwendcn, um einzuseben, dafs die vorgenommenen Versetzungen wirklicb 
magische Formen ergaben. 

§ 9 ist ioteressanten Inhalts; er giebt Mittel zur Variation eines nach 
Arnaulds Methode gebildeten niagiscb-magischen Quadrats; bSchst auf- 
falleud ist wieder die Dbereinstimmung mit den Worten in der eingangs 
erwUhnten AnkUndigung Pascals „idque omnibus modis possibilibus, nallo 

Wir lasaon Arnaulds Worte folgen: 

1) Es icurde vorausgeseUt, dafs man die ZaJUen des ersten Qurids des 
natUrlicken Quadrats in den ersten Giirtel des magischen Hbertragt, die des 
zmeUen G-iirtels in den iiceiten, die des dritten Giirtels in den dritien m. s. w.; 
dies ist aber niclit in dieser Strenge notwendig, sondem fiir die durch Buch- 
staben charakterisierten Za/den geniigt die Cbertragutig in einen dhnlichen 
Giirtel, d. h. aus cinem wngeraden Giirtel in einen beliebigen anderen von 
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ehenfaUs tmgeradem Index, wie z, B, vom fUnften in den ersten, und aus 
etnem Giiriel von gerader Ordnungszahl ebenfaUs wieder in einen geraden. 

2) Fiir die nicht durch Buchstaben herausgehohenen ZaMen genUgt die 
tTberirctgung aus irgend einem Giirkl in einen gone beliebigen Giirtel (ob 
von fthnlichem Index oder nicht), voramgesetzt , dafs man sie wieder zu 
Froportvonen (nach unserer obigen Bezeichnung zu Quadmpeln) zusammen- 
fafst und (in der schon mehrmals erOrterten Weise) die heiden dufseren 
Glieder m eine ZeUe beztv, Kolonne, die inner en in die gegeniiberUegende 
Zeile bezw, Kolonne immer mit BerUcksichtigung der SteUtmg des Supple- 
ments jeder einzdnen nach der dritten aUgemeinen Eegd einseizt. 

Arnauld hat diese Variation sweisen bei seinen beiden Beispielen (s. 
die Tafebi des franzSsischen Textes) in Anwendung gebracht. Etwas filber- 
raschend ist, dafs er im Quadrate von zwolf die Zahlen des sechsten Oiirtels 
in den zweiten iibertragt; hier mufs dann aber d nicht gleich e -j- 1 gewahlt 
werden, sondem e -}- « wird gleich d = o — a;; denn ursprtinglich sollen 
ja auch i und d nur zwei von e bezw. o gleich weit abstehende Zahlen sein 
(im iibrigen setzt Arnauld immer a; = 1^ der einfachste Fall); hier aber 
in den Quadraten gerader Zellenzahl bei tlbertragung aus einem geraden 
Gtirtel in den zweiten mufs das x immer der Bedingung genugen: 

(o — x) — (e -\- x) = 1 oder x = ^ ^ 

also 

, , o — e—1 , , — e — 1 
e = e -\ und d = o 

In der genannten Tafel hat Arnauld zur Bildung der beiden innersten 
Gttrtel die Form VI seiner oben reproduzierten Tabelle benutzt. Aufserdem 
ist bei der Betrachtung der Tafel noch auf einige Abweichungen von den 
im Text gegebenen Regeln aufmerksam zu machen, welche unwesentlich 
sind, aber den Anschein erwecken konnten, als ob Arnauld seine Begeln 
nicht eingehalten hatte. Wir haben diese Abweichungen in unseren beiden 
Orientierungstafelchen beibehalten. Namlich bei der Bildung der geraden 
Giirtel sind die Eckzahlen iibers Kreuz vertauscht; sodann ist a mit j3 ver- 
tauscht gegen die im franzosischen Text gegebenen Anordnungen. In Ar- 
nauld s Tafel des Quadrats von zwolf steht (beibehalten in unseren bei- 
gefiigten Tafelchen) y iiber e in den ungeraden Giirteln, wShrend in der 
Vorschrift des Textes y unter e steht; doch diese Abweichungen sind nur 
unwesentlich und gehoren wohl zu den Variationsmitteln, von denen Ar- 
nauld sagt, dafs er sie wegen ihrer Leichtigkeit und Unwichtigkeit nicht 
besonders aufz^hlen woUe. 

Zum Schhifs giebt Arnauld eine Aufzahlung der Vorztige seiner Methode; 
wir konnen nur beipflichtend als beste Wiirdigung dieselben hier wiederholen: 
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Arnauldi Metbode zur Bildnng magisch-magischer Qnadrate ist £e 
l^diteste, ktlrzeste and voUendetste, denn 

l) Man fast die Zahlen nur zweimal anzaschreiben (oder nach den 
yon una fOr daa natitrlicbe Quadrat gegebeaen Pormeln mit Hilfe vom 
Centrum und dem Index des Gtlrtels zu bereclmen). 

3) £s giebt nirgends Tatonnement (Probieren), soudem man ist sich 
immer deasen bewuTst, was man macht. 

3) Die grSfsten Quadrate sind niclit schwieriger zu bilden als die kleinsten. 

4} Man kann die magischeu Quadrate beliebig variieren. 

6) Man nimmt nur streng bewiesene Operationen vor. 

6) Die Methods ist so allgemein, dafs man ohne jede Andenmg mit 
ihr aach das schwierigere Problem lOsen kann: 

Hat man die Zahlen einer beliebigen geometrischen Proportion wie 
1, 2, 4, 6, 16 n. s. w. in einem natOrlichen Quadrat angeschrieben, sie ao 
in ein Quadrat gleicber ZellenzabI za dbertragen, dafs das Produkt aller 
Zahlen einer Zeile gleich wird dem Produkt jeder anderen Zeile, Kolonne 
Oder Diagonale, d. b. mit anderen Worten: ein magiscbes Quadrat multipli- 
kativer Eigenschaft za bilden, wie z. B. 



m 

Schlnrs. 
Wir babeu Arnaulds mathematische Arbeiten, seine Thesen, seine 
Logik, die Nouveaux Siemens de Giomelrie inhaltlich genau kennen gelemt. 
Wir baben seine Bedeutung iia die Pbilosopbie der Matbematik, seine 
zahlen theoretischen Arbeiten aasftlbrlich entwickelt; wir haben erfsbren, 
welcli klare Voretellungen Arnauld uber den Begriflf der Grenze und die 
„Qeometrie der IndiviMbiliett" sich gebildet hatte; wie er die Berecbnung 
des Kreisinlialtes durch ein Verfahren bewies, welches mit dem beute bei 
Integrationen, z. B. in der Potentialtheorie angewendeten, der Zerlegung in 
Elemente grolse Abnlicbkeit besitzt. Aber der Schwerpunkt seines Schaffens 
liegt in seiner Reformation der Elementargaometrie. Viele seiner Sfttze, 
seiner originalen Beweise sind dem heatigen Leser besser bekannt als die 
eutsprechen Euklids. Gerade das ist „das sicherste Zeichen der enormen 
GrSfse des Manncs, dafs viele seiner Gedanki?ngiinge heutzutage trivial er- 
scheinen". Die grofsen antiken Geometer sind im XVH. Jahrhundert in 
einer vervollkommneten Individualitat wieder auferstanden: Galileis Me- 
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daille tr&gt aaf dem Beyers als einzige Bezeichnung das Wort „Arehi- 
medes^^ Fermat hat man wohl einen zweiten Diophant genannt, Dei- 
argues und Pascal haben des Apollonius' Spezialitat, die Kegelscbuitke, 
in neuer, Uberrascbender Weise in Angriff genommen. Die Bedeutmig del 
grolsen Arnaald, dem Descartes, Pascal und Leibniz ihre Fiennd- 
schaft und Bewunderung schenkten, fur die Mathematik kdnnen wir ent- 
sprechend als Resultat unserer Arbeit in dem Satze zusammenfassen: 
Arnauld ist der Euklid des XVil. Jahrhunderts. 
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Druckfehlerverzeichnis. 

S. 197 Z. 1 von oben fiige nacb Cartesianae hinzu: erschieD, 

S. 208 Z. 6 von oben lies infiniment statt infinement (zweimal). 

8. 209 Z. 5 von nnten lies ont statt tm. 

S. 216 Z. 7 von oben lies n'avoit statt n'avait. — Z. 12 von oben lies ne statt fiec. 

S. 233 Z. 6 von nnten lies particuUeres statt partial! ins. 

S. 238 Z. 4 von unten lies demonstrnndi statt domonstravdi. 

S. 241 Z. 2 von oben lies joMr« statt jour. 

S. 243 Z. 6 von oben lies supplier statt supleer. 

S. '247 Z. 14 von unten lies qnarul statt quant. 

S. 248 Z. 1 von oben lies Analyse statt Amdist. — Z. 2 von oben unci Z. 4 von 

oben lies s'egarer statt egarer 

S. 283 Z. 10 von oben lies Dann statt Denn. 

S. 284 Z. 11 von oben lies antiparallelen statt parallelen. 

S. 285 Z. 20 von oben ist das Semikolon vor = zu streichen. 
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